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MATEMATICA PENTRU CLASA A XII- a

RECAPITULARE clasa a XI-a

Urmatoarele exercitii sunt selectate din exercitiile propuse la testele de
antrenament pentru bacalaureat 2020, 2021 si n subiectele de bacalaureat date in
ultimii ani.

ALGEBRA

N . a+1l 2a+1
1. Se considera matricea A(a)= ,acR

a 2a
a) Ardtati cd det(A(10))=10.
b) Demonstrati ca (A(a)— A(b))-(A(a)— A(b)) =3(a—b)(A(a)— A(b)), Va,beR.

¢) Determinati numarul natural n pentru care
det (A(2))+det(A(3))+......+det (A(m)) = 35.
. . 1-10, 8
2. Se considerda matricea A(a) = “ “ , acR.
+5a 1+4a
a) Ardtati cd det(A(1))=-5.
b) Demonstrati ca A(a)- A(b) = A(a+b—6ab) , Va,beR.
¢) Determinati numerele naturale m si n, pentru care A(m)- A(n) = A(6—5mn).

cq e . 8 6) . 24a 2
3. Se considera matricele M = si A(a)= , acR.
6 5 2 l+4a

a) Aratati ca det M =4.

. 1 0
b) Ardtati ci A(a) A(-a)+a*-1, = M, Ya<R,unde 1, :(O J,

¢) Determinati matricea X € M,(R), stiind ca M- X = 4(0)

1

. . 0
4. Se considerda matricele 4= [2 0

1 0) .
j,]zz(o 1) $1 M(a)=1,+ad, aeR

a) Aratati cd det(M(1))=-1.

b) Demonstrati ¢d M(a)- M(b)— M(a+b) =2abM(0), Va,beR.

¢) Determinati matricea X € M,(R), stiind ca X - M(1)= M(0).

5. Se considera matricele 7, :(1 OJ si A(x) :(x_3 ! j xeR.
0 1 1 3—x

a) Ardtati cd det(A(1))=-5.

b) Demonstrati ca A(x)+ A(—x)=2A4(0), VxeR.

¢) Determinati numerele reale x pentru care 4(x)- A(x) =10-1,.

. . 3 2
6. Se considerd matricea A:( 4 3}.

a) Aratafi ca det 4=-1.
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b) Demonstrati ca 4-4-4=A.
¢) Determinati matricea X € M,(R), astfel incat 4- X =17, +34.

. . 1 1) . 10
7. Se considera matricele 4= (0 J si B= (] J.
a) Aridtati ca det(4—B)=1.

b) Demonstrati ¢ matricea C=4-A4+B-B nu este inversabila.

S . 1 2
¢) Determinati numerele reale x si y pentru care 4-X = X -B, unde X =[ j .

Xy
. . 3 6 0 0) . 1 0
8. Se considerd matricele 4= , 0,= i/, = .
-2 -4 0 0 01

a) Aratati ca det(4)=0.

b) Aratati cd 4-4+A4=0,.

¢) Demonstrati cd existd o infinitate de matrice X e M, (R)astfel
incatdet X = det(X +1,).

010 1 00
9. Se considerd matricele 4=|0 1 0|si,=|{0 1 0].
1 11 0 01

a) Sd se arate ca det(4+1,)=4.;

b) Demonstrati ca 4-A4-A+A=24-4;

¢) Determinati multimea valorilor reale ale lui x pentru care matricea B(x)=A+x-1,
este inversabila.

10. Se considera matricele 7, :El Oj si Az(l IJ.
0 1 3 3

a) Aratati cd det(4+1,) =5.
b) Aratati cd 4-A=44;
¢) Demonstrati ca existad o infinitate de matrice X e M,(R), pentru care 4-X =X-4.

. . 1 2 . 1 .
11. Se considera matricele 4= (1 2) sl B(x;y)= [x J unde X si y sunt numere
_ y -

reale.

a) Aratati ca det 4=—4.

b) Aratati ca det(4—2B(x;y)) =0,Vx,yeR.

¢) Determinati numerele reale x si y pentru care 4-B(x;y)=B(x;y)- 4.

. . 1 0 0 0). 1 0 .
12. Se considera matricele A:[ 5 J , O, :[O OJ si 1, :[O J unde X §i y sunt

numere reale.
a) Aratati ca det4=1.
b) Arétati cd 24-A4-A=1,.

.. . x=2 vy
¢) Determinati numerele reale x, y si z pentru care 4- L -1,=0,.
zZ+
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13. Se considerd matricele A4 =[ ! 1) , B=(O _IJ si 0, =(0 0] :

-1 0 1 1 0 0
a) Aratati ca det4=1.
b) Ardtati cd B-B+A4=0,.

c¢) Determinati x,ye(0;0), pentru care A-B+B-A—(A+B):[ o
0g;y

log,x 0O j

. . 2 1) . 1 0
14. Se considerd matricele A:[2 J si 1, =[0 J .

a) Aratati cd det 4=0.
b) Determinati numarul real x pentru care 4- 4 = xA.
¢) Determinati matricea det(A+1,)+det(4—1,) =det(al,).

. . 3 2 4 3 . 1 0 .
15. Se considera matricele 4 :(2 : J , B:(3 : JSI I, :(0 J unde X §i y sunt

numere reale.
a) Aratafi ca det4=7.
b) Aratati ca 2B+1, =34.
¢) Determinati matricea X e M,(R)pentru care A4-X-B-X=1,-X.
( Bac 2021-M tehnologic, iulie)

. g . +1 1
16. Se considera matricea A(a)= [al J, acR. .
a—

a) Aratati ca det 4(a) =-2.
b) Aratati cd A(a)- A(-a)=(2—a’)I,, VaeR
¢) Determinati matricea X € M,(R) stiind ca  A(1)- X = A(2)
( Bac 2020-M tehnologic, august)

17. Se considera matricele 4 :(1 3] si 1, :(1 Oj.
0 2 0 1

a) Ardtati ca det A=2.
b) Aritati ci 34— A-A=21,.
¢) Determinati numarul real x pentru care (xA—1,)-(xA—1,)=54—1,.
( Bac 2020-M tehnologic, iulie)

18. Se considera matricele 4 :(1 2) si M(a) =(1+a - j
3 4 a l-a
a) Ardtati ca det 4=-2.
b) Demonstrati ca M(a)- M(b) = M(a+b), Ya,beR.
¢) Determinati matricea X € M,(R)pentru care M(1)- X -M(2)= A.
( Bac 2019-M tehnologic, august)
19. Se considerd matricele 4= (2 —150} 1= {(1) (1)) $i M(a)=1I,+ad unde a<cR.

a) Aratati ca det 4=0.
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b) Demonstrati ca M(a)- M(b) = M(a+b+ab), Ya,beR.
¢) Determinati numarul real a pentru care
M)+ MQ2)+ M@3)+.....+ M(2019) = 2019M(a).
( Bac 2019-M tehnologic, iulie)

L . 1 -5 6 5) . 1 0

20. Se considerd matricele 4 =[ J, B :( ] si 7, :[ j .
2 6 -2 1 0 1

a) Aritati ca det 4A=16.
b) Determinati numarul real a pentru care 4-B=al,.

¢) Demonstrati ca det(xA + lBj >49, VxeR.
X

( Bac 2018-M tehnologic, iulie)

ANALIZA MATEMATICA

1. Se considera functia f:(0;0) > R, f(x)=2x(Inx—1).

a) Aratati ca f'(x) :M, x e (0;00).
x

b) Determinati ecuatia tangentei la graficul functiei f in punctul de abcisd x = 1
e

situat pe graficul functiei f;

¢) Demonstrati cd e/ (x)+4>0, Vxe(0;0).

2. Se considera functia f:R—> R, f(x)=x"—5x+2020.

a) Ardtati ca f/(x)=5(x-D(x+D(x*+1), xeR..

b) Demonstrati ca functia f(x) este concava pe (-=;0].

¢) Demonstrati ca ecuatia f(x)=2025 nu admite nicio solutie in intervalul [-1;1].

3. Se considerd functia f:R >R, f(x)=2x"—3x"+1.

a) Aratati ca 1’ (x)=6x(x—1), xeR..

fx)=x"+2x" +x-2 B
x—1 -

¢) Determinati abcisele punctelor situate pe graficul functiei f in care tangenta la

graficul functiei f(x) este paralela cu dreapta de ecuatie y =12x+2020.

2.

b) Aratati ca lim

4. Se considera functia f:(-L;0) >R, f(x)=> +‘ixl+4.
X
Ardtati ca 7' :x(x+2) L),
a) Aratati ca f'(x) e xe(=1;00)

b) Determinati ecuatia asimptotei oblice spre -+ la graficul functiei f(x);
¢) Demonstrati ca functia f(x) este convexa.

5. Se considera functia f:R—>R, f(x)=x +5x*+5x.

a) Aratati cd 1’ (x)=5x"(x-3)(x-1), xeR.

10
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b) Determinati ecuatia tangentei la graficul functiei f(x) in punctul de abcisa x=1,
situat pe graficul functiei f(x).

¢) Demonstrati ca —27< f(x)<1, Vxe[0;3].

6. Se considera functia f:R—R, f(x)=2(x-1e".

a) Aratati ca f'(x)=2xe", xeR

1
b) Calculati 11%&;
x> x

¢) Demonstrati ca xe* >e" -1, VxeR.
X041, xe (O;l]
7. Se considera functia f:(0;0) >R, f(x)=1 y41
—, xe(lo)
X
a) Aratati cd functia f este continud in x, =1.

b) Determinati ecuatia asimptotei spre +oo la graficul functiei f.
¢) Demonstrati ca functia f”(x) este crescdtoare pe (1;0).

8. Se considera functia f:(2;0) >R, f(x)= (x_lz)
e

atati cd 7 (x) = ZDE=3) .

a) Aratafi cd f'(x)= T . xe(2).

b) Determinati ecuatia tangentei la graficul functiei f in punctul x=3, situat pe
graficul functiei f.
¢) Demonstrati ca functia f’(x) este crescatoare pe (2;).

9. Se considera functia f:(0;0) >R, f(x)=x>-2lnx.
200D - (0500).
X

b) Determinati intervalele de monotonie a functiei f.

a) Aratatica f'(x)=

¢) Demonstrati ca ln% < S

18
2
10. Se considerd functia /:R >R, f(x)= x2 :
X
a) Aratati ca f’(x)z%, xeR.
(x"+1)

b) Calculati limM.

x>l x —

¢) Demonstrati ca functia f este convexa pe {— 3

B
BB

x’=1

11. Se considerd functia f:(0;0) >R, f(x)=

a) Aratatica f'(x)= 1+i2, Xe (O;oo).

X
b) Determinati ecuatia asimptotei oblice spre infinit la graficul functiei f;
¢) Demonstrati ca functia f este concava.

11
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12. Se considerd functia f:(0;0) >R, f(x):£+1nx—5.
X

x—4
2
x

a) Aratatica f'(x)= = (0;00).

b) Determinati intervalele de monotonie.
¢) Ardtati ca nu existd asimptotd spre +oo la graficul functiei f.

( Bac 2021-M tehnologic, iulie)
X +2x+3

13. Se considerd funcfia /:R—-R, f(x)== .
X +2x+2

—2(x+1)
(x*+2x+2)%°
b) Determinati ecuatia asimptotei orizontale spre +oo la graficul functiei f.
¢) Determinati imaginea functiei. ( Bac 2020-M tehnologic, august)
14. Se considerd functia /:(0:0) >R, f(x)=(x-DInx.

a) Aratati ca f'(x)= xeR..

a) Aratati ca f’(x):l—l+lnx, x €(0;00).
x

b) Determinati ecuatia tangentei la graficul functiei f in punctul de abscisa x=1,
situat pe graficul functiei f.
¢) Demonstrati ca functia f este descrescatoare pe intervalul (0:1].
( Bac 2020-M tehnologic, iulie)
X
X +5

15. Se considera functia /:R —>R, f(x)=

5(1—x*)(1+x%)
(x*+5)*

b) Determinati ecuatia tangentei la graficul functiei f in punctul de abscisa x=0,

situat pe graficul functiei f.

¢) Determinati multimea valorilor functiei f. ( Bac 2019-M tehnologic, august)

16 . Se considera functia f:R >R, f(x)=x"—3x+5.

a) Aratati ca 1’ (x)=3(x-D(x+1), xeR.

b) Demonstrati cd functia f este convexa pe [0;x).

¢) Demonstrati cd f (x)<7, Vxe(—0:1] ( Bac 2019-M tehnologic, iulie)

17. Se considera functia f:R—>R, f(x)=(x—-2)-€".

a) Aratati ca ' (x)=(x—1)-¢", xeR.

b) Aratati ca ) Limm f(x)=0.

a) Ardtati ca f'(x)= , xeR

¢) Demonstrati ca —e < f(x) <0, Vx e (—0;2] ( Bac 2018-M tehnologic, iulie)
18. Se considera functia f:R—>R, f(x)=x"—3x"+3.

a) Aratati ca f'(x)=3x(x-2), xeR.

b) Determinati ecuatia tangentei la graficul functiei f in punctul de abscisd x=1,

situat pe graficul functiei f.
¢) Demonstrati ca f(x)>-1, Vxe[0;). ( Bac 2018-M tehnologic, august)

19 . Se considera functia f:R—>R, f(x)=x"+6x+2.

12
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a) Aratati ca f'(x)=3(x"+2), xeR

1
b) Aratati cd lim LG 3.

x> 0 x+2
¢) Demonstrati ca -5< f(x) <9, Vxe[-11] ( Bac 2017-M tehnologic, iulie)
20 . Se considera functia f:R—>R, f(x)=2x’—6x+4.
a) Aratati ca 1 (x)=6(x—-D(x+1), xeR.

b) Aratati ca lim Lxl) =0.

x=> 1 x—

¢) Demonstrati cd 0< f(x) <8, Vxe[-11] ( Bac 2017-M tehnologic, august)

Indicatii si raspunsuri:

1. ) det(A(10))=11-20-21-10=10; b) A(a)—A(b):(a—b)G Zj

12 12
(A(a)—A(b))-(A(a)—A(b)):(a—b)(l 2]-@—1;)(1 2}:3(a—b)(A(a)—A(b)), Va,beR.

¢) det(A(a))=a=> det(A(2))+det(AQ3))+.....+det(A(n))=35<

n(n+1)

243+4+...+n+1-1=35= -1=35=n=8.

2.

b) A(a)- A(b) =(1,+ad)-(I,+bA) =1, +(a+b)A+abA’ =I,+(a+b—6ab)A = A(a+b—6ab)
¢) Din b) rezulta A(m)- A(n) = A(6—5mn) = A(m+n—6mn) = A(6—5mn) de unde
m+n+6mn=6—5mn=(m-D)(n-1)=-5= (m.n)€{(0:6),(4:0)}.

3.b)

A(a)~A(—a)+a2-12=£2+a g Mz_” : jw%(l Oj:(g‘“ 6 J{" 0]:
2 l+a 2 l-a 01 6 5_4> 0 &

= 86 =M ) M- X = A(0) X—M"-A(O)—l. -2 4 _ _% 1
o5 f SAEAs “ale AT )

4. ) det M(4)=1-2a"> = det M(1)=1-2-1=—1.
b) M(a)- M(b) =1, +(a+b)A+ab-2- M(0) = M(a+b)+2abM(0).

¢) X -M1)=M©O)= X = M(©0)- M) :[ ! _lj.

2 1
s.b) dedn-[*3 V[ U 20
. x A T S 1 3+x) 2 6) :
0 A(x)-A(x):lo-IZ:[(x‘3) 0 J:[lo 0]3

0 1+3-x7*) (0 10

(x=3)+1=10= (x—3)’ =9 = x € {0;6} .

13
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‘A=A

-J(c o e 5

3
-4
3a+2¢c 3b+2d 10 6 2
:a=6,b=2,c:—4,d=0. X = .
—4da-3¢c —4b-3d -4 0

6.b) A-A-A= {

¢) 4-X=1, +3A<:>(

0 2 2
7.b) C=A4-A+B-B= = = detC =0, deci C nu este imnversabila.
0 1 2 1 2 2

[1 IJ [1 2} (1 2} (1 OJ [1+x 2+yJ ( 3 2}
¢) A X=X-Bs . = . = = =
0 1){x y x y)\1 1 X y xX+y y

I+x=3=x=2; si 2+y=2=y=0.
-3 -6 3 6 0 0
8.b) 4-4+4= + - =0,
2 4 -2 -4 0 0

a b a+1 b
c) X= =X+, = = ad—-bc=ad+a+d+1-bc=>a+d+1=0care are
c d c d+1

o infinitate de solutii reale.

01 0)y(O 1O 010 010 020
9.b) 4-4-A4+A={0 1 0|0 1 O|+4=|0 1 O|+/0 1 0|=|0 2 0|=24.
1 3 1)1 11 1 51 1 11 2 6 2
x 1 0
¢) B(x)=A+x-I,=|0 x+1 0 |. B esteinversabild daca si numai dacd
1 1 x+1

determinantul lui B este diferit de 0.  det(B(x)) =x(x+1)’ =0= x e {-1;0}. Asadar, B

este inversabild < xe R—-{-1;0}.

4 4 11
10.b) 4-4= =4. —44.
12 12 3 3
a b 1 1 1 1\(a b
) A X=XA& . = . =
c d)\3 3 3 3)\c d
a+3b a+3b a+c b+d
c+3d c+3d 3a+3c 3b+3d

a b . . .
c=3b, d=a+2b=X = [3}) ij, a,b e R = ca exista o infinitate de matrice de forma
a+

lui X.
1-2x 0
11. b) det(4—2B(x;1)) = ‘ * ‘
-2y 0
x+2y -1 x+1 2x-2 1 1
¢) 4-B(x:y)=B(x;y)- A= Sx==, y=—.
x-=2y 3 y—1 2y+2 2 2

2 1 1
12.b) ZA_A.A:[ Oj( OM 0}12.
—4 2 -4 1 0 1

14
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x=2 vy x=2-1 y 0 0
c) A -1,=0,= = =>x=3,y=0,z=-3.
z+1 1 2x+4-z-1 2y+1-1 00
-1 -1 1 1 00
13.b) B-B+ 4= + = =0,;
1 0 -1 0 00
1 0 1 0 1 0 1 0 1 0
¢) A-B+B-A—(A+B)= o8 = + - _| & =
0 log, y 01 0 1 01 0 log, y

1 0 log, x 0
= =>x=2, y=3.
0 1 0 log, y

6 3) (2
14.b) A-A=xd= I e Y
6 3 2x X

31
©) det(A+12)+det(A—12)=det(a[2):‘2 5 + =ad*=2=a=+2.

11_a0
2.0 |0 a

4 =3) (1 0) (9 -6 3 2
15.b) 2B+1,=2- + = =3 =34..
3 1)101) |6 3 2 1

a (1 -1
c) (A—B+]2)-X:]2:>X:(A—B+]2) :( j

1 0

2-d? 0 (1 0 )
16. b) A(a)~A(—a)—( 0 2_a2]—(2—a )(0 1)—(2—61 )-1,.

o (0] . 0 1Y)(3 1) (1 1
C)A(l):1 > =X =A%) -A(z):1 SR L)

l+a+b —b-a

18. b) M(a)-M(b)z( sz(a+b), Ya,beR.
a+b l-a-b

)M X MQ=A=>X=MUD"-4-M2)" = (_1 ! 18) unde M(a)" = M(~1)care s-a

-17 28

obtinut din relatia M(a)- M(-1) = M(0).

19.b) A-A=4si
M(a)-M(b)=(1,+ad)-(I,+ab)=1,+ad+bA+abA-A=1,+(a+b+ab)A=M(a+b+ab).
¢) M)+ M©2)+M@3)+......+ M(2019) = 2019M (a) =

L+ A+, +24)+....(1, +20194) =20197, + (1 +2+....4+2019)4 = a =1010.

so (1516 511 O .
' )(2 6)(—2 1}_‘{0 1]:”'_ ’

6 5
| x+— Sx+-— 16 1
D) det(xA+—Bj: x Y=16x" +— +17249 < 16(x——)* 20, Vxe R*.
X 2 x X
2x—— 6x+—
X X
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ANALIZA MATEMATICA
1. a) f’(x):(Z\/)_c)l ((Inx-1)+24/x-(nx-1) =2~L-(lnx—1)+2\/¥-l=M.
2\/; X X

b) Formula ecuatiei tangentei in x, este y—y, = f/ (x)(x—x,).
1 2
= f(x)=f(5)=——=(-2).
Yo =1(x) f(e) N (-2)
! (l) =0= ecuatia tangentei este y=——.
e %
¢) f'(x)=0= \/;(ln x+)=0=>xe {0; l} . Conform monotoniei functiei se observa ca f (x)

e

. < 1y . . < 1 1 ..
este strict descrescdtoare pe [0;—} §1 strict crescatoare pe (—;oo) ,deci — este punct de minim
e e e

1 4 4
iar minimul functiei este — === f(x)2——F, Vxe(0;o).
¢ / (ej =7 " (0;00)
2.2) f(x)=(x" ~5x+2020) =5x* ~5=5(x* ~1)=5(>* 1) (x> +1) =5 (x 1) (x +1)(x* +1).
b) f"(x)= (Sx4 —5)1 =20x°(0, Vxe(—o0;0]. Deci f este concava pe (—:0].
¢) f(x)=2025=x"—5x—5=0ecuatia nu are solutii pe [~1;1] deoarece daca notam
gx)= x° —5x—5 atunci g(-1)-g(1) =—1-(=9) =9)0.
.3 2, 2
3.b) limf(x) X +2x +x-2 :lime 2x+1 _
x—1 x—1 x>l 1
¢) (d)- ecuatia tangentei: y—y, = f'(x)(x—x,);

2;

(8)- y=12x+2020 avand panta egald cu 12; Cum d|lg= f'(x)=m,. (¥).
Punctele de abcisa se obtin rezolvand ecuatia (¥),
6x>—6x=12= x* —x—2=0:>xe{—l;2} .
(6 +ax+4) - (x+1) = +dx+4)-(x+ 1)’ x(x+2)
(x+1)? (x+1)?*°
b) Ecuatia asimptotei oblice la infinit este y =mx+n unde
2
G BT S
x>0 X X0 (x + l)x
3x+4

4.2) (0=

n=lim[ f(x)—mx]=lim =3. Ecuatia asimptotei spre infinit este y=x+3.

w4

I 1
x(x+2) X2 +2x 2 «
¢) f"(x) :( il j :sz +2x+1j = (x+1)3>0, Vx) —1. Asadar, f(x) este convexa pe
(—l;oo).

5.a) f'(x) :(x5 +5x* +5x3)1 =5x" +20x* +15x% = 5x" (x> —4x+3) = 5x* (x = 3)(x —1).
b) y—y,=f (x)(x—x,), x,=1=y,=f(1)=1, f'(1)=0= y=1 este ecuatia tangentei.

16
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©) /' (x)<0, Vxe[0;3]= f(x) este descrescitoare pe [0;3]= f(3) < f(x)< f(0)=
27< o<
6.2) f'()=2(x—D' ¢ +2(x~D-(¢) =2xe".

b) llmf( )—11 2% =lime*-2=2;

x—0 X x—0 X x—0
¢) xe' 2e" —l<>xe" —e' +1>0. Notim f(x)=xe* —e" +1. f'(x)=xe">0,Vx>0=> feste
crescatoare pe [0;00) .Rezultd, Vx>0= f(x)> f(0)=0= f(x)>0.
7. a) functia f este continud in x, =1/ 1) =1,1)=f1)=2.

b) y=b, b:limf(x)zlimx—H:I:y:I.
X—>00 x

I
¢) fl(x)= (x+lj —%:{f”(x)z(—%j :%>O, Vx)l. Rezultd cd f”(x) este crescitoare
x x x

deoarece 1" (x))0.

8. a) fl(x):((x—l) J :(x +2x+1) .(x—2)—(x2 +2x+1)-(x=2) :(x—l)(x:3)'
x—=2 (X—2) ()C—2)

b) y—y, =1 ()x—x)=y—-4=0-(x-3)=> y=4.
—4x+3]12 2x—4
(

. ! este crescatoare pe (2;00).
"y o) S () pe (2;0)

2 2(x D(x+ 1)
X

) f1(x)= [;“

9.a) f(x)=(x’ —21nx) =2x

b) ff(x)=0=xe{-L1}. f(x)e descrescatoare pe (0;1) si crescitoare pe [1;00).

1 X 2 2 5
c) f(x)zf(l):>f(x)21:>1nx§—5+7. Pentru x-;:lngﬁ—ﬁ.
10.2) f,(x):{xz—lll:(x2_1)1(x2+12—(x22—1)(x2+1)1: 24x 5
X" +1 (x*+1) (x"+1D
b) llmf( x) = lim—— -1 =lim x+l =1.

=x—1 = (P +D(x=1) =1 x*+1
¢) f"(x))0 adica f este convexa pe intervalul cerut.

11. 2) f’(x):(x —1J _EV @@, 1
X

(x)? x

b) y=x; ¢) f”(x):(1+i2j :_—32<0, vx)0.
X X

I x) _
12.2) ' (x)= ( +Inx— SJ :i;+ 1:x24.

X X X

b) feste descrescatoare pe (0;4] si este crescitoare pe [4;00).

c) 11mf ()

xX—>00

=0 si lim f(x) = deci nu existd nici asimptota orizontala, nici oblica.
X—00

17
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we2xa3)  (F+203) (¥ +2002) (¥ + 204 3) (2% + 204 2)
x2+2x+2]

13. a) f’(x):( :
(x2+2x+2)

O 2(x+1)

(P +2x+2)

=1.=> y =1este ecuatia asimptotei la infinit.

X +2x+3 2x+2
b) lim /(x) =1lim =1lim
) x_]:oo() w0 x4 2x+2 ey +

¢) f este crescatoare pe (—o0;—1] si este descrescatoare pe [—1;).
lim f(x)=1, f(-1)=2, lim f(x)=1, f este continud si f(x)=1, pentru orice numar real x.

Imaginea lui f(x) este Im f = (1;2].

14.2) /()= (x—1) -Inx+(x—1)-(Inx) =lnx+ > =Inx+1-+.
x x

! _ x (X +5)—x-(x* +5) _ 5(1-x)(1+x7)

= b) ecuatia tangentei
(x° +5)° (x°+5)° ) s £

15.2) f'(x)=| -2
) f(x) (x(, N Sj
este y :éx. ¢) feste continud pe R, lim f(x)=0, f(-1) :—%, f)= é lim f(x)=0
Multimea valorilor functiei f este Im /' = [—éﬂ .
16.2) f'(x)=(x’ —3x+5)' =3x2—3=3(x>=1) =3(x—)(x+1).
b) /" (x)=6x>0, Vxe[0;0)= feste convexa pe [0;00).
¢) f este crescatoare pe (—o0;—1] si este descrescatoare pe [-1:1].
JOSf(ED=T=f(x)<T.

17.2) f'(x)=(x-2) e +(x=1-(e") =(x-De". b) lirp f(x)= =0.

—X

—e

¢) f este crescitoare pe [1;2] si este descrescatoare pe (—oo;l] .
—e<f()SfDHLf2)=0=—-e< f(x)<0.

18. b) Ecuatia tangentei este y=-3x+4; ¢) f(x)=f(2)=—1= f(x) =1, Vxe[0;x).

18
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STRUCTURI ALGEBRICE

I. Legi de compozitie
II. Grupuri

III. Inele si corpuri
IV. Inele de polinoame

I. Legi de compozitie

1. Legi de compozitie. Definitie

Notiunea de structuri algebrica se referd la o multime nevida
de numere, pe care se defineste una sau doud functii numite legi de
compozitie si care verifici o serie de proprietati numite axiomele
structurii.

Din cele mai vechi timpuri, matematicienii au iIncercat si
axiomatizeze geometria si aritmetica, sa dea pentru fiecare disciplind un
set riguros de reguli care s duca la constructia matematica bazata pe
logica si rationament deductiv al disciplinei.

Dupa contributiile matematicianului francez Evariste Galois (1811-1832 ) la
cercetarea teoriei grupurilor, si algebra a cunoscut o dezvoltare in determinarea unor
structuri abstracte, a cuaternionilor reali, a vectorilor, a matricelor, a algebrei Boole, etc.

Definitie

Fie M= & , (o multime nevida). O aplicatie ¢ definita pe produsul cartezian M x M
cuvalori inM, ¢@:MxM—M , (x,y) > ¢((x,y)) se numeste lege de compozitie

(internd) pe M.

Pentru fiecare pereche ordonata (x;y)din M x M existd un unic element ¢((x, y))din
M care se mai numeste compusul lui x cu y prin legea de compozitie ¢ .
Exemple de legi de compozitie:

a) x*y=xy—4x—4y+20,Vx,yeR b) xoy=4/x"+1°,Vx,yeR;
c) xAy:er—y,Vx,ye(—l;l).
xy+1
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Simbolurile "+", "o", "A"reprezintd operatiile prin care sunt definite legile de
compozitie adicd ¢((x,y))=x*y sau ¢((x,y))=xcy sau ¢((x,y))=xAy.

Alte simboluri folosite sunt: , 1, @, ®, O, sau notatia aditivd > + ¢’ si notatia
multiplicativa
L9

Cu ajutorul legilor de compozitie putem avea de facut o serie de calcule algebrice.

Exemplu 1: Pe R se definesc legile de mai sus : x* y,xoy,xAy. Sa se calculeze:
a) 2%3; b) 102; c) 4A2014;
Rezolvare: a) 2¥3=2-3-4.2-4.3+20=6-8-12+20=6;
b) lo2=v1>+2> =5
o) 4A2014 = 4+2014 _ 2016 .
4.2014+1 8057

De asemenea, putem avea de rezolvat ecuatii si inecuatii algebrice:

Exemplu 2:

Pe R se considera legea de compozitie x*y=xy—2x-2y+6, Vx,yeR.
a) Sa se rezolve iInR ecuatia x*4=10.
b) Sé se rezolve InR inecuatia x*x<3.
Rezolvare: a) Punand in legea de compozitie in loc de y pe 4, ecuatia datd x*4 =10
devine 4x—2x-8+6=10de unde rezulta ca 2x=12 adica x=0;
b) Punénd in legea de compozitie in loc de y pe x se obtine inecuatia x* —4x+6 <3sau
x* —4x+3<0.
Pentru a rezolva inecuatia de gradul doi, se asociaza ecuatia de gradul doi,
x* —4x+3=0careia i se determina solutiile: x, =1si x, =3. Prin urmare, functia de gradul
doi din stinga este negativa intre cele doua solutii (conform semnului unei functii de
gradul doi), adica , in cazul nostru solutia inecuatiei date este x €[1;3].

Observatie: Fie M o multime nevidd cu n elemente, n e N. Atunci, numadrul legilor de
compozitie ¢@: Mx M — M definite pe multimea M este egal cu n.

Exemplu: Daca M este o multime cu 3 elemente, atunci numarul legilor de compozitie
@: MxM — M ce se pot defini pe M este egal cu 3 =3,

Activitate independenti | Réspuns
Pe R se defineste legea de compozitie

x*y=2xy—6x—6y+21,Vx,yeR a)7;

a) Sa se calculeze: 1%2; )x=17;

b) Sii se arate ¢ii x*3=3,VxeR d) xe[2:4]

¢) Sé se rezolve in R ecuatia x*5=19; e)3;

d) Sa se rezolve in R inecuatia x*x<5;

e) Sa se calculeze 1%2%3%*...%2014%2015;

20




MATEMATICA PENTRU CLASA A XII- a

=4 Exercitii rezolvate

1. Pe R se defineste legea xoy=xy—3x-3y+12,¥Vx,yeR. Se cere:
a) Sa se calculeze 2014-3;

b) Sa se rezolve in R ecuatia xo4=5.

c) Sé se rezolve in R inecuatia xo5<5.

Rezolvare:

a) 201403 = 204473 — 3.20T4 —3-3+12=-9+12=3;
b) xed=5&x-4-3.x-3-4+12=5=4x—3x AT+ =5=x=5.
€) xo5<5&5x—3x—-3-5+12<5=>2x<8=>x<4. xe(-o4].

2. Pe R se defineste legea de compozitie x*y=—xy+5x+5y—20, Vx,yeR.

a) Sa se calculeze: x*4; 3x%5; 2*3%4%5;

b) Si se rezolve in R ecuatia x*10=10;

¢) Sé se rezolve in R inecuatia x*6>4;

Rezolvare:

a) x*4=—4x+5x+5-4-20=x; 3%5=-15+5-3+5-5-20= A5 + }5 +25-20=5;
24%3=—6+5-2+5-3-20=—6+10+15-20=25-26=—1;

2#3%4=(-1)*4=-1 conform exercitiului de sus, 2#*3*4%5=(-1)*5=5, conform
calculului de mai sus;

Altfel, legea se poate scrie de forma x*y=—(x—5)(y—5)+5si se pot face calculele dupa
aceasta.

b) x*10=10<-10x+5x+5-10-20=10=—-10x+5x=10-30 =

—10x+5x=10-30= S5x=-20=>x=4.

C) x#624 5 ~(x—=5)(6-5)+524=~(x-5) 21| :(-) = x-5<1=x<6.

3. Pe R se defineste legea x*y=3xy—6x—6y+14,Vx,y cR. Se cere:

a) Sa se calculeze: 1+2;

b) Sa se arate ci2*x=2, VxR ;

¢) Sa se calculeze E=1%2%3%....%x2014;

Rezolvare:

a) 1¥2=3-12-6-1-6-2+14=6-6-12+14=2;

b) 2%x=3-2-x-6-2—6-x+14= 65 12— 65 +14=2,VxeR ;

¢) Intrucat numérul 2 compus cu orice numdr real x dupi legea de compozitie din enunt
va da tot 2 si calculand de la stdnga la dreapta pentru fiecare numar se obtine
E=1%2%3%_..%2014=2.

Observatie: Se poate demonstra prin inductie matematica ca 1*2#3*....xn =2 ,pentru
orice numar natural n.

4. Pe R se defineste legea xoy=—xy—2x-2y-2,Vx,y<R. Se cere:
a) Sa se calculeze: 10203
b) Sa se arate cd xoy=—(x+2)(y+2)+2,Vx,yeR
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¢) Si se rezolve in R ecuatia xox=-14.
Rezolvare:
a) 102=-1-2-2:1-2:2-2=-10, 10203=(=10)s3=—(—10)-3—2-(-10)—2-3-2=42;
b) Cum —(x+2)(y+2)+2=—(xy+2x+2y+4)+2=—xy—2x—2y—2, rezulta ca
xXoy=—(x+2)(y+2)+2,Vx,y R
¢) Folosind punctul b) rezulta
xox=—ldo—-(x+2)+2=-14=(x+2)°=16= x+2=+J16 = xe {—6;2}.
5. Pe (5;0)se defineste legea de compozitie x*y=xy—5x—5y+30, Vx,ycR. Se cere:
a) Sa se arate cd x*y=(x—5)(y—5)+5, Vx,ye(5;0)
b) Sia se demonstreze ca x*x*...*x=(x—5)"+5, VneN ;
nde x

c) Sd se rezolve in R ecuatia log, x*log, x*....... xlog,x=53

2014 termeni
Rezolvare:
a) (x—5)(y-5+5=xy—-5x—5y+25+5=xp—-5x—-5y+30=x*y;
b) Se demonstreaza prin inductie matematica.
Din punctul a) se observd cd x#*x=(x—5)"+5, VxeR. Presupunem ca

P(n): x#x*........ *x=(x—5)"+5, xeR,neN este adevarata si demonstram ca
(S ——
n termeni
P(n+1): x*x*.... *xy=(x—5)"+5, xeR,neN este adevirati.
(S —

n+1 termeni

X*X% ... *x—[x*x* ........ *xJ*xz[Z”l(x—l)"-i-l]*x:[(x—S)”+5—5](x—5)=
n+l termeni

=(x=5""+5.

Rezulta ca P(n) este adevarata, VneN.

¢) Din punctul b) rezulta calog, x *log, x *........ *log, x =5 < (logg x —5)""

+5=5=

2014 termeni

(logs x—5)""* =0=log,x=5=x=5".

6. Pe R se defineste legea x*y=2xy—2x—-2y+3,Vx,ycR. Se cere:
a) Sa sd arate ¢ x*x=2(x—1)"+1, VxeR. ;
b) Si se rezolve ecuatia x*x*x=4-2014’+1, xeR.
¢) Sa se arate ¢ x*x*...... xx=2""(x=1)"+1, xeR,neN, neN.
n termeni
Rezolvare:
a) Se scrie legea xoy=2xy—2x—2y+3,Vx,y e R sub forma x*y=2(x—1)(y—1)+1si
atunci devine evident ci x#*x=2(x—1)>+1, VxeR.
b) Din punctul a) si dupd legea x*y=2(x—1)(y—1)+1se obtine ca
x#x%x=2%-(x—1)’ +1. Atunci, ecuatia dati este echivalenti cu
2% .(x—1’+1=4 2014’ +1 de unde rezulti ci x = 2015 ;
¢) Se demonstreaza prin inductie matematica.
Din punctul a) se observa c¢d x*x=2(x—1)>+1, VxeR. Presupunem ci
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P(n): x#x*.... xx=2""(x=1)"+1, xeR,neN este adevirati si demonstrim ci
(R ——
n termeni
P(n+1): x#x*.... #x=2"(x—1)""+1, xeR,ne N este adevirati.
[ —

n+l termeni

XEXH .o *x=[x*x*........*x}«x:[2""(x—1)" +1]*x: 2[2”'1(x—1)" +1—1](x—1):

n+l termeni n termeni

=2"(x—1)"" +1.
Rezulta ca P(n) este adevarata, VneN.

7*. Pe R se defineste legea de compozitie x*y=In(e" +¢") Vx,yeR.
a) Sa se calculeze 0+1;

b) Si se rezolve ecuatia (x*x)*x=0;

¢) Sa se calculeze £=1%2%3%....%2014.

Rezolvare: a) 0#1=In(e’ +¢")=In(1+e) ;

b)(x*x)*x:O©1n3ex2033exzlzexzézx:ln%:lnfl =-In3;

¢) 1x2=In(e' +¢*); (1#2)*3=In(e' +e*)*3=In(e"“*" +¢*) =In(e' +¢* +¢*) ; Din aproape in

aproape se obtine E=1%2%3%... %2014=In(e' +&’ +¢&’ +...+e™").

Observatie: Se poate demonstra prin inductie matematica ca
1#2%3%... . *n=In(e' + €’ +...+¢"), VneN ,pentru orice numir natural n.

8*. Pe (4;0)se defineste legea de compozitie x*y=xy—4x—4y+20, Vx,yeR. Se
cere:
a) Sa se calculeze 3+4;
b) Sa se demonstreze ca x*x*...xx=(x—4)"+4, neNj;
pRE R

c¢) Sé se rezolve in R, ecuatia log, x*log, x*........ *log,x=5,

2014 termeni
Rezolvare: a) 3%4 =3-4-4.3-4.4+20=17 — 17 -16+20=4;
b) Se demonstreaza prin inductie matematica.
Se observa ¢d x#*x=(x—4)’+4, VxeR; Presupunem ca P(n): x*x*...%x=(x—4)" +4este
—_
n termeni

+4este adevarata.

n+l

adevarata si demonstram ca P(n+1): x*x*..xx*x=(x—4)
%—/

n+1 termeni

x*x*....*x*x=[x*x*....*x]*x:((x—4)" +4—4)(x—4)+4:(x—4)"(x—4)+4:(x—4)'”l +4

n+l termeni n termeni

Rezulta ca P(n) este adevarata, VneN.
¢) Conform punctului b) rezulta ca ecuatia data este echivalenta cu

(logzx—4)20'4 +4=5= log,x—4=1sau log, x—4=-1= xe{8;32}.
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Exercitii propuse |+ =\|

1. Pe R se defineste legea x*y=3xy—6x—6y+14,Vx,y eR. Se cere:

a) Sa se calculeze: 3%4; b) Sa se rezolve ecuatia
x*x5=11;

c) Sa se calculeze E=1%2%3%....%2014%2015.

2. Pe R se defineste legea x*y=—-xy+3x+3y—6 Vx,yeR. Se cere:

a) Sd se arate ca x*y=—(x-3)(y—3)+3, Vx,yeR;

b) Sa se rezolve ecuatia x*2%x=2, xe(0;0);

¢) Sa se rezolve in R ecuatia 3" *log, x =3.

3. Pe R se defineste legea xoy=xy—4x—4y+20,Vx,y R Se cere:

a) Sa se calculeze 305; b) Sé se rezolve in R ecuatia xo5=9;
c¢) Sa se rezolve in R inecuatia x°3<6;

4.Pe R se defineste legea x*y=x+y-10 Vx,yeR

a) Sa se calculeze 10+#10#10%10*10; b) Sa se rezolve in R ecuatia x” *x =80
¢) Sa se determine numarul de solutii ale ecuatiei 2* 3" *4* =—17.

5.Pe R se defineste legea xoy=x+y—1Vx,yeR

a) Sa se determine numarul de solutii ale ecuatiei 203" 04" =1.

b) Sa se rezolve ecuatia C,"oC'oCo.....oC  =8n+72 .

¢) Sa se determine solutia ecuatiei log, xolog, xo....olog,,s x =—2013.

6. Pe R se defineste legea xoy=x+y—1Vx,yeR

a) Sa se rezolve inecuatia x> ox(5;

b) Sa se determine cel mai mic numar natural n pentru care 102030....0n>46;

c) Sa se calculeze202020....02.
2015 de 2

7.Pe R se defineste legea xoy=x+y+2 Vx,yeR

a) Sa se determine solutia ecuatiei 2'03"04" =13.

b) Sa se rezolve ecuatia C,"oC,'oC o.....0oC," =2n+256.

¢) Sa se determine solutia ecuatiei : log, xolog, xo....clog,,s x = 4026

8. Pe R se defineste legea xoy=x+y+2 Vx,yeR

a) Si se rezolve inecuatia x’ox(4.

b) Sa se determine cel mai mic numar natural n pentru care 1o2o...on) 70;

¢) Sa se calculeze303030....03.
—_—
2015 de 3

9.Pe R se defineste legea x*y=x+y—-10 Vx,yeR

a) Sd se rezolve ecuatia log, x*log, x*....¥10g,, s x =—20130;

b) Si se rezolve inecuatia x* *x(—4 ;

¢) Sa se determine cel mai mic numar natural n pentru care 1o2o0...0m) 20;
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2. Parte stabila

Definitie:

Fie M= @ ,(o multime nevida) pe care este data o lege de compozitie ¢ . O
submultime H a lui M cu proprietatea Vx,ye H = ¢((x,y))€ H se numeste parte

stabili a lui M in raport cu legea de compozitie ¢. (Se mai spune ca legea ¢ este
corect definita)

Exemplu 1:
Pe R se defineste legea x*y=xy—4x—4y+20,Vx,yeR. Sa se arate ca
submulfimea H =(4;00) este parte stabildalui R.
Rezolvare: Trebuie sa ardtim ca Vx,ye H = x*ye H
Fie x,y e H=(4;0) = x)4, y)d=x-4)0, y—4)0.
Cum x*y=xy—4x-4y+20=(x—4)(y—4)+4|=x* )4 xxyeH.
—

Exemplu 2:

Se considera multimea H = {A(x) = (3;) goj|x € R} c M,(R). Sa se arate ca H este

parte stabild a lui M, (R)in raport cu inmultirea matricelor.
Rezolvare: Trebuie sa aratam ca VA(x), B(y)e H = A(x)-B(y)e H .

Fie 4= *lemsiao=|" °|eH. Aunci,
0 9 0 9

3 0)(3 0) (3 0) (3 o
A(x)-B(y) = . = = eH, meR.
)-50) [o 9-*)[0 9>’J {0 9-*‘“} [o 9'"}

Activitate independenta | Raspuns
Pe R se defineste legea de compozitie x*y=2xy—6x-6y+m,Vx,ycR

Sé se determine m <R astfel incat multimea [3;) s fie parte m=21

stabila a lui R in raport cu legea de compozitie x+* y.

£ Exercitii rezolvate

1. Pe Rse defineste legea x*y=3xy—6x—6y+14,Vx,ycR Sa se arate ca
submultimea H =(2;x) este parte stabila a lui R ;
Rezolvare: H =(2;o0) este parte stabila a lui R< Vx,ye H =>x*yeH . Fie
x,yeH=x)2,)2=x-2)0,y—2)0 sicum x*y=3(x-2)(y—2)+2,Vx,y R rezulta
Nl

)0

evident cd x*))2=>x*yeH.
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2. Pe Rse defineste legea xoy=2¢x-2v-2y+3,Vy,yecR  Sid se arate ci
Vx,ye(l;o0)=>xoye(l;»);
Rezolvare: Fie x,ye(l;00) = x)1, y)l=>x-10, y—1)0.
Cum xoy=2xy-2x—-2y+3=2(x-D(y—-D+1=xo )l < x0ye(l;o0);
N

)0

. b « « .
3. Fie H :{A A :(g je M,(R),a,be R} . Sa se arate cad pentru orice
a
A BeH=>A-BeH.
. b d .
Rezolvare: Fie A= (a ] eH, B= (c } eH. Atunci,
0 a 0 ¢
a b)(c d ac ad+bc
A-B= . = eH
0 a)\0 ¢ 0 ac
1 Ina O
4. Se considerd multimea # =<4(a)=/0 1 0 |lacR}.Si se arate ci multimea
0 0 a

H este parte stabili in raport cu inmultirea matricelor.
Rezolvare:  Trebuie ardtat ca pentru orice 4,Be H= A-BeH.

1 Ina O 1 Inb O
Fie Al@)=|0 1 0 si B(b)={0 1 0}, atunci
0 0 a 0O 0 b

1 Ina 0)(1 Inb O 1 Inab O
A(a)-B(b)={0 1 010 1 O|=/0 1 0 |eH
0 0 a)\0O O b 0 0 ab

1_
5. Se considera multimea H = {A(x) :[ * : * )|x e R} = M,(R). Sa se arate ca H
X —X

este parte stabili a lui A, (R)in raport cu inmultirea matricelor.
Rezolvare: Rezolvare: Trebuie sd ardtim cd VA(a), A(b) e H= A(a)- A(b)eH.
1-a

Fie A(a)z( “ jeHgi A(b):[l_b b jeH. Atunci,
a l-a b 1-b

(1—51 a j(l—b b j [l—m m ]

A(a)- A(b) = . = e H, unde

a l-a b 1-b m l1-m

m=a+b—-2abeR

6*. Pentru ce valori ale parametrului real “a”, intervalul [1,») este o parte
stabilid a lui R in raport cu legea de compozitie: x*y=3xy-3x-3y+a, Vx,yeR.
Rezolvare: Fie x,ye[liw)=x>1, y21=x-120, y—120= (x—1)(y—1)=0.

Cum x#*y=3xy—3x-3y+a=3(x—1)(y—1)—3+arezultd ca intervalul [1,) este o parte
stabild a Iui R 1n raport cu legea de compozitie: x*y=3xy-3x-3y+a, Vx,yeR
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daca si numai dacid x*y>1<3(x-D)(y-1)-3+a>1<-3+a>1=>a>4. Asadar,
>0
trebuie ca ae[4;x).

7**. Fie H=(-2;2)si legea de compozitie definitd pe H, x+y= x+x3; , Vx,yeH.

1+~
4

Sa se arate ca legea de compozitie este corect definita.
Rezolvare: Fie x,y e (-2:2) & |x[(2, [y|2=|v|[(4 < @(1 = —1<%<1|+1 = om%(z

(x+2)(y+2))0
(x=2)2-y)0°

Trebuie ardtat ca x*y= X+XJ; e(—2;2)<:>—2—%<x+y<2+% <:>{
1+

ce este adevarat.
8**., Pe R, se defineste legea de compozitie x+*y=Ilog, x+log, y, Vx,yeR,

ae(l;0). Si se determine valorile lui a pentru care multimea [a:)este parte

stabila in raport cu operatia *.
Rezolvare: [a;0)este parte stabilda in raport cu operatia * daca si numai daca

Vx,ye[a;oo):x*ye[a;w)@logaxyZanyZG".

Fie x,ye[a;x)=>x>a,y>a=xy>a’. Din a’>a"=a<2.

Exercitii propuse |+ =\|

1. Fie H =(-1;0)si legea de compozitie pe R, x*y=xy+x+y, Vx,yeR .
Sa se arate ca H este parte stabila a lui R in raport cu legea de compozitie x*y .

2. Fie M={A

1 .
A= (0 Tj eM,(Z),ae Z} . Sd se arate ca pentru orice

A BeM—=>A-BeM.

3. Pe R se defineste legea de compozitie x*y=5xy—20(x+y)+84, Vx,ycR. Si se
arate ca

[4;00) e parte stabile a lui R 1n raport cu legea x*y.

4. Sa se arate cd mulfimea M ={-1;1;—i;i}este parte stabild a multimii numerelor
complexe C in raport cu operatia de inmultire de pe C;

5. Pe R se defineste legea de compozitie x*y=xy+4x+4y+12, Vx,yeR. Sa se arate
ca

(—4;0) e parte stabild a lui R 1n raport cu legea x*y.

6. Pe R se defineste legea de compozitie x*y=xy—x—y—2, Vx,yR. Sa se arate ca
Vx,ye(l;o0)=>x*ye(l;0) .

7. Pe R se defineste legea de compozitie x*y=+/x*+y’ -4, x,y e[2;0). Sa se arate cd
[2;0) e parte stabild a lui R in raport cu legea x*y .
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8. Fie multimea Z[N2]= {x‘x —a+b\2.a.be Z} . Sa se arate ca
Vx,y € Z[\/E] =x+ye Z[\/E], x-ye Z[\/E] ;

9. Fie multimea de matrice M:{A

a O o <
A:( bjeMz(R),a,b,ceR}. Sa se arate ca
C
VA,BeM = A-Be M,

10. Sa se arate cad multimea M :{A

a b s

A= 5 e M,(R),a,beR,a" +b" =1;este parte
— a

stabild a lui M, (R)in raport cu inmultirea matricelor.

11. Sa se arate ca multimea M :{A

a 2b . .
A= 5 € M,(7),a,b € Z ; este parte stabild a lui
a

M, (Z)in raport cu inmultirea matricelor.
12. Sa se arate ca multimea M =(—o0;4)este parte stabild a lui R in raport cu legea
_ xy-16
_x+y—8'
13. Sa se arate cd multimea M =(3;0)este parte stabild a lui R in raport cu legea
xy -9
x+y—6
14. Pentru ce valori ale parametrului real “a”, intervalul (2, ) este o parte stabila a lui
R 1in raport cu legea de compozitie: xoy=xy—2x—2y+a, Vx,yeR.
15. Pentru ce valori ale parametrului real “a”, intervalul [3,%) este o parte stabila a lui
R in raport cu legea de compozitie: x*y=2xy—6x—6y+a, Vx,yeR.

xX*y

x*y:

1 0 0
16. Se considerd multimea H =< 4(x)=|0 1 0 |x eZ . Sa se arate ca
x 0 1
A(x)- A(y) € H pentru orice A(x), A(y)eH .
. . 1+2
17. Se considerd multimea H = {A(x) :( 5 * : * j|x IS R}. Sa se arate ca
—4X —X

A(x)- A(y) € H pentru orice A(x), A(y)e H .

x+4y y

18. Se considera multimea H = {A =[ ]|x ye R} . Sa se arate ca

-x x-4y
A-Be H pentru orice 4, Be H .
1 0 X

S . 1 < .
19. Se considera multimea H =4 A(x)=| —x 1 —5% |reR}. Sase arate ca H este

0 0 1

parte stabild a multimii matricelor de ordinul trei in raport cu Inmultirea matricelor .
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3. Asociativitatea si comutativitatea
unei legi de compozitie

Proprietatile de asociativitate si comutativitate au mai fost studiate pana in
prezent pentru multimele de numere intregi, rationale, reale sau complexe respectiv
pentru functii . De exemplu, pe R se stie ca adunarea si inmultirea numerelor reale
este atdt asociativa cat si comutativa:

(x+y)+z=x+(y+z), Vx,y,zeR, Ex. (2+3)+5=2+(3+5)
(x-y)-z:x-(y-z), Vx,y,zeR, Ex. (2~3)-5:2~(3~5)
x+y=y+x,Vx,yeR, Ex. 243 =3+2
x-y=y-x, Vx,yeR. Ex. 2.3=3.2
Definitie:

O lege de compozitie MxXM—M , (X,y) — x*y se numeste asociativa pe M daca
(x*y)*z=x*(y*z), Vx,y,ze M

Exemplu 1: Sa se arate ca legea de compozifie x*y=xy—4x—4y+20este asociativa
pe R.

Rezolvare: Trebuie sa demonstram relagia (x*y)*z=x*(y*z),Vx,y,zeR.

(x*p) ez =(xy—dx—4y+20)%z = (xy —4x—4y+20)- 2 — 4(xy—dx -4y +20) -4z +20 =

=xyz —4xz—4yz+20z-4xy+16x+16y—80—-4z+20; (1)
xk(y*z)=x*%(z—4y—4z+20)=x(yz—4y—4z+20)-4x—-4(yz—4y—-4z+20)+20=
=xyz —4xy—4xz+20x—4x—4yz+16y+16z—-80+20; (2)

Din (1) si (2) se observa céd cele doud expresii sunt egale, rezultd asociativitatea
legii de compozitie.

Definitie:

O lege de compozitie MxM—M , (x,y) — x*y se numeste comutativa pe M daca
X*y=y*X, Vx,yeM.

Exemplu 2: Si se arate ca legea de compozitie x*y=xy—4x—4y+20este
comutativa pe R.
Rezolvare: Trebuie sa demonstram ca x*y=y#*x, Vx,yeR.

Din x#*y=xy—4x—4y+20=)x—4y—4x+20=y*x = comutativitatea legii;

Activitate independenta \ Raspuns
Pe R se defineste legea de compozitie
xoy=xy—6x—6y+42, Vx,yeR. Se cere: c) A=6

a) Sa se arate cd xoy=(x—6)(y—6)+6, Vx,yeR;
b) Sa se arate ca legea este asociativa si comutativa;

¢) Si se calculeze A=+10+20+30/40........ 0+/49 04/50.
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E/ Exercitii rezolvate

1. Pe R se defineste legea de compozitie x*y=xy—7x-7y+56, Vx,ycR. Sa se
arate ci legea este asociativa si comutativa.

Rezolvare:

Ca legea sa fie asociativda  trebuie sd  demonstram  relatia
(x*y)xz=x%(y*z),Vx,y,zeR

(x*y)*z =(xy—=Tx=Ty+56)*z=(xy—Tx—=Ty+56)-z—T(xy—Tx—Ty+56)—-7z+56 =

=xyz—Txz~Tyz+562~Txy +49x+49y -392 -7z +56. (D).
x¥(y*z)=x*%(z—=Ty—=T7z+56)=x-(yz=Ty=Tz+56)=Tx—=T(yz—Ty—Tz+56)+56 =
=xyz—=Txy—Txz+56x~Tx~Tyz+49y +492-392+56. ).

Din (1) si (2) se observa ca cele doua expresii sunt egale, rezulta asociativitatea
legii de compozitie.
Pentru comutativitate: Evident, x*y=xy—7x—7y+56=yx—7y—7x+56, Vx,yeR.

2. Pe R se defineste legea xoy=2xy—2x-2y+3,Vx,ycR Se cere:

a) Sa se arate cd xoy=yox, Vx,yeR;

b) Si se arate ¢ (xoy)oz=xo(yoz), Vx,y,zeR;

Rezolvare: a) xoy=2xy—2x-2y+3=2yx—2y-2x+3=yox, Vx,yeR;

b) (xoy)ozz(2xy—2x—2y+3)oz=2(2xy—2x—2y+3)~z—2(2xy—2x—2y+3)—22+3=
=4xyz —4xz—4yz+6z—4xy+4x+4y—-6—-2z+3 (D)
xo(yoz)zxo(Zyz—Zy—22+3)=2x(2yz—2y—22+3)—2x—2(2yz—2y—22+3)+3:
=dxyz—4xy—4xz+6x—2x—4yz+4y+4z—6+3 2)

Din (1) si (2) rezulta ca legea este asociativa.

3. Pe R se defineste legea de compozitie x*y=xy+mx+5y+10, Vx,y <R Sa se
determine m <R astfel incat legea "x*y"sa fie comutativa.

Rezolvare:
Legea "x*y"este comutativa <> x*y=y#*x, Vx,yeR. In cazul nostru rezulta

xy+mx+5y+10=yx+my+5x+10=(m—-5)x+(5-m)y=0=>m=5.

4. Pe R se defineste legea de compozitie xoy=-xy—x—y-2, Vx,ycR.Se cere:
a) Sa se arate cd xoy=—(x+D(y+1)-1, Vx,yeR;

b) Sa se arate ca legea e asociativa pe R ;

c¢) Sa se rezolve inR ecuatia: xo(x+1)o(x—1)=-1.

Rezolvare: a) ~(x+D)(y+1)—1=—(xy+x+y+1)—l=—xy—x—y—2=x0y.

b) Se aratd cd (xoy)oz=xo(yoz), Vx,y,zeR.
(xoy)oz=(-xy—x—y-2)ez=—(-xp—x—-y—2)-z—(—xp—x—y—-2)—z—-2=

30



MATEMATICA PENTRU CLASA A XII- a

:xyz+xz+yz+2_z+xy+x+y+Z—g—Z; (1)
xo(yoz)zxo(—yz—y—z—Z):—x(—yz—y—z—2)—x—(—yz—y—z—2)—2:
=xz+xy+xz+2x—x+yz+y+z+Z-7Z; (2)

Din (1) = (2) rezulta ca legea este asociativa;

) xo(xr+ho(x-D ==l [-(x+Dx+2-D]o(x-D=-1e —(-x*-3x-2)-x-1=-1=
x(X* +3x+2)=0= xe{—2;—l;0}.

5. Pe R se defineste legea de compozitie x*y=xy—5x—5y+30, Vx,yeR. Se cere:
a) Sa se arate ca legea este asociativa si comutativa pe R;

b) Si se rezolve inR ecuatia 3/x*+/x =5;

¢) Si se arate ca exista g, « Q—Zastfel incat a+beN.

Rezolvare:

a) Se aplicd proprietitile; b) Yx*/x=5< Rlx-5)-(Jx-5)=0=xe{25125}; ¢)

a*b=(a-5)(b-5)+5eNdacd, de exemplu, a—5:§,b—5=%, rezulta a:%,bzg

6*. Pe R se defineste legea de compozitie x+*y=xy+ax+by, Vx,yeR.

Sa se determine a si b astfel ca legea sa fie asociativa si comutativa.

Rezolvare: Din conditia de asociativitate a legii, (x*y)*z=x*(y*z), Vx,y,zeR se
obtine a=b, a’=a, b>’=bsi din conditia de comutativitate a legii,
x*y=y*x, Vx,yeRse obtine a=b.

Se obtin situatiile cand a=b=0 rezultd x*y=xysi cand a=b=1 rezulta
X*¥y=xy+x+y.

Exercitii propuse 1;12\

1. Sa se studieze asociativitatea si comutativitatea urmatoarelor legi de compozitie
pe multimile indicate:

a) xxy=xy—x—y+2, Vx,yeR; b) x*y=xy+2x+2y+2, Vx,yeR;
€) x*y=xy—2x—2y+6, Vx,yeR; d) x*y=2xy+3x+3y+3, Vx,yeR;
€) x*y=xy+5x+5y+20, Vx,yeR f) xxy=x’+)*, Vx,yeR;

g) x*y=3x’+)’, Vx,yeR;

2. Fie multimea M :{A A:(x 3x]eM2(Q),x, yeQ}. Sa se arate ca inmultirea si
y oy

adunarea matricelor din M este asociativa si comutativa.
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3. Fie multimea M :{A

(x 2y A o IR . .
A= e M,(Q),x*+3”#0}. Sa se arate ca inmultirea si
y X

adunarea matricelor din M este asociativa si comutativa.

4. Pe R se defineste legea de compozitie x*y=2xy+ax+8y+16, Vx,yeR . Sa se
determinea R astfel incat aceasta lege sa fie comutativa. .

5. Pe R se defineste legea de compozitie x*y=xy+2x+ay+2, Vx,yeR . Sa se
determinea R astfel incat aceasta lege sa fie comutativa. .

6*. Pe R se defineste legea de compozitie x*y=xy+2ax+y, Vx,yeR . Sa se
determinea R astfel incat aceasta lege sa fie asociativa.

7*%. Pe R se defineste legea de compozifie x*y=ax+by—-2, Vx,yeR. S@ se
determinea,b e R astfel incat legea x*y sa fie asociativa si comutativa.
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4. Elementul neutru.
Elemente simetrizabile ale unei legi de compozitie

Definitie

Un element e € M se numeste element neutru pentru o lege de compozitie
MxM—M,
(x,y) = x*y,daca x*e=exX, Vxe M. (edaca existd este unic).

Exemplu 1: Si se determine elementul neutru al legii de compozitie
xky=xy—4x—4y+20,Vx,yeR.

Rezolvare: Trebuie sd aratim ca existd e € R astfel incit x*e =e*X, VxeR. Cum
legea este comutativa este suficient sa scriem doar relatia x+*e=x De aici se obtine:
5(x—4)

xX—

xe—4x—4e+20=x=e(x—4)=5x-20=e= =e=5 VxeR .

Definitie

Fie M =0 o multime inzestrata cu o lege de compozitie MxM—M, (x,y) — x*Yy,
asociativa si care admite element neutru, e. Un element x e M se numeste
simetrizabil in raport cu legea de compozitie , dacad exista X’ e M a.l. X*X* =X’ *X=
e VxeM.

Observatia 1. X’ se numeste simetricul lui x si este unic.
Observatia 2. (x*y)’ =y’ *x’.
Observatia 3. (x’)’ = x.

Exemplu 2. Sa se determine elementele simetrizabile ale legii
x*y=xy—4x—4y+20, Vx,yeR.

Rezolvare: Cum legea este comutativa, este suficient sa scriem doar relatia

Ix'eR ai x*x'=e, VxeR. Elementul neutru este e =5; De aici rezulta
xx'—4x—4x'+20=5=x'(x-4) =4x-15= x':% eR, VxeR\{4}.

Exemplu 3. Pe R se defineste legea x*y=3xy—6x—6y+14,Vx,y e R. Se cere:

Sa se determine elementul neutru si elementele simetrizabile ale legii;
Rezolvare:

Trebuie sd ardtdm ca exista e € R astfel Incat x*e =e*Xx, vxeR. Cum legea este
comutativd este suficient sa scriem doar relatia x*e=x De aici se obtine:

3xe—6x—6e+14d=x=e(Bx—-6)=Tx—-14d=¢e= 1x=2) =e= Z, VxelR .
3(x—2) 3
Elemente simetrizabile: 3x'eR a.i x*x'=e,Vxe R—{e}. De aici rezulta
3xx'—6x—6x'+14:%:> x'Ox—18)=18+18x= x'= 2+22x eR, vxeR-{2}.
Y
Activitate Raspuns
independenti
Pe R se defineste legea de compozitie | a) e=7;
xoy=xy—6x—6y+42, ¥x,yeR. Se cere:
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a) Sa se determine elementul neutru al legii de compozitie; b) x'= Tx-35,
b) Sa se determine elementele simetrizabile ale legii de compozitie; x=7"
¢) Sa se determine simetricul lui 8; ¢) 8'=21.

==/ Exercitii rezolvate

1. Pe R se defineste legea xo y=2xy—-2x—2y+3,Vx,ycR Se cere:

a) Si se arate ca existd ecRastfel iIncit xoe=cox=x, VxeR;

b) Sa se determine elementele simetrizabile ale legii;

¢) Sa se calculeze valoarea expresiei (—2012)c(—2011)c....o(—1)c0clo......0201102012.
Rezolvare:

a) Cum legea este comutativa este suficient sd scriem xoe=x, VxeR. De aici
rezulta

2xe—2x—2e+3:x:>e(2x—2):3x_3:>e:%;

b) Din xox'zé = 2xx'—2x—-2x'+3= gzx'z ﬂ, Vx e R—{l} ;
2 2 4x—-4
¢) Cum lox=1, Vxe R=>valoarea expresiei este egala cu 1 deoarece 1 se gaseste
printre termenii compunerilor si legea este asociativa.
2. Pe R se defineste legea xoy=x+y+a, Vx,yeR Se cere:
a) Si se determine « R astfel incat elementul e= 5 sé fie elementul neutru al legii;
b) Pentru a = -5 si se determine elementele simetrizabile;
c¢) Pentru a = 2, stiind cé legea este asociativa , sd se rezolve in R ecuatia
XoXoXxo...ox=-2.
2014 de x
Rezolvare:
a) Cum legea este evident comutativa si din formula xoe=eox=x, VxeR, rezultd
xoe=x, VxeR= xo5=x=x+5+a=x=a=-5.
b) xox'=e, VxeR=>x+x-5=5=x'=10—x.
c) Pentru a =2 rezultd xoy=x+y+2, Vx,yeR. Atunci, xoxoxo...ox=-2<
2014 de x
2014x+2013-2="2=x=-2.
3. Pe R-{1} se defineste legea xoy=2xy—2x—2y+m, Vx,yeR. Se cere:

a) Si se determine m < R astfel incit legea si fie asociativa pe R—{1} ;

b) Pentru m = 3 si se determine elementul neutru al legii;

¢) Pentru m = 3 sa se determine simetricul elementului 3;

Rezolvare:

a) Legea xoy este asociativa pe R daca si numai daca

(xoy)oz ZXO(_)/OZ), Vx,y,z S R
(xoy)oz:(2xy—2x—2y+m)oz:2(2xy—2x—2y+m)-z—2(2xy—2x—2y+m)—22+m:
=dxyz —4xz—4yz+2mz —4dxy+4x+4y—-2m—2z+m. (1).
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xo(yoz)=xo(2yx—2y—2z+m):2x(2yx—2y—22+m)—x—2(2yx—2y—22+m)+m:
=dxyz —4dxy —4dxz =2xm—-2x—4yz +4y+4z—-2m+m. (2).

Din (1) = (2) rezultd 2m-2=4 adicd m = 3.

b) Pentru m = 3 rezultd xoy=2xy—2x—2y+3, Vx,yeR, atunci, din xce=x,Vxe R=

2x-e—2x—2e+3=x=>e(Rx-2)=2x+x-3= e-2(x—1)=3(x—1)|: x-D)= e:%.

= simetricul lui 3

¢) Cum legea este comutativa si din xox'=e,VxeR=>x'= jx
e
este
=2,
8
4. Pe Zse defineste legea xoy=xy-7x-7y+56. S se determine numairul

elementelor simetrizabile in raport cu legea xoy.

Rezolvare:
Fie e elementul neutru al legii. Rezultd eox=x, VxeZ=>e=8.

x’ este inversul lui X . Din xox=e=x'=7+ eZ<:>x—7|l:>x—7:i1:>xe{6;8} .

e

Rezulta ca 6 si 8 sunt simetrizabile asadar numarul elementelor simetrizabile este 2.

5*. Pe R se defineste legea de compozitie x*y=ax+by+c, a,b,ceR . Stiind ca

elementul neutru este e =2012, sa se calculeze at+ b + c;

Rezolvare:

Daci e este elementul neutru al legii rezultd x*e=e*x=x, VxeR=
a-x+b-20124c=x [(@=Dx+b-2012+c=0[=a-1=0,2012b+c=0

{ & =a=b=1,c=-2012
a-2012+b-x+c=x a-2012+(b—1)x+c:O|:>b—1 =0, 2012a+c=0

Rezulticdaa+b+c=-2010;

Exevcitii propuse | 4|

\

1. Sa se determine elementul neutru al urmatoarelor legi de compozitie de pe
multimile indicate:

a) x*y=xy—x—y+2, Vx,yeR; b) x*y=2xy+3x+3y+3, Vx,yeZ;
) x*y=xy—Tx=Ty+56, Vx,y cR; d) x+y=¥+), Vr,yeR;

e) xry=""2 vrye(L);
xy+1

2. Fie G=(4, ») si xoy=xy—4(x+y)+20. Dacé e este element neutru sa se calculeze
3e2+1.

3. Pe R se definesc legile de compozitie x*y=x+y +% cu elementul neutru e, si

2 o . g . .
xoy=—3xy—x—y—§. Dacd a=¢o¢o...0¢ Sl b=e, *e, *...¥¢, sa se determine a si b;
— S

2012 de termeni 2012 de termeni
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4. Pe R se defineste legea de compozitie x*y=3xy+ax+by+4, Vx,yeR . Sa se
determine a,b R astfel Incat aceasta lege sa fie comutativa si sa admita elementul

4
neutru e:; .

5. Pe R se definesc legile de compozitie x*y=./x*+)", Vx,yeR si
xoy=xy—x—y+2, Vx,yeR . Dacd ¢ este elementul neutru al primei legi iar e, este

elementul neutru al celei de a doua lege, sda se calculeze a=e *¢ *..%¢,
b=e,0e,0..0e,81 axb+aoh.

6. Pe R se definesc legile de compozitie x*y=5xy—5x—-5y+6,Vx,ycRcu elementul

neutru € §i xoy=3xy+3x+3y+2, Vx,yeR cu elementul neutru f. Sa se rezolve

(x+y)*re=2

(x=y)of=0

7. Sa se determine elementele simetrizabile din multimea M in raport cu legea

indicata:

a) M=(;0), x*y=xy—x—y+2, Vx,ye(l;0)}

b) M=7, x+y=2xy+3x+3y+3, Vx,yeZ;

€) M=R, x*y=xy—Tx-Ty+56, Vx,yeR;

d) M=R, x*y=3x+1’, Vx,yeR;

€) M=[l;0), x*y=qx>+)" -1, Vx,ye[l;0);

) M= {x+ NG x,ye Z}, inmultirea numerelor intregi;

g¥) M =(0;0)\{1}, x*y=x"", Vx,ye(0;0)\{l};

8. Pe Zse defineste legea x*y=2xy-3x-3y+6,Vx,yeZ. Si se determine numarul

sistemul {

elementelor simetrizabile in raport cu legea x#y. A
9. Sa se determine elementele inversabile ale multimii

0 N R . )
M= {A A= (“ b] e M,(R),a,b,ce R} in raport cu inmultirea matricelor;
C

10. Sa se determine elementele inversabile ale multimii

2b . n . .
M= { AlA= [Z j e M,(R),a,be R*} in raport cu Tnmultirea matricelor;
a

11. Sa se determine elementele inversabile ale multimii

1 . .
M= { AlA= [0 ’fj e M,(Z),ne Z} n raport cu inmultirea matricelor;

12*. Pe R se defineste legea de compozitie xoy=2ax+by+xy . Sa se determine
a,beR astfel Incat aceasta lege sa fie asociativa, comutativa si cu elementul neutru
0.
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13*. Pe R se definesc legile de compozitie x*y=2xy—x—y+1 cu elementul neutru
(x-D=*(y-D=e
1

. . . 1
e. 81 xoy=x+y—4cu elementul neutru e,. Sa se rezolve sistemul |—o—=¢
Xy

14**. Fie f:R—>R, f(x)=x’si meRastfel incat f(m)=(m+2)’. Pe R se considera
legea de compozitie a*b= (/"' (a)~ £ (b)+m). Sa se determine suma solutiilor

ecuatiei x* *x=e,unde e este elementul neutru al legii;

S. Exercitii recapitulative

1.Pe multimea numerelor reale se defineste legea de compozitie
x*y=3—-(x-3)(y-3).

a) Aratati ca 1*3=3.

b) Aritati ca e = 2 este elementul neutru al legii de compozitie ,,* ".

c¢) Determinati multimea valorilor reale ale lui x pentru care x*(x+6)>3.

(BAC, 2021-iulie)
2.Pe multimea numerelor reale se defineste legea de compozitie
xoy=x"+(x+D(y+D)+y*.

a) Ardtati ca 30(-1)=10.
b) Demonstrati ca legea de compozitie,,* " este comutativa .
c) Demonstarti cd xo1>2,pentru orice numar real x.

(BAC, 2020-iulie)
3.Pe multimea numerelor reale se defineste legea de compozitie
x*y=x"+xy—x—y+l.

a) Aratati ca 3*2=11.
b) Demonstrati ca x*(—x)=1 pentru orice numar real x.
c¢) Determinati numarul real x pentru care 2* *4=1.

(BAC, 2020-august)
4.Pe multimea numerelor reale se defineste legea de compozitie asociativa
xoy=S5xy+15(x+y)+42.

a) Aratati ca (-2)o(-2)=2.
b) Demonstrati ca xo y=5(x+3)(y+3)—3, pentru orice numere reale x i y.
c¢) Determinati numarul real X, pentru care (x—3)o(x—3)o(x-3)=197.

(BAC, 2018-iulie)
5.Pe mulfimea numerelor reale se defineste legea de compozitie
xoy=xy—3x—-3y+12.

a) Aratati ca 103=3.
b) Demonstrati ca xoy=(x—3)(y—3)+3, pentru orice numere reale x siy.
c¢) Determinati numarul real x, pentru care (xox)ox=3.
(BAC, 2017-iulie)
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6.Pe mulfimea numerelor reale se defineste legea de compozitie
xoy=xy+3x+3y+6.

a) Aratati ca 1o(-3)=-3.

b) Demonstrati ca xoy=(x+3)(y+3)—3, pentru orice numere reale x siy.

c¢) Determinati valorile reale ale Iui x, pentru care xox<x.
(BAC, 2016-august)

7. Pe R se defineste legea x*y=3xy—6x—6y+14,Vx,y eR. Se cere:
a) Sa se calculeze: 1%2;

b) Sa se arate cd2*x=2, VxeR ;

c) Sa se calculeze E=1%2%3%....%2019%2020;

8. Pe Rse defineste legea de compozitie x*y=xy—5x—5y+30, Vx,yeR. Se cere:
a) Sa se arate ca legea este asociativd pe R ;

b) Sa se rezolve iInR ecuatia Yxxx =5;

c) Sa se arate cd existd a,h e Q-Zastfel incat a*beN.

9. Pe R se defineste legea de compozitie xoy=—-xy—x—y-2, Vx,y eR.Se cere:
a) Sa se arate cd xoy=—(x+D)(y+1)—1, Vx,yeR;

b) Sa se arate ca legea e asociativa pe R ;

c) Sa se rezolve inR ecuatia: xo(x+1)o(x—1)=—1.

10. Pe R se defineste legea de compozitie x*y=xy—3x-3y+12, Vx,yeR.. Se cere:
a) Sd se arate cd x*y=(x-3)(y-3)+3, Vx,yeR;
2,3 49,50

b) Sa se calculeze w203 —,, stiind cd legea e asociativa;
10 10 10 10 10" °°

c) Sa se rezolve ecuatia x*x*x =30 ;

11. Pe Rse defineste legea x*y=2xy—4x—4y+10, Vx,yR. Se cere:
a) Sa se arate ca legea este asociativa.
b) Sa se determine simetricul Iui 5 in raport cu legea de compozitie "x*y".

¢) Sa se calculeze 2015%2014%....%3%2%1;

12. Pe R se defineste legea x*y=xy—10x—10y+110, Vx,yeR. Se cere:

a) Sd se arate cd x*y=y*x, Vx,yeR.

b) Sa se determine elementul neutru al legii "x=*y";

¢) Sa se determine simetricul lui 11 in raport cu legea de compozifie "x*y".

13. Pe R se defineste legea de compozitie xoy=xy—6x—6y+42, Vx,yeR.Se cere:
a) Sd se arate cd multimea H =(6;x) este parte stabilda a lui R1in raport cu legea
data;

b) Sa se arate cad xox=(x—6)"+6, VxeR.

¢) Sa se rezolve In R ecuatia xoxox=7.
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14. Pe multimea G =(1;0)se defineste legea xoy=2xy—2x-2y+3,Vx,y € R. Se cere:
a) Sa se arate ca Vx, y e (I;00)rezultd xoye(l;);
b) Sa se rezolve inR ecuatia xox=9;

¢) Sa se calculeze xoxo...ox;
2015 de x

15. Pe R se defineste legea de compozitie x*y=-xp+3x+3y—6, Vx,ycR.

a) Sa se calculeze 0*1%2%3
b) Sa se arate ca legea este asociativa;
c¢) Sa se rezolve inR ecuatia 3" *log, x =3;

16. Pe R se defineste legea x*y=2xy—6x-6y+21,Vx,yeR. Se cere:
a) Sa se studieze asociativitatea legii de compozitie "x*y";

b) Sa se determine elementele simetrizabile;

¢) Sa se rezolve ecuatia C>*C* =5.

17. Pe Z se defineste legea xoy=xy—2x-2y+6,Vx,y e Z. Se cere:
a) Sa se demonstreze cd xoy =(x—2)(y—2)+2,Vx,yZ.;

b) Sa se determine elementele simetrizabile in 7Z;

¢) Si se calculeze 4=2""02""c . 02'02°,

18. Pe Rse defineste legea x*y =xy—4x—4y+20,Vx,y e R. Se cere:
a) Sa se studieze asociativitatea legii de compozitie "x*y" ;

b) Sa se rezolve ecuatia x*6=10;

¢) Sa se calculeze E =(-2015)*(-2014)*...*0x1%...%2014%2015.

19. Pe R se defineste legea x*y=3xy—6x—6y+14,Vx,y eR. Se cere:
a) Sa se studieze asociativitatea legii de compozitie "x* y";

b) Sa se determine elementele simetrizabile;
¢) Sé se calculeze E=1%2#3%...%2015 stiind cd legea este asociativa.

20. Pe R se defineste legea x*y=(x—3)(y—3)+3,Vx,yeR. Se cere:
a) Sa se arate ca (x+3)*(1+3):4,VxeR*;
X

b) Sa se determine elementul neutru al legii de compozitie "x#* y" ;
¢) Sa se determine elementele simetrizabile ale lui R 1n raport cu legea "x*y".

21. Pe R se defineste legea de compozitie x*y=xy—7x—7y+56, Vx,yeR.
a) Sa se arate ca legea este asociativa pe R ;
b) Sa se arate cd x*y=(x-7)(y-7)+7, Vx,yeR

c) Sa se rezolve inR ecuatia x*x*...xx=736.
> —
6 de x

39



ADRIAN STAN

22. Pe R se defineste legea de compozitie x*y=3xy—6x—6y+14, Vx,ycR.
a) Sa se determine elementul neutru al legii;
b) Sa se rezolve inR ecuatia x*x*x=9-2015+2.

¢) Sa se calculeze x*x*...x.
(AR ——
2015 de x

23. Pe R se defineste legea de compozitie x#*y=2xy—6x—6y+21, Vx,ycR.
a) Sd se arate ca multimea / =[3;0) este parte stabila in raport cu legea de
compozitie de pe R ;

b) Sa se rezolve inR ecuatia x#*x*x=4-2015"+3.

c) Sa se calculeze x*x*..x.
(R —
2015 de x

24. Pe M =[1;+0) se defineste legea xoy=7xy—7x—7y+8,Vx,ye M. Se cere:
a) Sd se arate cA xoye M,Vx,yeM;
b) Sa se afle mulfimea elementelor simetrizabile din M in raport cu legea "xo y";

< . 8
¢) Sa se rezolve ecuatia xoxox= o

25. Pe R se defineste legea x#*y=3xy—12x-12y+52,Vx,yeR. Se cere:

a) Sd se arate cd x*y=3(x—-4)(y—-4)+4,Vx,yeR

b) Sa se determine elementele simetrizabile ale lui R in raport cu legea "x* y";
¢) Sa se calculeze x#*x*...xx;

2012 termeni

26. Pe R se considera legea de compozitie x*y=3xy—12x—-12y+52,Vx,yeR.
a) Sa se studieze asociativitatea legii de compozitie;
b) Stiind ci legea este asociativi sd se calculeze 27" 20 *22%2'%2";

- L RVE SV %
¢) Sa se calculeze X" X" X"...."x.

n factori

27. Pe Rse defineste legea x*y=4/x’+)’, Vx,yeR. Se cere:
a) Sa se arate ca legea este comutativa pe R ;

b) Sa se arate ca legea este asociativa pe R ;

c) Sd se calculeze x*x*....xx, xe[0;).

2015 de x

28. Pe R se defineste legea x*y=3/x’+)’, Vx,yeR. Se cere:

a) Sa se arate ca legea este comutativa pe R ;

b) Sa se arate cé legea este asociativa pe R ;

¢) Sa se rezolve in R ecuatia x*x*...xx=8.
!

64 de x
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IL. | Grupuri

1. Grupuri. Definitie
Definitie

O multime nevida G inzestrata cu o lege de compozitie GxXG—G, (Xx,y) — X *y se
numeste grup comutativ sau abelian daca sunt indeplinite conditiile:
1. (x*y)*z=x*(y*z),Vx,y,z € G.(Asociativitatea)
2. x*y=y=*x, Vx,yeG;(Comutativitatea)
3. 3eeG ai x*e=e*x=x, VxeG; (Element neutru)
4.VvxeG, Ix' € G ai x*x" =x" *x=e. (Elemente simetrizabile)

Daca conditia 2 nu este indeplinia, G se numeste simplu, grup.

Exemple de grupuri: (Z.+); (Q.+); (R.+); (C,+); (Q%e); (R*0); (Cxe); (M,(R),+);
(F(E)e);

Exemplu : Pe multimea G=(2;0) se considerd legea de compozitie
x*y=xy—2x-2y+6, Vx,yecR . Sa se arate cda G impreuna cu legea data
formeaza o structura de grup abelian.
Rezolvare:
Se verifica mai intai ca legea data este corect definitd adica G este parte stabila a lui
R in raport cu legea data.
Fie x,y e(2:0)= x-2)0, y—2)0.
Cum x#*y=(x-2)(y-2)+2)2, rezultd ca x=y)2.

—_—

Y0

Asociativitatea:
Legea este asociativa daca (x*y)*z=x*(y*z), Vx,y,z€G.
(x*y)*z=(xy—2x—2y+6)*z=(xy—2x—2y+6)~z—2(xy—2x—2y+6)—2z+6=
=xzy—2xz2—2yz+6z-2xy+4x+4y—12-2z4+6=xzy—2xz—2yz+4z—-2xy+4x+4y—6.
(1)
x*(y*z):x*(yz—Zy—22+6)=x(yZ—Zy—22+6)—2x—2(yz—2y—22+6)+6:
=xyz—=2xy—2xz2+6x—-2x-2yz+4y+4z-12+6=xyz —2xy—2xz+4x—-2yz+4y+4z—-6.

2)
Din (1) = (2) rezulta ca legea este asociativa, Vx,y,zeG.
Comutativitatea:

Legea este comutativd daca x*y=y*x,Vx,yeG.
X*¥y=xy—2x-2y+6=)x-2y—-2x+6=y*x, Vx,yeCG.
Elementul neutru:

Legea admite element neutru dacd x*e=e*x=x, VxeG.
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Cum legea este comutativa este suficientd doar relatia x*e=x, VxeG=

_3(x-2)

xe—2x—2e+6=x= e(x—-2)=3x-6= e= =3, VxeG.

Y
Elemente simetrizabile:

Elementele lui G sunt simetrizabile daca pentru orice element xe G , existd x'e G
astfel incat sa aiba loc proprietatea x*x'=x*x=e, VxeG.

Cum legea este comutativdi este suficientd relatia x#*x'=e, VxeG=
xX-x'-2x-2x+6=3

2x-3

Rezulta, x'= , VxeG=(2;0).

X —

Se aratd ca x'e G =(2;»). Evident, po2Xm3 2=+, 1 V2, Vxe G =(2;0).
x—2 x—2 x—2

Asadar, G impreund cu legea data este grup comutativ.

Activitate independenta | Raspuns
Pe R se defineste legea de compozitie | ,_7
x*y=3xy—6x—6y+14, Vx,yeR. Sa se arate cd multimea 3
R—{2} impreund cu legea datd formeaza un grup comutativ. x'= ljx _1385
x_

E/ Exercitii rezolvate

1. Pe multimea G=(6;0) se defineste legea de compozitie
x*y=xy—6x—6y+42, Vx,yeR. Si se arate ca multimea G impreuni cu legea
data formeazi o structura de grup comutativ.
Rezolvare:

Se verifica mai inti ca legea data este corect definita adica G este parte stabild
a lui R1n raport cu legea data.
Fie x,y € (6:0)= x—6)0, y—6)0.
Cum x#*y=(x—-6)()—6)+6)6, rezultd ca x=y)6.

| S —
y 0

Asociativitatea:
Legea este asociativa daca (x*y)*z=x*(y*z), Vx,y,z€G.
(x*y)*z :(xy—6x—6y+42)*z = (xy—6x—6y+42)'2—6(xy—6x—6y+42)—6z+42 =
=xyz —6xz—6yz +42z —6xy +36x +36y—252-62+42. (1)
x*(y*z) = x*(yz—6y—6z+42) = x(yz—6y—6z+42)—6x—6(yz—6y—6z+42)+42 =
=xyz —6xy —6xz +42x—6x—6yz+36y+36z-252+42. (2)
Din (1) = (2) rezulta ca legea este asociativa, Vx,y,zeG.
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Comutativitatea:

Legea este comutativa dacad x*y=y#*x,Vx,yeG.
xky=xp—6x—6y+42=1x—6y—6x+42=y*x, Vx,yeG.

Elementul neutru:

Legea admite element neutru dacd x*e=e*x=x, VxeG.

Cum legea este comutativa este suficientd doar relatia x*e=x, VxeG=

7(x—6)

xe—6x—6e+42=x= e(x—6)=Tx—-42= e= =7, VxeG.

e
Elemente simetrizabile:

Elementele lui G sunt simetrizabile daca pentru orice element xe G , existd x'eG
astfel incat sa aiba loc proprietatea x*x'=x"*x=e, VxeG.

Cum legea este comutativdi este suficientd relatia x*x'=e, VxeG=
X-x'-6x—6x'+42="7

6x—35

xX—

Rezulta, x'= , VxeG=(6;0).

Se aratd cd x'e G=(6;0). Evident, x‘:6x_35:6(x_6)+1:6+ 16)6, Vx e G =(6;0).

x—6 x—6 X
Asadar, G impreund cu legea data este grup comutativ.

Exevcitii propuse | 4| *\

1. Sa se arate ca multimile G impreuna cu legea de compozitie "x*y" determina o
structura de grup comutativ:
a) G=R, xX*y=x+y—-6,Vx,yeR;
b) G=R\{7}, x*y=xy—Tx—Ty+56,Vx,yeR;
¢) G=Z, x*y=x+y+1,Vx,yeZ;
d) G=(0;0)\{1}, x*y=x""" Vx,ye(0;0);
e) G=(5;0), x*y=xy—5x—5y+30,Vx,yeR.;
f) G=R\{8}, x*y=xy—8x—8y+72,Vx,yeR;
g) G=(-L1), xry=""" ¥rye(-LD;

1+xy
h) G=(2;0), x*y=xp-2(x+y)+6,Vx,yeR.;

2. Sa se arate ca mulfimile G impreuna cu legea de compozitie "x*y" determind o
structura de grup comutativ:

X X . . .
a) G= {A(x) = (0 J|x € (@} , an raport cu adunarea matricelor din M,(Q);
X
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b) G= {X(a)

¢) G= {A(x)

din M,(R);

1 . . . : .
X(a)= [0 Tj € MZ(R)} , in raport cu Tnmultirea matricelor din M, (R);

-1 . .
A(x) :(g xl J€M2(R),xeR\{0}} , In raport cu Inmultirea matricelor

d G= {A A= (Z ij eM,(Q).abe Q\{O}} , in raport cu inmultirea matricelor din
a

M,(Q);

e) G=<A|A=

S o =

M;(R);

S = Q

b
a|e M,(R),a,beR}, in raport cu Inmultirea matricelor din
1

1 R R . . )
f) G= {A‘A = [0 ?j eM,(Z),ne Z} in raport cu iInmultirea matricelor din M, (Z);

g G= {A(x) Ax) =[

M,(R);
1
h)G=:4|4=|0
0

M,(R);

20
0 3

jeMz(R),xeR}in raport cu Inmultirea matricelor din

Ina O
1
0

0 |e M,(R),a e (0;00), in raport cu inmultirea matricelor din

a

3*, Si se arate ca multimile G impreuna cu legea de compozitie "x*y" determina o
structura de grup comutativ:

Xy

a) G=(0;1), x*y=—-""— Vx,yeG};
2xy—x—-y+1
b) G=R, x*y=3x’+)’, Vx,yeR;
I 0 O
€) G=4|—-a 1 —% |a e R}, 1n raport cu inmultirea matricelor din M;(R);
0 0 1
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2. Morfisme si izomorfisme de grupuri

 Definitie

Fie (G;%)si (Go)doua grupuri. O functie f:G—G'se numeste morfism de
grupuri daca verifica proprietatea f(x*y)= f(x)o f(y), Vx,yeG;
Un morfism f:G— G se numeste endomorfism al lui G;

7Exemplu 1. f:R>R",, f(x)=5" este un morfism de la grupul (R;+)la grupul
(R", ;») intrucat
Fx+y)=5""=5"-5"=f(x)- f(¥),Vx,y eR;

Definitie

Fie (G;#)si (G';o) doud grupuri. Un morfism 7:G— G'se numeste izomorfism de
grupuri daca f este o functie bijectiva;
Un izomorfism f:G— G se numeste automorfism al lui G;

Exemplu 2: f:R—> R, f(x)=5" este un izomorfism de la grupul (R;+)la grupul
(R",;») intrucat f este morfism si de asemenea este o functie bijectiva:
Injectivitatea: Din f(x,) = f(x,) =5" =5 = x, =x,, Vx,x,eR ;

Surjectivitatea : VyeR’, =(0;00) => I eR ai f(x)=y <5 =y=Tx=log, yeR ;

Observatie: Dacda f:G — G'este un izomorfism de grupuri atunci f':G'—>G este
de asemenea un izomorfism.

Teorema: Dacd [:(G.*)—(G.o) este morfism de grupuri iar e respectiv e’ sunt
elementele neutre ale celor doud grupuri atunci f(e)=e';
Demonstratie:

f@=flexe)=f(e)o fle)| «f (e)=>e'= f(e) .

Exemplu 3: Pe Rse definesc legile de compozitie x*y=x+y-6,
xoy=x+y—8, Vx,yeR.

Sa se determine m e Rastfel incat functia f:R—>R, f(x)=mx+2sa fie morfism de
la grupul (R,*)la grupul (R,o).

Rezolvare:

Conform teoremei de mai sus, f este morfism de grupuri , prin urmare
f(e,)=eunde e,, e sunt elementele neutre ale celor doua grupuri:

x*e,=x=>e,=6 $i xoe,=x=>e, =8
Asadar, f(6)=8=me6+2=8=m=1.
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=/ Exercitii rezolvate

1. Fie (G,o)un grup, unde G=(3;0)si xoy=(x—3)(y—3)+3. Se considera functia
f:(0;0)—>G, f(x)=x+3. Sa se arate ca f este un izomorfism de grupuri de la
((0;20),-)1a (G.o).

Rezolvare:  f este izomorfism daca si numai daca este un morfism bijectiv de
grupuri.

f este functie de gradul intai prin urmare este functie bijectiva.

Injectivitatea : Din f(x,)=f(x,) = x, +3=x,+3=x,=x, ;

Surjectivitatea : Vy e G=(3;00) = Ix € (0;00) ai f(x)=y

Fie yeG=G;0)= f(x)=y=>x+3=y=>x=y-3=x)0.

Morfism: Trebuie sd ardtdm cd f(x-y)= f(x)o f(y), Vx,y € (0;) ;

S y)=xy+3,

S fM=(x+3)(y+3)=(x+3-3)(y-3+3)+3=xy+3= f(0).

2. Pe Rse defineste legea x*y=2xy—6x-6y+21,Vx,ycR. Sa se arate ca functia
f:(3:0) > R, f(x)=2(x-3) este un izomorfism de grupuri de la ((3;),%)la (R’.).

Rezolvare: Trebuie demonstrat ca f este un morfism bijectiv.
Pentru a demonstra cé f este morfism de grupuri trebuie sa aratdm ca

SxxEy)=f(x)- f(¥), Vx,y€(30).
F(xFy)=2(x*y-3)=2Q2xy—6x—6y+18)=4xy—12x—-12y+36,

Fx)- () =2(x—-3)-2(y—3)=4xy—12y—-12x+36, ceea ce arata ca f este morfism.

f bijectiva: Cum f(x)=2(x-3) este crescidtoare adica monotond, rezultd ca f este
injectiva.

Cum lim f(x)=00, lim f(x)=—c0o=Imf=R=1 este surjectiva. Asadar, f este
bijectiva.

Altfel, din f(x,)= f(x,) = 2(x, —3) =2(x, —3) = x, =x, = f este injectiva.

Fie yeR', = f(x)=y=2(x-3)=y=Ix= miXS . Rezulta f surjectiva adica f este

bijectiva.

Mai mult f este izomorfism intre cele doua grupuri.

3. Se consideri grupul ([7:«),*)cu legea de compozitie x*y=xy—7x-7y+56.84
se arate ci functia f:[7;0)>R,* f(x)=x-7este izomorfism de la grupul
([7:0).*)1a grupul (R *,).

Rezolvare: f este morfism de grupuri, < f(x*y)= f(x)- f(¥), Vx,y[T;).
fxxy)y=xxy-T=xy—Tx—=Ty+56-T=xy—-Tx-Ty+49.
Jx)-fO)=(x=-TN(y-T)=xy—Tx—Ty+49. Din cele doud relatii rezultd ca f este

morfism de grupuri.
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fi[T:0) >R, *, f(x)=x—Teste bijectivd dacd si numai dacd f este injectiva si

surjectiva.

Injectivitatea: Fie f(x)=/(x,)=>x-7=x,-7T=x,=x,;

Surjectivitatea: Fie yeR, *astfel Incat fx)=y
ox-T=y=>x=y+7>0+7=x>7. Rezultd cd f este surjectivd, deci, f este
bijectiva.

Asadar, f este izomorfism de grupuri.

4*, Fie multimea G=(2x) 1Inzestrati cu legea de compozitie
x*y=xy—2x—2y+6,Vx,y € (2;,0) Sa se arate ca functia 7:R > (2x),
f(x)=¢" +2este un izomorfism intre grupurile (R.+)si (G.*).

Rezolvare: Pentru a arita cd f:R—(2;00) este izomorfism intre grupurile (R,+)si
(G.*) trebuie sa ardtam ca f este un morfism bijectiv de grupuri.

f morfism de grupuri< f(x+y)=7(x)* f(»), Vx,y €(2;0).

Fx+y)=e™+2, f)*f(y)=(e"+2) (" +2)-2(e" +2)-2(e" +2)+6=e""+2

f este functie bijectiva deoarece:

a) feste injectiva: Din f(x) = f(x,) = e" +2=€"+2=x, =x,;

b) f este surectivi: Pentru Vye(2;o),IxeRad.  f(x) = y. Rezultd
y=e'+2=e =y-2=x=In(y-2)eR.

Asadar, f este izomorfism de grupuri

Exercitii propuse ||| =\|

1. Sa se arate ca functia f:R —>(0;), f(x)=5"este un izomorfism de grupuri de la
(R,+)la (R:.).

2. Sa se arate ca functia f:Z —>7Z, f(n)=na, VneZ este un endomorfism (morfism
de grupuri de la (Z;+)la (Z;+));

3. Sa se arate ca functia f:C*—>R",, f(x+iy)=+x*+)*, Vx,yeR este un morfism
de grupuri de la (C*;9)la (R ;) ;

4. Pe Rse defineste legea x*y=xy+2x+2y+2,Vx,yeR. Sa se arate ca functia
[ :(=2;0) > R, f(x) = x+2 este un izomorfism de grupuri de la ((-2:),*)la (R+) .
5. Pe Rse defineste legea x*y=xy—5x—5y+30,Vx,yeR. Sa se arate ca functia
f:(5:0) >R, f(x) = x-5 este un izomorfism de grupuri de la ((5:0),%)la (K’ .+).
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6. Pe Rse defineste legea x*y=-xy+3x+3y—-6,Vx,ycR. Sd se arate ca functia

fi(=0;3) >R, f(x) = - x + 3 este un izomorfism de grupuri de la ((—=;3),%)la
(R..).
7. Se considerad grupul ((5.0).%) cu legea de

compozitie x* y =xy—5x—5y+30, Vx,yeR.
Sa se determine meRastfel incat functia f:(5;0) >R * f(x)=x+msa fie

izomorfism de grupuri.
8. Se considerd grupurile (R.+)si (R,*,-). Sa se determine m < Rastfel incat functia

fR->R* f(x)=3"""sa fie morfism de grupuri.
9. Pe Z se introduc legile de compozitie x*y=x+y-2, xop=x+y+1. Sa se
determine aeZastfel incat functia f:Z—>7Z, f(x)=x+asd fie izomorfism de
grupuri de la (Z,*)1a (Z,°);
10%. Se considera  grupul ((3.%).%) cu legea  de
compozitie x* y =xy—3x—3y+12, Vx,y e (3;0).
Sa se determine a,heRastfel incat f:R_ *—((3;0), f(x)=ax+b, VxeR, *sa fie
izomorfism de la grupul (R’ ) la grupul ((3,).*).

X+

11*. Pe multimea G=(-1;1), se defineste legea x*yzl—y,Vx,ye(—l;l); Sa se
+xy

arate cd functia f:(-LD)—>R,, f (x)::—); este un izomorfism de grupuri de la
(-L1),%)la (R, .)

12*. Pe multimea G =(l;0)se defineste legea x*y:m, Vx, y € (1;00).
Si se arate cd functia f:R| — (I;%), f(x)=+/x+1, este un izomorfism de grupuri
dela (R’ .+)la ((1;%0),%).

13**. Se considera grupurile comutative , G= {z|z =x+pJ5.x, € Qx* =5y :l}cu

x 2y
inmultirea numerelor irationale si M={4|4=|5 x,yeQx’-5y*=1tcu
— X

x 2y
inmultirea matricelor. Sa se arate ca functia /:G—>M , f(x+y/5)= este

2y x
2 y
un izomorfism de la grupul (G.-)la grupul (M,-).

14** Fie grupul comutativ (G,*)unde G=(-L1)si x*yzlxj,Vx,yeG. Sa se
+xy

calculeze numarul 4= 1 , 1,1 Lk !

2-1+1 2-2+1 2-3+1 2:2015+1°
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I11. Inele si corpuri

1. Inele si corpuri. Definitie
Definitie

Fie M =0 o mulfime inzestratd cu doua legi de compozitie MxM—M,
(e, y) > x*y, (x,y) >xoy.
Operatia "" este distributiva la stinga fata de operatia "+"
S xo(yxz)=(xoy)*(xoz), Vx,y,zeM;
Operatia "o" este distributivi la dreapta fata de operatia "+"
& (yrz)ox=(yox)*(zox), Vx,y,ze M ;
Spunem ca legea de compozitie (x,y) — xoy este distributiva fata de legea
(x,y) > x*y daca este distributiva si la stinga si la dreapta.

Observatie: Daca legea (x, y) — xo y este comutativa, atunci distributivitatea la stinga o

implica pe cea la dreapta.

Exemplu 1: Distributivitatea inmultirii fatd de adunare
5-3+4)=5-3+5-4=35, 3+4)-5=3-5+4-5=35;
Definitie

O multime nevida I inzestrata cu doua legi de compozitie "+" si "=" se numeste
inel daca sunt indeplinite urmatoarele conditii:
1. (I;*) este grup abelian;
2. a doua lege este asociativa (xoy)oz=xo(yoz),Vx,y,zel.
3. a doua lege este distributiva fata de prima xo(y*z)=(xoy)*(x02), Vx,y,z€/l};
(y*z)ox=(yox)*(zox), Vx,y,zel.

non

Daci 1n plus, operatia de inmultire, "" admite element neutru, spunem ca inelul (/;%,o

este unitar;
Dacia inmultirea este comutativa, inelul se numeste comutativ.
Uneori inelul poate fi dat prin (7;+,-)unde prima lege este adunarea si cea de a doua este

inmultirea pe I;
Exemple de inele: (Z,+.); (Q+); (Ro+.); (Coro)s (Z,040)5 (221 40);
(Zlil,+.) 5 (M, (C),+,0); (F(E),+.0);

Notam cu "0" elementul zero al inelului adics elementul neutru de la prima lege;
Definitie

Fie (/,*,c)un inel . Un element ael, a#0 se numeste divizor al lui ,,0” la
stanga (respectiv la dreapta daca 3be/, b=0 astfel incat ash=0(bea=0).
Un element ,, a” care este in acelasi timp divizor al lui ,, 0 ” la stanga si la dreapta
se numeste divizor al lui ,, 0 7.
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Exemplu 2: In inelul (Z¢,+.*)elementele 2 si 3sunt divizori ai lui ,,0 ,, - elementul
zero si anume elementul neutru la operatia de adunare in inelul claselor de resturi
modulo 6.

Din 220, 320=>23=6=0.

Definitie

Un inel (/,%,0) are divizori ailui,, 0,, < 3a,bel, ab=0astfel Incat acb=0,
boa=0.
Un inel (/,xc) nu are divizori ai lui ,, 0 ,, <acb=0=0=0sau b=0 sau
Va,bel,a#0 ,b#0=>acb+#0;

Exemplu 3: Inelul (M,(C),+,+)are divizori ai lui zero la stdnga intrucat din

20 00 2 0)Y(0 O
#0,, 0, = . =0,;
1 0 31 1 0)\3 1

Definitie

Un inel (Z,*0) unitar, nenul fara divizori ai lui ,, 0 ,, se numeste inel integru.
Daca in plus, inelul este si comutativ, va fi numit domeniu de integritate.

Exemple de domenii de integritate: (Z,+,); (Q.+,-); (R,+.); (C,+,); (Z[il.+.);
Definitie

Fie (1,%0)un inel unitar. Un element a e (Z,*,0) se numeste inversabil daca exista
be(l,*0)astfel Incit aob=boa=e unde e este elementul neutru de la a doua lege.

Notam cu U(7)={a e I|a—inversabil} - grupul elementelor inversabile ale

inelului (/,+,0) ;

Definitie

Fie (K,*)un inel unitar cul=0 . K se numeste corp daca orice element diferit de

elementul zero ” 0 ” al inelului este inversabil. Daca in plus, a doua lege este
comutativa, atunci K este corp comutativ.

Exemple de corpuri: (Q;+;)5 (R;+:0) 5 (C+i0)3 (Q[\/Z];ﬁ')

Exemplu 4: Pe Qse definesc legile de compozitie
x*y=x+y+28ixoy=xp+2x+2y+2, Vx,yeQ; Si se arate ci (Q,*)este un corp
comutativ.

Rezolvare: Pentrulegea x*y=x+y+2 se aratd ca este corect definita , este
asociativd si comutativd, dupd care se determina elementul neutru e, =-2,
elementele simetrizabile au forma x'=—4—x, VxeQ.

Asadar, (Q,*)este grup comutativ.

Distributivitatea inmultirii "-" fati de adunare "+":

xo(y*z)=(xoy)*(xoz), Vx,y,z€Q.
xo(y*z)=xo(y+z+2)=x(y+z+2)+2x+2(y+z+2)+2=xy+xz+4x+2y+2z+6;
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(xoy)*(xoz)z(xy+2x+2y+2)*(xz+2x+22+2):(xy+2x+2y+2)+(xz+2x+2z+2)+2:
=xy+xz+4x+2y+2z+6..
Legea a doua este comutativa si asociativa. Se determind elementul neutru e, =-1

si apoi elementele simetrizabile:
—2x-3
eQ—1-2}.
x+2 Q { }

Asadar, orice element nenul (diferit de elementul neutrue, =-2 ) este inversabil ,

xox'=e=> xx+2x+2x+2=-1= x'(x+2)=-2x-3= x'=

rezultd cd (Q,*,0)este corp comutativ.

Activitate independenta | Raspuns

Pe R se definesc legile de compozitie x*y=x+y-1 si
xoy=2xy—2x-2y+3, Vx,yeR; Sa searate ca (R,*0)este un corp
comutativ .

=/ Exercitii rezolvate

1. Pe Zse definesc legile de compozitie x*y=x+y+3§i
xoy=xy+3x+3y+6,Vx,yeZ;
Sa se arate ca (Z,*o)este un inel comutativ fara divizori ai lui zero. Sa se

determine elementele inversabile ale inelului.
Rezolvare:  (Z,*)- grup comutativ;

Asociativitatea (xxy)*z=xx*(y*z), Vx,y,zeZ;
(x*y)*z=(x+y+3)*z:x+y+3+z+3=x+y+z+6
x#(yxz)=x*(y+z+3)=x+y+z+3+3=x+y+z+6

Comutativitatea: x+*y=y*x, Vx,yeZ; X*y=x+y+3=py+x+3=y*x;
Element neutru: JeeZ aj x*e=x,VxeZ x*e=x=>x+e+3=x=>e=-3€Z;
Elemente simetrizabile: 3x'eZ ai x*x'=e,VxeZ.
x¥x'=e=>x+x+3="D[=>x'=—x-6€Z

Distributivitatea inmultirii fatd de adunare, ( a legii "-" fatd de legea "+"):
xo(y*z)=(xoy)*(xecz), Vx,y,z€ XL,

Este suficientd aceasta intrucat legea "o"este comutativa. xoy=yox, Vx,yeZ
xo(y*z)=xo(y+z+3)=x(y+z+3)+3x+3(y+z+3)+6=xy+xz+6x+3y+3z+15 (1)
(xop)*(xoz) =(xp+3x+3y+6)*(xz+3x+3z+6) =xy +3x+3y+6+xz+3x+3z+6+3 (2)
Asadar, din (1) si (2) rezulta distributivitatea celei de a doua lege fata de prima;
(Z,*)

Element neutru: Je'cZ ai xoe'=x,VxeZ
xoe'=x=>xe'+3x+3e'+6=x=e'=-2€cZ, Vxel,
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Asadar, (Z,*0)este un inel comutativ cu unitate; Sa ardtam ca inelul nu are
divizori ai lui zero.

Presupunem cé inelul are divizori ai lui zero(elementul zero al inelului este
elementul neutru de la prima lege e= - 3); =3a,hecR,a=-3,b=-3astfel incat

aob=-3=ab+3a+3b+6=-3<(a+3)(b+3)=0=a=-3, sau b=—4. Contradictie cu

presupunerea facutd. Asadar, inelul nu are divizori ai lui zero.
Sa determinam elementele inversabile ale inelului.

Fie Ix'eZ astfel incat xox'=e, VxeZ\{-3}. Rezulta,
X3 36220 x'= SN 3y eZ&x+3Z=xe{-4-2};
x+3 x+3

Exercitii propuse ||| =\|

1. Pe Zse definesc legile de compozitie x*y=x+y-28l
xoy=xy—2x+y)+6,Vx,yeZ;

a)Sa se arate ca (Z,=,0) este un inel comutativ fara divizori ai lui zero.

b) Determinati elementele inversabile ale inelului;

2. Pe Rse definesc legile de compozitie x*y=x+y+4sl
xoy=xy+4x+4y+12,Vx,yeR;

Si se arate ci (R, *,0) este un inel comutativ fara divizori ai lui zero.

3. Pe Z se definesc legile de compozitie x*y=x+y-3sixoy=xy—3x-3y+12;

Sa se arate ca(Z,*,) (R,*,0)este un inel comutativ fard divizori ai lui zero.

4. Pe R se definesc legile de compozitie x*y=x+y+58ixoy=xy+5x+5y+20;

Si se arate ci (R, *,0) este un inel comutativ fard divizori ai lui zero.

5. Pe Rse definesc legile de compozitie x*y=x+y+28ixcy=2xp+4x+4y+6;

Si se arate ci (R, *,0) este un inel comutativ fard divizori ai lui zero.

“ g . x . - u .
6. Sa se arate ca multimea /= {(5 7 j|x ye Z} impreund cu adunarea si Tnmultirea
y X

matricelor este un inel fara divizori ai lui zero;

< « . x -y . N .
7. Sa se arate ca multimea /= 3 |x.yeZ}impreund cu adunarea si

3y x

inmultirea matricelor este un inel fara divizori ai lui zero;

8. Sa se arate ca multimea M :{A

A:(I;C Y )eMZ(R)} impreund cu adunarea si
y X

inmultirea matricelor este un inel fara divizori ai lui zero;

9 9 . a b A - . n .
9. Sa se arate cad mulfimea / = {( , ]|a,b € Z} impreund cu adunarea si Inmultirea
— a
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matricelor este un inel comutativ;

o g . Xy n g .
10. Sa se arate ca multimea /=:A4|4= 0 e M,(R); Impreund cu adunarea si
X

inmultirea matricelor este un inel cu divizori ai lui zero;
11. Sa se arate ca multimea Z[i]= {a+bz‘ a,bel,i’ = 71} c Cimpreund cu adunarea si

inmultirea numerelor complexe este un inel comutativ fara divizori ai lui zero;

12. Sa se arate cd mulfimea 4= {x+ 3 |x,y e Z} cR impreund cu adunarea si
inmultirea numerelor reale este inel;

13. Pe Rse definesc legile de compozitie x*y=x+y-—28i
xoy=2xy—4x—4y+10,Vx,yeR;

Sa se arate ca (RR,*,0) este un corp comutativ.

14. Pe Qse definesc legile de compozitie x#*y=x+y+28i
Xoy=xy+2x+2y+2,Vx,y€Q;

Sa se arate cad (Q,*, 0)este un corp comutativ .

15. Pe Qse definesc legile de compozitie
x*y=x+y—7, xoy=xy—Tx=Ty+56, Vx,y Q.

Sa se arate ca (Q,*,0) este un corp comutativ .

16**. Pe multimea  K=(0;0)se definesc legile de compozitie
x*¥y=x-y, xoy=x"", Vx,yek.

Sa se arate cd (K,*,o)este un corp comutativ.

17**.Pe multimea Rse definesc legile de
compozitiex*y =3/x’ +)’, xoy=x-y, Vx,yeR.

Sa se arate cd (R.*,o)este un corp comutativ.

18**. Pe R se definesc legile de compozitie x*y=ax+by+c$l xoy=x-y, Vx,yeR.
Determinati a,b,c € R astfel incat (R,*,0)sa fie inel.
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2. Morfisme si izomorfisme de inele si corpuri

Definitie:
Fie (Z;+,)s1 (I'*0)doud incle. O functie f:G— G'se numeste morfism de
inele daca verifica proprietatile f(x+y)=f)* f(y), Vx,yel

$if(xy)=f(X)o (), Vx,yel;

o f este izomorfism de inele daca si numai daca este un morfism bijectiv de inele.
e f este morfism de corpuri daca si numai daca este morfism de inele.

o f este izomorfism de corpuri daca si numai daca este izomorfism de inele

Observatie:
Fie (I;+,%) si (I',*,0) doud inele unitare cu elementele neutre e respectiv e'in raport cu a doua

lege. Daca f este morfism de inele, si f(e)=¢' , rezultd ca f este morfism unitar de inele.

Exemplu.
Pe multimea Rse definesc legile de compozitie
x*y=x+y+2, xoy=2x-y+4x+4y+6, Vx,yeR. Sa se arate ca functia f/:R—->R ,

f(x) = %x—z este izomorfism de corpuri, de la corpul (R;:+.)la corpul (R,*,0).

Rezolvare:
f este izomorfism de corpuri daca si numai daca f este un morfism bijectiv de inele.
f este morfism de inele , de la inelul (R;+.+)la inelul (R,*0) dacd si numai daca

S+ =f)*f(y), $1 f(xep)=f(x)o f(»), Vx,yeR.

f(X+y)=x+Ty—2=%x+%y—2.
1 1 | | = f(x+y)=f)*f(y), Vx,yeR.
f(x)*f(y)=(5x—2j*(5y—2j:5x—2+5y—2 +2

Xy
Jxey)= 3 2

o Fm =l Ly—alof Ly_o oo Lo W1 1. 1. Xy
F(xX)e f(3) (zx 2) (2} 2] 2(2:( 2)(2) 2] +4[2x 2)+4(2y 2j+6 2

= f(xep)=f®)f(y), Vx.y eR.
Mai ramane de aratat ca f este functie bijectiva.

Injectivitatea: Din f(x,) = f(x,) :%x] —2=%x2 2= X =x,.
Surjectivitatea: Fie y e Rastfel incat /(x) =y < y:%x 2 x=2y+4cR.

Altfel, cum f este o functie continua, si f'(x) = %)0 = f este strict crescatoare, deci
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injectiva, si cum lim f(x)=cciar lim f(x)=-wadica f(R)=R, rezultd ca f este

surjectiva. Asadar, f este bijectiva.

E/ Exercitii rezolvate

1. Pe Zse definesc legile de compozitie x*y=x+y-28i
Xoy=xy—2x+y)+6,Vx,yeZ};

Determinati a,bcZ astfel incat f:Z —>7Z, f(x)=ax+bsa fie izomorfism de la
inelul (Z,+,)la inelul (Z,*,0) ;

Rezolvare: ,, 0 ” este elementul neutru in raport cu adunarea si ,,1 ,, elementul
neutru la inmultire in inelul (Z,+,+). Atunci, din f{0)=2 si f(1) =3 rezulta f(x)=x +2;
Se mai aratda ca f este bijectivd si morfism intre grupurile subiacente:
Sx+y)=f)* f(»),

Sxey)=f(x)ef(»);

2. Pe Qse definesc legile de compozitie
x*y=x+y-T7, xoy=xy—Tx=Ty+56, Vx,y € Q.

Sa se determine numerele reale a si b astfel incit functia /:Q—Q,
f(x)=ax+bsa fie un izomorfism intre corpurile (Q,+,-) si (Q,*,0).

Rezolvare: Se determina elementele neutre ale legilor de compozitie e, =7, ¢, =8.
Cum f este izomorfism rezultd 7(0)=7si f(1)=8 unde O este elementul neutru la

adunare iar 1 elemenetul neutru la inmultire. Rezulta sistemul in functie de a si b de
unde rezultd a=1, b=7=

fx)=x+7.

7b
3. Se  consideri  corpurile M= {{Z j|a,b cQa -7p" = 1} c M,(Q)si
a

Q(ﬁ):{a+bﬁ|a,be@,a277b2 =1}CR .

Sa se arate ca functia 7:0(7)—> M, f(a+b\/7)=(z 7bj e izomorfism de la
a
corpul (Q(ﬁ)+) la (M,+,)

Rezolvare: Bijectivitatea este evidenta.

. 7b 7
Fie 4,Be M de forma Az(a ),Bz(x Y
b a y X

A-B:[ax+7by 7(ay+bx)j. Fie u=a+bﬁeQ(ﬁ), v:x+yﬁeQ<ﬁ), atunci,
ay+bx  ax+7Tbhy

J Atunci A+B:£a+x 7(b+y)j

b+y a+x

a+x T(b+y)

f(u+v)=f(a+x+(b+y)«/7)=( j:A+B=f(u)+f(v);

b+y a+x
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Fu-v) = f(ax+ Thy-+ (ay-+ brnT) = [“’” Thy Ty ””“)j —A-B= @) fOV).

ay+bx  ax+7Tby

1 70 . .
Cum f(1+0-4/3)= [O . j: I, rezulta ca f este izomorfism de corpuri.

Exevcitii propuse || =\

A:[ * y]eMZ(R)}.
13y x

Sid se arate ci functia f:4—>M definitd prin f(x+y\/§):[l; yj este un
y X

1. Se considera inelele 4= {x+y\/B|x,y c Z} , M= {A

izomorfism de inele.

. . b N - . .
2. Se considera inelele 7 :{£ ab j|a,beZ} impreund cu adunarea si inmultirea
— a

matricelor respectiv Z[il = {a +bi

a,beZ,iZ:—l}c(Cimpreuné cu adunarea si
inmultirea numerelor intregi. S& se arate cd functia f:Z[i]—>/, definitd prin
a

f(a+bi)=( 5

b ) . .
este izomorfism de inele.
a

3. Pe  multimea K=(0;0)se  definesc  legile de  compozitie
x*y=x-y, xoy=x"", Vx,yeK. Sa se arate ca functia f:K >R, f(x)=Inx, este
izomorfism de la corpul (K,*0)la corpul (R,+,-).

4. Pe multimea Rse definesc legile de compozitie
xxy=3x’+)’, xoy=x-y, Vx,yeR. Sd@ se arate caf:R—>R, f(x) =3[x,este
izomorfism de la corpul (R,+,-) la corpul

(R,*,0).
5%, Pe Qse definesc legile de compozitie X*y=x+y+28i
Xoy=xp+2x+2y+2,Vx,yeQ; Sa se determine a,beR astfel 1ncat
f:R->R, f(x)=ax+b sa fie izomorfism de la corpul (R,+,:)la corpul (R,*,0);
6*. Pe Rse definesc legile de compozitie x*y=x+y—1si
xoy=2xy—2x—2y+3,Vx,yeR; Sa se determine a,beR astfel Tncat
f:R—>R, f(x)=ax+b sa fie izomorfism de la corpul (R,+,)la corpul (R,*0);
7%. Pe Qse definesc legile de compozitie x*y=x+y-—78I
xoy=xy—T(x+y)+56,Vx,yQ; Sa se determine a,beQ astfel Tncat

£:Q—=>Q, f(x)=ax+b sa fie izomorfism de la corpul (Q,+,)la corpul (Q,*,0);
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3. Inelul claselor de resturi modulo n

Conform Teoremei impartirii cu rest in Z , pentru orice doud numere intregi
a si b existd un unic numar q numit catul impartirii dintre a i b §i un rest r cu
proprietatea 0<r(|b| astfel incat sa avem a=b-g+r .

Va,beZ,3\geZ si reN ai. a=bg+r cu OSrS|b|.

Definitie

Fie n eN*. Prin rest modulo n a lui ac Z se intelege restul impartirii lui a la n(
si se noteaza cu a mod n).

amodn €{0,1,2,3,..n—1} - multimea resturilor lui a la impartirea cu n. Se noteaza
cu Rn.

Proprietitile adunarii si inmultirii modulo n.
Fie neN* sia,beZ. Pe Z am definit doua legi de compozitie: suma respectiv
produsul modulo n.

a®, b def(a+b)ymodn, a®,b def a-b modn.

[Meoremd: 1. (@b ®c=a®(B®o);

2. (a®b)=bDa;
3. @®H)®c=a®B®c);
4. (a®hH®c=a®@bh®c);
5. a®b®c)=a®b)D(a®c), Va,bceZ.

Pe Zintroducem urmaitoarea relatie : a =b(modn) < nla—b;
Pentru orice numar intreg a exista un unic x €{0;1;2;.....;n—1} astfel incat

a=x(modn) ;

Fie x eZ, Atunci, prin clasa elementului x intelegem multimea
x= {a Y/

cun;

a = x(mod n)} , a tuturor numerelor intregi a care dau restul x la Tmpartirea

x=xmodn;
Exemple: 7mod5 =2; 8mod4=0; 12mod7=5;
0= {a eZ|am0dn :0};

~

lz{an|amodn:1}

n—lz{an|amodn :n—l} ;
Notim cu Z, = {(A);T; 2;....;n—1} - multimea claselor de resturi modulo n;

Asadar, aek < amodn=k;
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Y/ =6uiu2u....un—1;

Pe 7, = {f);f; 2.1 —1} introducem doua operatii: adunarea si inmultirea claselor
modulo n

a+b=a+b=(a+bymodn si ash = ash = (ash)mod n n raport cu care (Z,,+,) devine
inel, numit inelul claselor de resturi modulo n;

Exemple: 3+5=8=2inZ.; 4+7=11=0inZ, 3 35=15=1in Z,

Tablele operatiilor de adunare si inmultire ale claselor de resturi modulo n

Proprietatile pe care le au adunarea si inmultirea claselor de resturi modulo n pentru
care multimea de resturi modulo n devine inel se pot observa si pe tablele acestor operatii:

n=2;’¥ ;’%
00 1 0/0 0
111 0 110 1
+ [0 1 2 e |0 1 2
=3 5[5 1 2 0|0 0 0
i 11 20 1 ]0 1 2
2 |2 61 2 0 2 1

Elemente simetrizabile in inelul (Z,,+,)

In raport cu adunarea claselor de resturi modulo n , simetricul elementului
aeste elementul —a:

Teorema. Fie neN. Atunci -a=n-a, VaeZ,;

Exemple: ~6=7—-6=1in Z,5 2=9-2=Tin Z,;

In raport cu Inmultirea claselor de resturi modulo n , elementele simetrizabile
se numesc elemente inversabile:

- aeZ, este inversabil daci si numai daci a si n sunt prime intre ele,
(a,n)=13

Demonstratie: Fie aeZ, un element inversabil din inel ceea ce este echivalent cu
faptul ca exista un alt element

BeZﬂ astfel incat a-b =1« existd k e Zastfel incit a-b=nk+1< a-b+n(—k)=1<
(a,n)=1.

- (Z,,+:) este corp < n este numér prim;
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Demonstratie: ~ Dacad (Z,,+:)este corp, rezultd V aeZ, element inversabil,

conform teoremei precedente rezultd cd a si n sunt prime intre ele, (a,n)=1, deci n
este numar prim.
Reciproc, dacd n este numéar prim rezultd V aeZ, (a,n)=1, conform teoremei

precedente rezultd cd V aeZ, , a este inversabil deci aceasta implicd faptul ca
(Z,.,+;) este corp.

Multimea elementelor inversabile din Z, in raport cu inmultirea din Z, formeaza
grupul elemenelor inversabile U(Z,).

Atunci, U(Z”):{ }:{ :1};

Numirul elementelor inversabile ale inelului(Z,.+.+) este dat de formula

=@(n)= r{l —i}(l—i)-..s(l—ij unde n=p" - p,” ... p,“ reprezinta
z P, Py

descompunerea in factori primi ai numarului natural n;

Exemple: U(Z)={-1;1}; U(Q)=Q\{0
U(z,)={i}; u(z;)={i:2}; U(Z4):{i;
In general, U(Zp)zzp \{6}, p—prim ;

U(ZIi1) = {-L:L:i;—i} ; U(Z[i\/c—{]) ={-1;1}, d intreg, liber de patrate;
U(M,(4)={X e M,(4)|det X eU(A4)};

U(M,(Z)={X € M(Z)|det X & {-L1}} ;

(
(
(
( {i,§,§,7}} ;

U MH(ZS)):{

=/ Exercitii rezolvate

1. Sa se calculeze: a) 45+341n Z,,; b) 123+2551n Z,;
Rezolvare:
a) 45=45mod11=4, 34=34mod11=1, 45+34=4+1

b) 123=123mod9 = 6, 255=255mod9=3, 123+255= 6

2 1
2. Sa se calculeze in Z.: a) 3 3 5
4 1 2 4

2 3 31) (2 4
Rezolvare: a) = NE
4 1Jl2 4) 14 3

A
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le,=2-3+3.2=12=2.

le,=2-143-4=14=4.

e, =4-3+41-2=14=4,

lLe,=4-1+1-4=8=3,

b) [? %].{2 3](0 2}.
30/(4 2) 1 4

3. Si se calculeze determinantiiin Z, :

. 321 2 3 4
3 4 4 6 .. A s
a) dyb)l ;o 5 4; d)l0 5 6|;
25 53 S .
26 3 213
Rezolvare:
34 4. R
a) " |=35-4.2=7=0
25
4 6 A an .
b)|. |=4-3-6-5=-18=21-18=3
53
321
)l 5 4=45+8+16-10-60-8 =—0=-2-7-2=5;
2 6 3
2 3 4
d) 0 5 6/=30+36-40-12=66-52=14=0;
21 3

4. Sa se rezolve sistemele de ecuatii pe multimile indicate:
a) {Zxﬂv:linz3 ; b) {5x+3y:4inz7 ;
X +y=2 2x +y=2
Rezolvare: a) Adunand cele doud ecuatii se obtine: 3x+2y=3=2y=0= y=0si din
una din ecuatii obfinem ca x=2=S= {(2;6)} ;
b) Adunand cele doui ecuatii se obtine 7x+4y =6=>4y =6=>y =5 Inlocuind intr-
una din ecuatii se obtine cd x=2= 5= {(2;3)} ;
5. Si se arate cii ecuatia x> +2x+5=0nu are nicio solutie in multimea Z_;

Rezolvare: Se varezolva ecuatia x*+2x+5=0 verificand pentru fiecare element
din Z,:
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62+2~6+§¢6, iz+2~i+§¢6, 22 +2~2+§¢6, §2+2~§+§¢6, 42 +2~4+§¢6,

32 +2.5+520

6. Sa se calculeze probabilitatea ca alegind un element din multimea 7. ,
acesta si verifice egalitatea 3x+4=0;

Rezolvare: Se verifica ca singura solutie a ecuatiei 3r+4=0este x=2, rezultd ci

probabilitatea este P = é :

7. Si se determine elementele inversabile din a) (Z;,,+.-), b) (Z,.+.")

Rezolvare:
a) Daca n este prim atunci toate elementele nenule sunt inversabile. Atunci,

multimea elementelor inversabile este U(Z,,)=Z,, - {6} .

b) Conform definitiei, a € Z, este inversabil daca si numai daca (a,n)=1.
Multimea elementelor inversabile este

U(Z,,) = {i,§,§,7,11,13,17,19, 21,23,27,29.31,33, 37,39} :

8. Sii se determine inversul elementului: a) 5 in Zg3; b) 7in Z,5 ¢) 41in 7,5
Rezolvare:

a) 5.x=1=>x=5 este inversul lui 5in Zg;

b) 7.x=1=>x=4 este inversul lui 71n Zy;

¢) 4-x=1=>x=3 este inversul lui 4in Z,,;

Exercitii propuse l;‘*\

1. Sa se calculeze:
a) 14243444546 inZ,; b) 14243+..449+50 inZ,; ¢) 1.242-3+3-4 inZ,;

d) 3-7+5-8 inZ,; e) 2+6+9-18 inZz,;
2. Sa se rezolve ecuatiile In Z,:
a) 2x+3=4; b) 3x-3=1;  ¢) dx+2=2x+4; d) ¥ +4=0; €) x> +3x=0;

f) ¥ +x+3=0.

3. Sa se rezolve ecuatiile In Z;:

a) 3x+2=1; b) 4x+3=2; ¢) X’+x+2=3; d) ¥ +3x+1=0;
e) ¥+ +3=4;

4. Sa se calculeze:

2 4)(3 1). 4 3\(5 6). 2 3)(5 3).
a| . .| inz, ; b . ~mnZ,;; o©f. . .| InZ,;
1 3)\2 4 2 5)i3 1 1 4)\2 3

61



ADRIAN STAN

2 3 4)(2 13
d)[1 2 3|0 2 1/in2zZ,;
31 2/l4 31
5. Sa se calculeze determinantiiin Z, :
of owl el
21 35 56
6. Sd se calculeze determinantii in Z:
123 4 31 320 213
a)o 2 1; b2 01; ol 12; B 4 1;
31 4 321 123 213

7. Sa se rezolve in Z, sistemele:
) {2x+2y=6; b) {§x+2y:Ai; o {4x+A2y:§; a {4x+§y=§; 0 {Z:’ax+}':4A.
X+2y=2 x+y=1 x+3y=2 2x+4y=1 Sx+2y=3

8. Sa se rezolve sistemele de ecuatii pe multimile indicate:

2) {3x+2y :A3TnZ3 . b) {2x+3y = 2inZ3 - {4x+3¥ =3 iz, d) {3x+5y =24
x +y=1 X +2y=2 2x +3y=4 x +2y=3

Z,.

9. Sa se calculeze probabilitatea ca alegand un element din multimea Z, , acesta sa

verifice egalitatea x*+2x=7;

10. Si se rezolve in Z, ecuatia x+2x+3v+..+11lx=5;

A~

11. Sa se rezolve in Z, ecuatia x4+ 2¢+3c+...+8¢ =0
12. Sa se determine numarul elementelor inversabile din:

a) (Zs;°); b) (le;'); c) (Z7;'); d) (Zn;'); e) (ZIOI;.);

13. Sd se determine elementele inversabile din: a) (Z:e); b) (Z,:0); ¢) (Zg:e); d)
(Zs);
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IV. INELE DE POLINOAME

1. Operatii cu polinoame

1.1 Forma algebrica a unui polinom

Fie (K, +, -) un corp comutativ unde K poate fi unul din corpurile
Q. R, C, Z,cu p prim;

Definitie (Forma algebrica a unui polinom)

Se numeste polinom in nedeterminata X cu coeficienti in corpul K o
expresie algebrica de forma f=a,+a,X +a,X*> +a, X’ +....+a,X", unde neN iar

a,,a,,a,,a,,...a, € K se numesc coeficientii polinomului, g,se numeste termen liber
iar a, se numeste coeficientul dominant.

Exemple de polinoame: f(X)=4x-7, g(X)=2x"+4x—7, h(x)=4x"-3X+2, etc.

3 _ 1
Urmatoarele expresii nu sunt polinoame: % ; 3X2+4X+2;
5X7+3X 7 +2.

Notam cu K[X], multimea polinoamelor cu coeficienti in corpul K;

Dacd feK[X], atunci f= Za,,X ",a,#0 este scrierea sub forma restransa a
i=0

polinomului f;

Definitie (Gradul unui polinom)

Fie 1= Zn:a,.X "un polinom nenul din K[X]. Numarul natural n se numeste gradul
i=0

polinomului f si scriem grad (f) =n, daca a, #0 si a, =0, Vi)n.

Gradul polinomului nul (f=0), este —o, cu conventiile, —oxn, —00+n=-—0.
Dacd g, =1, atunci f se numeste polinom unitar sau monic;

In general, in exercitii, polinoamele se scriu incepand de la termenul de grad cel mai
mare.

Exemplu 1. Sa se determine gradul urmatoarelor polinoame:

a) f(X)=2x-6, feZ[X]; b) f(X):4x3—%X+%, feQ[X];

€) f(X) =3x" +5X° +4J6x* +3, feR[X].
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Rezolvare:
a) grad(f)=1; b) grad(f)=3. ¢) grad(f)=4.

Exemplu 2. Sd se determine gradul polinomului f(X)=(m-2)x’-2x+9, feR[X]

in functie de numarul real m.
Rezolvare:
Daca m-2=0=m=2rezultd c¢a grad(f)=1; Daca m=2rezulta ca grad(f)=3.

Activitate independenta \ Raspuns

Se considera polinomul m#3=> grad(f)=2
f(X)=(m=3)X*+(m"-9) X +8eR[X]. Si se determine gradul | m=3=grad(/)=0

polinomului f in functie de parametrul real m.

Definitie (Polinoame egale)

Doud polinoame f.geK[X], f=a,+aX+a,X* +a, X’ +....+a,X" §i
g=b, +b X +b,X* +b,X’ +...+b,X"se numesc egale si scriem /=g daca si numai
daca au acelasi grad, n = m si coeficientii termenilor de acelasi grad, sunt egali,
a,=b, Vi= (ﬁz

Exemplu 3. Si se determine m e R astfel incat f = g, unde f = 2+X2, g=2+(m-5)X>;
Rezolvare:

Din conditiile de egalitate ale celor doud polinoame , rezultd m-5 = 1 de unde
rezultd ca m = 6;

Activitate independenta \ Réspuns

Se considera polinoamele
X)) =(m=-3)X>+(m-9) X +8eR[X]si g(X)=6X"+2m-10eR[X]. | m=9,n=2.
Si se determine parametrii reali m,n astfel incat polinoamele sa
fie egale.

Definitie (Polinom constant. Polinom nul)

Un polinom, f=a,+a,X+a,X*+a,X’ +....+a,X" €K[X]se numeste constant

daca toti coeficientii polinomului cu exceptia termenului liber , sunt nuli.
f se numeste polinom nul daca si numai daca toti coeficientii polinomului sunt
nuli, ¢, =0, VieO,n.

Exemplu 4. Si se determine meRastfel incat polinomul f = (m-2)X?+(m?-
4m+4)X+m?-4 si fie nul.
Rezolvare:

Pentru ca polinomul si fie nul trebuie ca toti coeficientii polinomului sa fie
egali cu 0 in acelasi timp. Punand conditiile m-2 = 0, m*-4m+4=0 si m?>-4 = 0,
rezultd m = 2.
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«# Exercitii rezolvate

1. Sa se scrie forma algebrica a urmaétoarelor polinoame:

a) [=4X’+7X°-5X+6, feR[X]; b) g=3+8X"-7TX+X* geR[X];
€) h=2X-50BX+2).heR[X]; d) i=(x+4),ieR[X];
Rezolvare :

a) f=7X’+4X>-5X +6. b) g=3-7X+8X +X*,sau g=X"+8X’ -7X+3;

€) h=2X-5BX+2)=6X>+4X-15X-10=6X>-11X-10;

d) i=(X+4)=X>+8X +16.

2. Se considerd polinomul f=X’+aX’+bX+c,[eR[X]. S& se determine
a,b,c e Rastfel incat polinomul f si fie egal cu polinomul g =(Xx +2)’,g e R[X].

Rezolvare: ~ Cum g=(X+2)=Xx"+6X*+12x+8, din  f=grezulti
a=6,b=12,c=8.

3. Se consideri polinomul feR[X], f(X)=x"'+aX’+7X*+bX-8.

a) Si se scrie forma algebrici a polinomului 4#(X)=(X*>-6X+8)(X*-1) ;

b) Sa se determine a,5 <R astfel incit polinoamele f si h s fie egale.

Rezolvare :

a) h(X)=(X*-6X+8)X* -D)=X"-6X’+7X*+6X -8

b) Din f(X)=x"+aX’+7X*+bX -8=X"*-6X’+7X*+6X -8 rezultd a=- 6 si b=0.
4. Se dau polinoamele f,geZ.[X], f(X)=(a+2b)X> +4X +2a+2b

2(X)=3X>+4X +3a+bh. Sa se determinea,heZ, astfel inciat cele doua
polinoame s fie egale ;

. +2h=3 o .
Rezolvare : Din f = g rezultd f’ L si din prima ecuatie, rezulta
2a+2b=3a+b=a=>b

3a=3=a=1=a=b=1.

5. Aflati a,b,c cRastfel incat polinomul 7(X)=X’+4X>+3X+1 sd fie egal cu
polinomul g(X)=(X-1)’+a(X -1)> +b(X -1)+c.
Rezolvare:

Mai intai se aduce la forma algebrica polinomul g :
gX) =X -1’ +a(X -1’ +b(X D) +c=X’-3X*+3X -1+aX’-2aX +a+bX —b+c=
=X’ +(@-3)X*+(B-2a+b)X +(-1+a-b+c).
Din f = g rezulta a-3=4=a=7, 3-2a+b=3=bh=14, iar din
—1l+a-b+c=1=c=9.

6. Sa se determine abeRastfel incat gradul polinomului
S(X)=aX’+(a-2b*+8)X* +(b+4) X +10e R[X] si fie egal cu 1.
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Rezolvare:

Pentru ca polinomul dat sa aiba gradul 1 trebuie ca sda egalam cu zero
coeficientii termenilor de grad 3 si 2 iar coeficientul termenului de grad 1 sa fie
diferit de zero, adicda a=0, a—2b*+8=0, b+4=0. Din cele trei conditii
rezultia=0, h=4 .

7. Studiati in functie de parametrul real m gradul polinomului
FX) =(m* =1) X° +(m” —4m+3) X +(m—1) X +m-1e R[X].
Rezolvare:

Polinomul poate avea gradul 3 numai daca »” —1=0adicd m= +1;
Dacd m=-1, atunci gradul polinomului este 2 iar dacd m=1atunci grad(f)=-o0,
deoarece polinomul f este nul.

8. Sa se determine a,b,c e Rastfel incat polinomul
f=aX’—(b-5X+3c+9, f e R[X] si fie nul.
Rezolvare:

Se pun conditiile ca toti coeficientii polinomului sa fie egali cu 0.
a=0, b—5=0=b=5, 3¢+9=0=c=-3;

Exercitii propuse |+ =\

1. Sa se scrie forma algebricad a urméatoarelor polinoame:

a) [=5X"-2X+4X’+6X, [ cR[X]; b) g=5X+2-3X"+X*,geR[X];
€) h=(BX-2X*)(4X +3).heR[X]; d) i=2x-3),ieR[X];
2. Se considera polinomul f=aX’+bX+c,/eR[X]. Sda se determine

a,b,c e Rastfel incat polinomul f sa fie egal cu polinomul g =(3X -2)’,g e R[X].

3. Se considerda polinomul f=X’+aX’>+bX+c,feR[X]. Sa se determine
a,b,c e Rastfel incat polinomul f sa fie egal cu polinomul g=(x -3)’,g e R[X].

4. Se considera polinoamele
f=X"+aX?+bX -3, g(x)=(X*-3X+1)(X-3),f.geR[X].

Sa se determine a,b € R astfel incat polinoamele f'si g sa fie egale.

5. Se dau polinoamele  f,geZ,[X], F(X)=(a+b)X*+2X +1 ,
g(X)=3X>+Ba+b)X +1. Si se determine a,b < Z,astfel incit cele doud polinoame

sa fie egale ;
6. Se considera polinoamele f=X+aX*+bX+c, g=X-DX-2)(X+2) ,

f.geR [X ] .
Sa se determine a,b,c e Rastfel incat cele doua polinoame sa fie egale.
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7. Sa se determine gradul polinomului
f= DX~ —Tm+6)X* +(m-1)X +3m+2eR[X] in functie de parametrul real
m

8. Sa se determine a,b e R astfel Incat polinomul
f=(@~7a+10)X’ —(2b+6) X" —(a—2)X +2a+b e R[X] sa fie constant.

9. Sa se determine a,b e Rastfel incat polinoamele
F=Ba-2b)X" -2X> +3aX +8cR[X] §i g=8X"+(a+4b)X* +(b+11)X +8cR[X] sa fie

egale.
10. Fie polinomul ' =8X° +aX* +bX +27€7[X] . Sa se determine a,b,m,n € Zastfel
inct f=@mx+n)’;

11. Sa se determine abecRastfel incat gradul polinomului
f(X)=(@-NX —(a+b+5)X°+(b*+4HX +3eR[X] sa fie egal cu 1.

12. Sa se determine m e R astfel incat polinomul
f=(m=25X"+Bm+15X> —(m’ +5m) X, f e R[X]sa fie nul.

13. Sa se determine a,b,c e Rastfel incat polinomul

f=(@-2)X +bX*+(2c-6)X +7, f e R[X]sa fie polinom constant.

14. Sa se determine numarul tuturor polinoamelor de gradul al doilea cu coeficienti
in:a) Z,[X]; b) Z[ X]:
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1.2 Valoarea numerica a unui polinom

Definitie

Fie feK[X], f=a,+a X +a,X* +a,X’ +....+a,X". Pentru x e K, numarul
f(x)=a, +a,x+a,x* +a,x’ +....+a,x" se numeste valoarea numerica a polinomului
f in x. Daca f(x)=0 atunci x se numeste riadicina a polinomului f<K[X] si
spunem ca x anuleaza pe f.

Exemple:

1) Fie f=3X*>+4e7Z[X]. Valoarea lui f in -1 este f(-1) =3+4 =7,

2) Fie f=4X*+2X+3eR[X]. Valoarea lui f in V2, este f(\/§)=8+2\/§+3=11+2\/§;
3) Fie f:3X2+§X+ieZ4[X]. Valoarea lui fin 2este f(2)=3-0+2-2+1=1.

Definitie

Fie feK[X]un polinom arbitrar ales. Se numeste functie polinomiali asociati
polinomului f, functia 7:K — K.definitd prin f(x)= f(x), VxeK.

Suma coeficientilor unui polinom, a,+a, +a, +a, +...+a, se poate determina

calculand valoarea polinomului in 1, si anume f(1);

Suma coeficientilor termenilor de grad par ai unui polinom,

q SO+/ED
2

a,+a, +a, +ag+... se determind calculan iar suma coeficientilor

termenilor de grad impar ai unui polinom, g, +a, +a, +a, +... se determind
calculand w

Exemple:

4) Fie polinomul f(X)=0+X+X)"eR[X] avand forma algebrica

f = X +ay, X" +..+a X +a,. S4 se arate cd suma aq +a,+...+a,,, este un

numar par.
Rezolvare:

_SO—fCED _@-DT 14 M-

A+ A+t Ay, = =2M, adicd suma este un
’ 2 2 2

numar par;
5) Fie polinomul f(X)=1+X+X")"""eR[X] avand forma algebrica
[ =0, X +a, X" +..+a X +a,. SA se arate cd suma q,+a,+...+a,,, este un

numar par.
Rezolvare:

1007 1007
a0+a2+____+a2m4:f(1)+2f( hH_3 2+1:(4 1)2 +1_4M-1+1

=2M , adicd suma este
un numar par.
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- Daca f este un polinom cu coeficienti rationali si «,b<Q,b)0astfel
fncat b ¢Q, atunci, existi 4 BeQastfel incit f(a++/b)= 4+ BJb respectiv,
fla=by=a-BJb .

Demonstratie:

Fie f=aX"+a, X"'+..+aX+a, un polinom cu coeficientii
a,,a, ..., a,,da,numere rationale.

Atunci, f(az* Jb) = a,(at N a, (at NS a(at Jb) + a,. Utilizand
binomul lui Newton si tinand cont ca pentru orice numar natural n, au loc relatiile
b)Y =b" eQsi Vb)Y =+b"/b , rezultd f(a++b)=A+BJb, respectiv
fa—by=A4-Bb.

- Daci f este un polinom cu coeficienti reali si z un numir complex,
atunci f(z)= f(z),unde zreprezinti conjugatul lui z, iar f(z), conjugatul lui
f(z).

Demonstratie:

Se cunosc proprietatile conjugatului unui numar complex, adica:
z+2z, :;I+g’ 2172, :ZZ (*)

Fie polinomul f=aX"+a, X" +.+aX+a,, cu coeficientii
a,,a, ,...,a,,a,numere reale. Atunci,  f(z)=a,z" +a, 2" +..+az+a, iar
f@=az"+a, z"" +.+ @ + ;0.

Mai departe, folosind proprietatile *), rezulta
f(z)=a,-z"+a,, -z"" +..+a,-z+a,. Cum  a,=a,, a =a.,...,a,=a,deoarece
a,,a, ..., a,,da,sunt numere reale rezulta atunci ca

f()=a,-z"+a,, .z tta z+a, = f(2)=a, (2)"+a,, ()™ +.ta zta, &

/(z) = f(z) adicd tocmai ceea ce trebuia demonstrat.

Activitate independenti \ Rispuns
Se consideri polinomul f(X)=X’-2X"+3X-1eQ[X]. Sa se
arate cii suma S=7/2-3)+f2+3)eN. §=34eN.

E/ Exercitii rezolvate

1. Se consideri polinomul 7(X)=X*+X+1 eZ[X]. Sa se calculeze:

a) f(-2); b) f(—%); ¢) /W2): d) F(2-1):
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Rezolvare:
a) f(-2)=4-2+1=3; b) f(—l):l—2)1+4’1=§;
24 2 4
¢) fN2)=2+2+1=3+2; d) fFW2-D=2-22+1+2-1+1=3-42.

2. Se considera polinomul f(X)=X*-7X+12eR[X]. Sa se calculeze
S f(2)efB)-..s fA0) 5

Rezolvare:
Mai intai trebuiesc gasite valorile pentru care polinomul se anuleaza.
Se asociaza ecuatia de gradul doi, x> -7x+12=0 de unde rezultd x, =3, x, =4. Cum

3 este solutie adica f(3)=0si f(3) se gaseste in produsul dat, rezulta ca produsul
este egal cu 0.

3. Se considerd polinomul f(X)=X’>-3X+1eR[X]. Sa se calculeze

SO+ D+ fB)+....+ f(20)
Rezolvare :
SO+ Q)+ f3)+..... +f(20):(12+22+32+ ..... +202)—3(1+2+3+....+20):20-1:

_ 2022141 4 20;21 +20 = 2870630+ 20 = 2260.

6
S-au folosit formulele: 1+2+3+...+n= n(n2+ D ,VneN.
P+22+3%+..+1° :M,Vnel\l.

4. Fie f(X)=X>-3X-8 eR[X] .Si se calculeze [(-)+f(2)+/1-+2) .
Rezolvare :

SED+ )+ fA-N2) ==14+3-8+242 =342 -8+ (1-+2)’ -3(1-2) -8 =
=-22-2+1-32+6-2J2-3+32 = -3J2-18.
5. Se di polinomul feZ,[X], f(X)=(a+2b)x*+4X +2a+2b, Pentru a=b=1,si
se calculeze in Zs suma : 70)+ f()+ fF Q)+ fB)+ f(4).
Rezolvare : Pentru a=b=1= f(X)=3X’+4X+4.
FO + D+ Q)+ Q)+ f(A) =30 +1> +22 + 3 +4) +4(0+1+2+3+4)+5-4=
=3.(0+1+4+4+1)+4-0+0=0.
6. Se consideri polinomul feZ[X], /(X)=3X"+2X>+ X +m. Si se determine
meZS[X] stiind ca /(2)=4.

A

Rezolvare: Din f(2)=4 rezulti 3-8+2-4+2+m=4=4+m=4=>m=0;

7. Se consideri polinomul f(X)=X’+aX’+bX+5€Z[X]. Sda se determine
a,beZastfel incat f(-1)=-3 si f(2)=9.
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Rezolvare:
{f(—l):—S {—1+a—b+5:—3 {a—b=—7 |2
o

=3 =6a=-18=a=-3, b=4.
f(2)=9 8+4a+2b+5=9 da+2b=-4

8. Fie polinomul f(X)=QX-D)*"+2.X*"-1eR[X] avind forma algebrica
= s X7 +a,, XM+ +a X +a,. Sa se calculeze suma a,+a, +...+ay,, +dys

Rezolvare: Suma Ay + et Gy + o s este egald cu
f(l) — 12015 +2'12014 _1 :1+2_1 :2 .

9. Se considera polinomul f(X)=aX’+(b-a)X’+aX+beR[X] . Sa se determine
a,beRastfel incat f(-1)=—4, fF()=4,si f(2)=17.

Rezolvare:
fHh=-4 —a+b-—a—-a+b=-4
. X —2a+4b=0 a=2b b=1
Din { f()=4 <<a+b—a+a+b=4 = S = .
6a+5b=17 6a+5b=17 a=2

f2)=17 8a+4b—4a+2a+b=17

10. Se considera polinomul f(X)=X"+X"+.+X+1 eR[X]. Sa se calculeze

f3 .
Rezolvare:
Cum f(3)=1+3+3>+3"+..+3%este suma unei progresii geometrice de ratie 3

n__ . 9 _ 9 _

rezultd conform formulei S, =5, - 9 11 ,adica 7(3) =33 11 3 5 ! .
g _

11*. Determinati a,b <R pentru care valoarea polinomului

fX)=X+X*+aX +b eR[X]in V2 -1si fie 542-10.

Rezolvare:

FN2-D=5V2-10 2=+ 2-1’+a(2-)+b=52-10<
(3+a)\/5—4—a+b=§\/5—;0:>3+a:5 si 4-a+b=-10, de unde rezultd a=2si
b=—4.

12**, Se consideri polinomul 7(X)=X"-3X-8<R[X]. Si se calculeze
7Ql5-26 +35+246).

Rezolvare :  Notdm cu a expresia /5—2+/6 +3/5+26 . Observam insd ci
& :(%/5—2\/8+%/5+2\/8)3 =526 +5+246 +335-26 -5+ 246 -a=

=10+3a. Atunci, f(a)= a’ —3a-8 = 10+3a—3a— 8 = 10-8 = 2.
S-a folosit formula (a+b)’ =a’ +b* +3ab(a+b).
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Exercitii propuse |+ =\|

1. Fie polinomul f=X’-3X*+2X-5eR[X]. Sa se calculeze :

1 X
2) D+ B) fO+/D: O fWD+ A+ d) f0+ 70
2. Se considera polinomul f(X)=X?-3X+1 eZ[X]. Sa se calculeze:

W SEDHSCD D) SQHQ) O WD 3

3. Se considera polinomul f(X)=(X-1’+X+1)*eZ[X]. Sa se arate ca
JSED+ M =0.

4. Se considera polinomul f(X)=X*+X-6eR[X]. Sa se calculeze

S f(Aen f (=D f(O)ef Do f (D) £ (5) 5

5. Se considera polinomul f=2X*+3X-5eR[X]. Sa se calculeze

SO+ D)+ fB)+...+ f(100)

6. Se considera polinomul £ =(x-1)""+(x+1)'"-2" e RL.X]. Sa se calculeze

F(=100)+ £(=99) +..+ £(~D)+ £(O)+ f()+...+ £(100);

7. Se considerd polinomul f=X?+3X+2eZ[X]. Sa se calculeze: f(1)+ F(2)+f(3);
8. Fie polinomul f=(X-2)*"+X-2eR[X]avand forma algebrica

[ =0, X7 +ay X" +...+a X +a,. Sa se calculeze suma a, +a, +a, +....+ ay,, +ay,
9. Fie polinomul f=X(1+X-X*)" - X*" +1eR[X]avand forma algebrica

S =, X7+ ay, X 4.+ a X +a,. Sa se calculeze suma a,+a, +a, +....+ ay, +
10. Se considera polinomul £ eZ,[X], f(X)=2X+4X>+3X +m. S se determine
meZ,[X]stiind ca f(2)=0.

11. . Fie polinomul f = X*+aX +beR[X]. Sa se determine a,b € R astfel incat
f(=2)=1581 f(3)=20;

12. Se considera polinomul f(X)=X’+2X’+aX+beZ[X]. Sa se determine
a,beZastfel incat f(-2)= f(2)=5.

13. Fie polinomul f(X)=X"+X°+ X" +x*+ X’ +X*+ X +1, Sa se calculeze f(2) ;

14. Se considera polinomul f(X)=mX>+(2m+n-3)X+m-neR[X] . Sd se
determine m,neRastfel incat f(-2)=25, f(-1)=5,s1 f(1)=-11.

15. Aflati polinomul f de gradul al doilea cu proprietatea
JED) =T fO) =1 f()=-1.

16. Fie f(X)eQ[X]astfel incat f(5-+/3)=12—44/3 . Si se calculeze f(5+/3).

17. Se considera polinomul

2 3 14 15
Xy =142 X X X X

f(X)eR[X]. Sa se arate ca suma coeficientilor polinomului f este numar natural.
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18*. Se considera polinomul f(X)=X’-3X+1 €Z[X]. Sd se calculeze:

a) f(m+m);
b) f(ﬂﬁ/m);
) /(5246 + 54246 );

19*. Se considerda polinomul f=(X*+X+D"eR[X] avand forma algebrica

f=a, X" +a, X" +.+a X +a,;
a) Sa se calculeze g, +a, +a, +...+a,+ay;
b) sa se calculeze a,, +a,, +a;
20*. Determinati a,b <R pentru care valoarea polinomului
fX) =X +3X"+aX +b eR[X]in /3 -254 fie 1443 -22.
21*. Fie polinomul f(X)=X’+3XeR[X]. Sa se calculeze determinantul
a b c
A=|da* b ¢ |,unde a,b,ceR.
fla) f(b) f(o)
22%%, Sa se determine  polinomnul f(X)eR[X]astfel  Incat
X -f(X)=X"+4Xx-3,unde f'(X)este derivata lui f(X).
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1.3 Operatii cu polinoame

Definitie(Adunarea si inmultirea polinoamelor)

Fie K un corp comutativ si
f.gekK[X],f=a,X"+a, X" +..+a,X +a,,grad(f)=n,
g=b,X"+b, X" +..+bX+b, ,grad(g)=m, n=m .
Atunci, pe multimea K[X] definim operatiile:
frg=a,+b,+(a, +b)X +..+a, X" +..+a X"

frg=a, by +(ab, +ab)X +....+(ab, +ab, , +..+ab)X* +..+ab, X"".

Asadar,operatiile de adunare si scddere a polinoamelor se fac adunand
respectiv scazand termenii de acelasi grad.
In particular, produsul dintre un scalar aeKsi polinomul feK[X]este produsul

dintre polinomul constant a si polinomul f.
in operatiile cu polinoame sunt necesare urmatoarele formule de calcul
algebric:
aX £bX =(a+b)X, (aX"(bX")=(a-b)X"", (aX"):(bX")=(a:p)X"".
Exemplu: Fie f=3X>+2X+1eK[X] si g(X)=X+2eK[X]. Atunci:
f+g=3X"43X+3, - g=CX +2X+1)- (X +2)=3X"+8X> +5X +2;

Proprietati:
Fie Kuninel si f,g,he K[X].
1. Adunarea este asociativa: (f+g)+h=f+(g+h), Vf,g,heK[X];
2. Elementul neutru la adunare este polinomul nul: 0+ /= f+0, V/eK[X];
3. Elementul simetrizabil la adunare este polinomul opus:
f+EN=EN+ [ VfeKIX]
De aici putem defini si scaderea polinoamelor: f—g=/+(-g), V/,geK[X];
4. Adunarea este comutativa: f+g=g+f, VfeK[X];
5. inmul‘;irea este asociativa: (f-g)-h=f-(g-h) Vf.,g.heK[X];
6. Elementul neutru la inmultire este polinomul constant 1: f-1=1-7, VfeK[X];
7. Inmultirea este comutativa: f-g=g-f, Vf.geK[X];
8. Inmultirea polinoamelor este distributiva fatd de adunare:
S (g+h)=f-g+[-h Vf.g.heK[X].
K[X] impreuni cu operatiile de adunare si inmultire a polinoamelor devine
inel comutativ;

- Fie K un corp si f,geK[X]. Atunci:
a) grad(f +g) < max(grad(f),grad(g));
b) grad(f-g) = grad(f)+grad(g);
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Daca K nu este corp nu avem egalitate la punctul b).

Exemplu: Fie  f.geZ[X]. f=2X+5 g=3Xx+2. Atunci,
f-g=QX+5-3X+2)=X+4.

Asadar, grad(f-g){grad(f)+ grad(g), intrucat coeficientul dominant al lui f-geste
a,-b,=0.

Definitie(Ridicarea la putere a unui polinom)

Fie feR[X]si neN. Atunci, f" = fofe...of ,iar f°=1, f=0.

nde f

- Teorema impartirii cu rest

Fie K un corp comutativ si 7,geK[X], g=0. Atunci existd si sunt unice,
polinoamele q si r din K[X], astfel incat f =g.q+rcu grad(r) ( grad(g).
(Polinomul f se mai numeste deimpartit, g se numeste Tmpartitor, ¢ se numeste cat
iar r se numeste rest.)
Demonstratie:
Pentru a demonstra existenta polinoamelor q si r procedam prin inductie dupa
gradul lui f. Astfel, fie m=grad(f) si n=grad(g). Daca m(n, se ia q=0 si r devine egal
cu f, verificandu-se relatia data.
g-q+r=g-0+ f=fcu grad(r) ( grad(g).
Daca m>nsi f=a,+a,X+a, X’ +a, X’ +...+a, X", a, #0,

g=b,+b X +b,X* +b, X’ +...+b X", b, #0, atunci cum b, = 0si K este corp, rezulta

ca b, #0 este inversabil, prin urmare, polinomul f, = —Z—'”X " .g (sau fi=f-g)

(1)
are acelasi grad cu al lui g si acelasi coeficient dominant cu al lui g.
Rezultd, grad(f;) ( grad(f)=m = polinomul fi=f-g; are gradul mai mic ca m.

Conform ipotezei de inductie, relatia fiind adevérata pentru polinoamele f de
grad mai mic ca m, atunci existd polinoamele q; si r; din K[X] astfel incat
Ji =89, +rcu grad()  grad(g). (2)

Din relatiile (1) si (2) rezulta:

f=fitg=g9q9 +n +Z—mX"””g:>f:g-(ql—i—c;—'”X””")+r1 iar daca definim

n n

a, men .
q9=4q,+ ZX S$1
r =1}, obtinem ca exista q si r astfel incat f=g-q+r cu grad(r) { grad(g)=n.
Pentru a demonstra unicitatea polinoamelor q si r, presupunem ca existd q;, qz
sir, r, astfel incat:
S =gq +n,cu grad(r) ( grad(g)
fi=g-q,+r,cu grad(r,) { grad(g).
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Prin scadere se obtine: g(qi-qz) =12 —11.
Dacd ¢, —q,#0, atunci grad(g)+grad(q, —q,)= grad(r, —1,) ceea ce indicd o
contradictie deoarece grad(g) ) grad(r, —r,) intrucat
grad(g) ) grad(r), grad(g) ) grad(r,) ,
asadar ¢, - ¢, =0 ¢, =q, =1, =1,.

Procedeul de descrestere repetata a gradului polinomului f la impartirea cu
g, intdlnitd in cadrul demonstratiei teoremei de mai sus si descrisa de relatia (1) ne
da ceea ce se cheama algoritmul impartirii cu rest, un algoritm ce ne permite sa
determinam catul si restul impartirii unui polinom f'la alt polinom g.

Algoritmul impartirii cu rest

a) Dacad grad(f) ( grad(g),atunciq=0sir="{f.

b) Fie grad(f) > grad(g). Atunci,

- se aranjeazd polinoamele f i g sub forma unei scheme, ca in cazul Tmpartirii a
doud numere;

- se determina primul termen al catului prin impartirea termenului de grad maxim
lui f la termenul de grad maxim al lui g.

- se Tnmulteste aceasta cu g iar polinomul rezultat se trece cu semn schimbat sub f
astfel incat termenii de acelasi grad sa fie unii sub altii, dupa care se aduna,
obtinandu-se primul rest partial.

Daca gradul acestuia este mai mare decat gradul Tmpartitorului, atunci se continud
procedeul pana cand apare primul rest partial de grad strict mai mic decét gradul
impartitorului.

Exemplu:
4XP+5X°-2X +3 2X—+2
4X7-3X +4
—4X°-8X°
/  —3X’-2X+3
3X7+6X c(X)=4X*-3X+4, r(X)=-5.
/4X+3
-4X-8
/5
Etape:

4X3:X=4X?, asadar se trece la cat 4X?

Se inmulteste 4X? cu X+2, rezultatul trecAndu-se cu semn schimbat in stanga.
Procedeul se repeta.

Se obtine catul 4X>-3X+4  si restul -5.
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Catul si restul impartirii unui polinom f la un polinom g se pot obtine si
prin metoda coeficientilor nedeterminati. Pentru aceasta, se foloseste Teorema
impartirii cu rest. in relatia
f=g-q+r, se ia q un polinom cu coeficienti nedeterminati si de grad egal cu
grad(q)= grad(f)- grad(g), iar r se ia la fel, drept polinom cu coeficienti
nedeterminati si de grad mai mic ca o unitate decat gradul lui g.

Dupa ce se desfac parantezele, se identifica coeficientii termenilor de acelasi
grad din cei doi membrii ai egalitatii, obtinandu-se un sistem de ecuatii avand drept
solutii, coeficientii polinoamelor q si r.

Exemplu:

Fie polinoamele f=2X3+7X*+8X +3 si g=2X*+3X+1, s se determine catul si
restul Tmpartirii lui f la g, folosind metoda coeficientilor nedeterminati.
Din relatia f=g-q+r, rezulta
2X3+7X%4+8X +3 =(2X%+3X+1)(aX+b)+ (¢X+d) <
2X3+7X%+8X +3 =2aX3+(2b+32)X*+(a+3b+c)X+b+d,
Prin identificarea coeficientilor termenilor de acelasi grad, rezulta:
2a=2 = a=l;
2b+3=7 = b=2;
1+6+¢c=8 = c=1;
2+d=3 = d=1, asadar q=X+2 si r=X+1;

£ Exercitii rezolvate

1. Sa se calculeze suma, diferenta si produsul polinoamelor f,g unde:
a) f=2X"—4X’+5X-6, g=X-2, f,geR[X];
b) f=—2X>-8X+3, g=2X-3, f,geR[X];

Rezolvare:
f=2X"—4X>+5X -6 (+) f=2X-4X*+5X-6 (-)
a) g= X-2 g= xX-2
f+g=2X"-4X"+6X-8 f-g=2X"-4X>+4X -4

feg= (2X3 —4x° +5X—6)-(X—2) =

=2X'—4X’+5X>-6X (+)
—4X°+8X* 10X +12
fog=2X"-8X’+13X* 16X +12
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f==2X’-8X+3 (+) f==2X’-8X+3 (-)
b) g= 2X-3 , g= 2X -3 ,
f+g=-2X"-6X f+g=-2X-10X+6

fog=(-2X>-8X +3)(2X -3) =
=4X*+6X° +)
-16X7*+24X
+6X -9
feg=—4X"+6X°-16X*+30X -9

2. Sa se determine citul si restul impéartirii polinomului f la g in urmétoarele
cazuri:

a) f=2X"-4X’+5X-6, g=X-2, f,.geR[X];
b) f=3X"+2X>-4X+2, g=X"-3X+2, f.geR[X];
€) f=X"+3X"-2X+1, g=2X+1, f.geR[X];
Rezolvare:
IX_4X 45X -6 | A
2X°+5

2X+4X°
ay / / 5X-6 c(X)=2X2+5, r(X)=4

—5X +10

/ 4

X*-3X+2
3X +11

3XP4+2X7—4X +2

33X’ +9X°-6X

b) /  11X*-10X+2 c(X)=3X +11, r(X)=22X-20
—11X*+33X-22

/ 22X =20
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X +3X*-2X+1

¢) S Sy c)=tx i dx B 2
2 2 4 8

3. Se consideri polinoamele f(X)=X"+4X+3cR[X] si

gX)=(X+2)"""+ X +2eR[X].

a) Sa se calculeze f(-1)+g(-1) ;

b) Sa se calculeze suma coeficientilor polinomului g ;

¢) Sa se calculeze restul impirtirii polinomului g la polinomul f.

Rezolvare:

a) f(-1+g(-1)=2;

b) Suma coeficientilor polinomului g se determina calculand g(1) care este agal cu
32010 +3.

c) gX)=f(X)q(X)+r(X), grad(f)=2, atunci grad(r)=1. Fie r(X)= aX+b.
X+ + X +2=(X*+4X +3)-q(X)+aX +b. Dand valori lui X, convenabile se
obtine :
X=-3=-3a+b=0

=—-1=-a+b=2. Din cele doua relatii rezultd ca a =1 si b =3. Asadar, restul este
X+3.

4. Determinati polinomul f(X)eR[X]stiind ci :
a) fo(X°-X)=X*-3X"+2X7;

b) fe(x +X+1) X°-1;

¢) f(X-3)=X"-9;

d) fo(X-4)(X-2)=X"-3X"-10X +24;

€) (X+1)ef=X"+4X+5;
Rezolvare:
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a) Cum gradul polinomului din dreapta este 4 inseamna ca si gradul polinomului
din stanga este 4 aceasta inseamna ca gradul lui f este 2. Se va considera polinomul
f=X*+aX +b intrucat coeficientul termenului de gradul patru este 1.

Atunci, din (X* +aX +b)f(X* - X)= X" -3X" +2X" <

X' +@-DX’+b-a) X -bX=X'"-3X+2X = a-1=-3, b—a=2, -b=0=

a=-2, b=0. Asadar, f=X"-2X.

b) Este chiar formula (X—l)-()(2 +X+1)=X"-1, asadar, f=X-1;

c) Este chiar formula (X +3)« X -3)=X*-9, asadar, f=X+3;

d) Pentru ca polinomul din stanga sd aiba gradul trei, se ia f = X +a, atunci

(X +a)(X-4)(X-2)=X"-3X"-10X +24 =

X’ +(a-6)X* +(8—6a)X +8a= X" -3X>-10X +24de unde rezultd ca a=3, asadar,
f=X+3.

e) Cum gradul polinomului din dreapta este 3 rezulta ca
grad[(X +1)ef]=3= grad(f)=2.

Consideram polinomul f=X’+aX +beR[X] cu coeficientul dominant 1 intrucat f
inmultit cu X+1 trebuie sa dea un polinom care are termenul de grad 3 egal cu Xx° .
X+Def =X’ +4X+5 S (X +De( X’ +aX +h) =X +4X +5 <

X +@+ DX +b+a) X +b=X"+4X +5.

Din identificarea coeficientilor rezultd a+1=0=a=-1, b+a=4si b=5.

Asadar, polinomul f care verifica relatia datd este = X* - X +5.

5*. Sa se determine coeficientul lui x*'"' din expresia

2010 2011
.

A+0)™" +x1+ )" + 2 A+ )™ + ...+ x
Rezolvare. Cum din fiecare termen se obtine x

(I+x)+x

' i fiind in total 2012 termeni,

atunci coeficientul lui x *" este 2012.

6*. Sa se determine restul impartirii polinomului f(X)=(X-3)"+(X-2)"+1 la
polinomul g=X2-5X+6;

Rezolvare : Cum gradul restului este mai mic decat gradul impartitorului, putem
scrie : f(X)=(X>—-5X+6)-c(X)+aX +b.

Cum 2 si 3 sunt solutii ale ecuatiei X? -5X+6= 0, atunci, din f(2)=2 si f(3)=2
rezulta 2a+b=2 respectiv 3a+b=2 adicd a=0 si b=2. Asadar, restul este r(X)=2.

7*%. Fie polinomul f(X)=X"+ X+ X +x'+ X’ + X* + X +1,
Si se determine restul impartirii lui f 1a X3 — 3X?* +2X.
Rezolvare :
f(X)=X(X*-3X+2)-c(X)+aX*+bX +c.
f(0)=c=1,
f(1) = at+b+c=11,
f(2) = 4a+2b+c = 255. Din rezolvarea acestui sistem, rezultd a=117, b=-107, c=1,
adica restul impartirii este r(X)= 117X%-107X +1.
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8**, Sa se determine restul impirtirii polinomului 7(X)=(X+D*"+3Xx°+2 la
polinomul g =X?*+3X +3.

Rezolvare: (X +1)’ =X’ +3X*+3X+1=X-g+1, de unde rezulta ca

£ :(X+1)3‘670 +3X? +2:(X'g+1)670 13X2 42—

=M, +1+3X°+2=M +3(X*+3X+3)-9X -6=

=M, -9X -6, unde M, este un multiplu de g.

Asadar, restul Tmpartirii lui fla g este polinomul r(X)= -9X-6.

9%*, Fie polinomul f(X)=(1-X’+X")"=a,+aX+a,X* +..+a,X"".

a) Sa se calculeze a,+a,+a, +..+ay, ;

b) Si se determine restul impartirii lui f1la X2 - X +1 ;

Rezolvare : a) a,+a,+a, +...+a,, = f(1) =1

b) Restul impartirii lui fla X? — X+1 este obligatoriu de forma aX+b , atunci

X)) =(X"=X+1)-c(X)+aX +b.

Fie x, o rddacind a lui X? — X +1=0. Rezultd x, =-1si x> =x,~1 . Rezulta,
fx)=1-x7+x)"" =x," =x,> =x,—1. Pe de alta parte, f(x,)=ax,+bsi din egalarea
celor doud relatii se obtine : ax, +b=x,—-1=a=1,b=-1, asadar, restul impartirii lui f
la X? - X +1 este polinomul r(X) = X-1.

10%*. Fie polinomul f eR[X]care verifica relatia:

X fXO)+(X -Df(X+1)=2X>+4X-3si reR[X], restul impartirii lui f la X>
+1. Sa se calculeze r(0).

Rezolvare :

Deoarece grad(2X? +4X-3) = 2, pentru a avea egalitatea din enunt trebuie ca
gradul lui f sd fie 1. Fie
f(X)=aX+b, abeR= X-(aX +b)+(X —1)(aX +a+b)=2X>+4X -3.

Dupa desfacerea parantezelor rezultd: 2aX? +2bX —b—a=2X" +4X -3, de unde se
obtinecia=1si b=2. Asadar, f(X)=X+2.

Cum grad(f){grad(X* +1)rezultd ca restul impartirii lui f la X? +1 este 1(X) =
X+2, si atunci se obtine ca r(0) = 2.

11**, Fie feR[X] astfel incat f(0)=0 si
X f(X+2)—(X+1)f(X-1)=3X*+X-3. Si se calculeze f(%).
Rezolvare :

Fie f(X)=a X" +......... +a,X +a, e RIX], a, #0. Cum f(0)=0 rezulta ca ap =0.

Observam din relatia datd in enunt ca gradul lui f trebuie sa fie obligatoriu mai
mare sau egal cu doi caci termenii de gradul cel mai mare au aceeasi coeficienti
dominanti, deci se anuleaza. Rezulta n>2.

Daca presupunem ca » >3 atunci rezulta
X f(X+2)-(X+D)f(X-1)=
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=X [a,(X+2) +a, (X +2)"" +..+a(X +2) |- <X +D[ a,(X =) +..+a,(X 1) ] =

=2na, X" +a, X" +...—na, X" +.... polinom care are gradul mai mare sau egal cu
trei, ceea ce este o contradictie.

Asadar, n = 2, prin urmare f(X)=aX’+bX +c. Rezulta,
X -Ja(X +2)? +B(X +2)|- (X +D]a(X —1)* +b(X ~1)|=3X* + ¥ =3 Dupa desfacerea

parantezelor se obtine:
3aX? +5aX +2bX —a+b=3X>+X-3= a=1, b=-2.
3

Astfel, se obtine ¢ f(X) = X?-2X si atunci f(%) =7

12**, Si se afle restul impartirii polinomului
f=X"""4+5X" +2X” - X* +3X" ~1 la polinomul g= X’ +1.

Rezolvare :
Conform teoremei impartirii cu rest , existd polinoamele q(X) si 1(X) astfel
incat f(X)=(X> +1)q(X) +r(X), cu grad(r)<4.
Sa luim r(X)=aX' +bX° +cX* +dX +e, a,b,c,d,ecR
Fie a eR o radacina a lui g adica g(a) =0= «a’ =-1 §i atunci putem scrie:

fla)=r(@)=aa’ +ba’ +ca’ +da +e, a,b,c,d,ecR. ()
Pe de alta parte,
fla)=a +5a” +2a” —a® +3a'" 1. 2)

Cum aZOlO — (aS )402 — (_1)402 — 1,
a99 :(a5)19 '054 :_0.’4,
a53 :(aS)IO .a3 :a3,
a? =@ o =a?,
a"=@)-a =a . Atunci, din relatia (2) vom obtine:
fl@)=1-5a"+2a’ —a” +3a —1=

=50 +2a’ —a’ +3a . (3).

Astfel, din relatiile (1) si (3) vom obtine:
aat +ba’ +ca® +da +e=-5a" +2a° —a® +3a, a,b,c,d,e<cR.

In aceasta ultima relatie alegem a = b = ¢ = d = 1 iar valoarea lui e se
calculeaza in asa fel incat sa verifice egalitatea de mai sus. Cum « a fost luat ca
radacind arbitrard a lui g, asadar, pentru fiecare din cele cinci radacini ale lui g se
obtin egalitdti similare in care polinomul r(X) si r’(X) = -5X* +2X3 -X* +3X
coincid pentru cinci valori distincte ale nedeterminatei X.

In concluzie, r(X) = -5X* +2X° —X2 +3X .
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Exevcitii propuse |+ =\

1. Sa se calculeze suma, diferenta si produsul polinoamelor f,g unde:
a) f=X"-2X"+3X-2, g=X-2; f,geRIX];

b) f=X"+4X*-2X+1, g=X>-3X+2; f,gcR[X];

C) f=X+3X+2, g=X>+4X+1; f.geZ [X];

d) f=X>+2X+1, g=X+2; f.geZ]X];

e) f=3X2-5X-2, g=X"~1, f.geR[X];

2. Sa se afle catul si restul impartirii polinomului f la polinomul g:
a) f=X'+6X"+2, g=X-3, f.geR[X];

b) f=-X'+2X+5 g=X-1, f.geR[X];

€) f=2X’+3X*-4X+2, g=X+3, f,geR[X];

d) f=X'-2X+X+5 g=X"-4, f.geR[X];

e) f=2X'-5X"-8X+1, g=X-2;/.geR[X];

f) f=3X"+2X"-4X+2, g=X+1;f.geR[X];

g f=X"-2X"+2, g=X"-2X+2; f.geR[X];

h) f=X"-6X"-8X"+1, g=X"-X+1; f.geR[X];
D) =X -2X+3X°+1, g=X>+3X+1; f,geR[X];
J) f=4X"-3X7-2X+3, g=X"-3X+2;f,.geR[X];
K) [=2X +3X*+4X+2, g=X+2, f.geZX];

3. Se considera polinoamele f(X)=3-2X, g(X)=2X-2, f,geR[X]. Sa se arate ca
IP+g +2fg=1.

4. Se considera polinoamele f=1+X°, g=X+X’, f,geR[X]. Sa se arate ca
(f+g)rl-X)=1-X".

5. Se considera polinomul f(X)=1+X+X’+X +..+X"eR[X], neN . Sa se
arate cad (X —1)of = X" —1.

6. Determinati polinomul f(X)eR[X]stiind ca :
a) fo(X7-4X+1)=2X"+3X°-8X* —10X +3;

b) fo(X*+4)=Xx"-16;

C) fo(X+5)=X"-25;

d) fo(X-5)(X+2)=X"-3X"-X+30
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e) f(X+4)=X>+2X*-TX +4;

7**. Fie polinomul f(X)eR[X]cu proprietatea f(X+1)—X-f(X)=-X"+5.
Sa se calculeze: f()+ £ (2)+ f(3)+...+ £(10).

8**, Fie polinomul f eR[X]care verifica relatia:
X - fO+(X+D f(X+D)=2X>-2X—1si reR[X], restul impartirii lui f la X +1.
Sa se calculeze r(10).

9**, Fie polinomul
F(X)=X"+X""=2015X"2 -2015X" + X’ —2015X + 2015, f e R[.X].

Sa se calculeze £(+/2015).

10**, Se considerd polinomul f=X°(1+X’+X°)""-x*"+1eR[X] avand forma
algebricd f =a,,, X" +a,,, X" +....4+q X +a,. S@ se determine restul impartirii lui
fla polinomul g=X>+X.

11%*, Se considera functia polinomiala f(x)=x"" -6x"" +x*—6x+2. Sa se
calculeze f(3+242).

84



MATEMATICA PENTRU CLASA A XII- a

1.4 Teorema restului. Schema lui Horner

! Teorema restului

Daca feK[X],f#0si aecK, atunci restul impartirii polinomului f prin
binomul X-a este egal cu f(a).
Exemplu: Sa se determine m <R astfel incat restul impirtirii polinomului f =
4X3-2X2+5X-m la X-2 si fie 0.
Rezolvare: Din Teorema restului, rezultd ca valoarea lui m se determind din
conditia f(2) = 0 < 34-m=0 = m=34.
Observatie: Teorema restului nu ne permite sa determindm si catul Impartirii.

Un procedeu de determinare si a catului si a restului Tmpartirii unui polinom
f=a,+a, X +a,X* +a, X’ +...+a, X", prin binomul X-a, ne este oferit de schema lui

Horner.

Pentru aceasta se face un tabel in care sunt trecuti pe primul rand, coeficientii an, an-1,
..... a2, a1, ao, 1ar in stanga, solutia ecuatiei X-a=0.

Intodeauna se coboara coeficientul dominant a, (coeficientul termenului de grad maxim).

X" D, SR D Gk X2 | X ao

an an-1 apn-2 a2 a1 ao
X1 ap bn1 | b2 b, b1 bo=r
X2 |an

Coeficientii catului, a, , by.1,bno, ....,b1,bg se obtin astfel:
a, este coeficientul dominant si ramane pe loc;
b, ,=x-a,+a,,

n

b, =x,-b +a,; daca restul 5, =0= xeste solutie ; daca b, #0= x,nu este solutie si
cautam alt divizor al termenului liber;

Exemplu: Si se determine catul si restul impartirii polinomului f=3Xx’-4x+2 la
polinomul g=X-1
Rezolvare: Aplicdm schema lui Horner:

| 3X°+0X°—4X +2
|3 0 -4 2 ,=¢=3X"+3x-1sir=1

3 3 -1 |1
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Activitate independenta \ Raspuns

Sa se determine citul si restul impartirii polinomului | .—3x2+2x43
f=3Xx+X*+4x +1 lapolinomul , g=X-2, unde f.gels[X]. |r=2.

Observatie: Se poate ardta usor ca dacd f e C[X], f #0si a,b e Castfel incat a=5b,
/’(01)—5(17)XJr af(b) ~bf (@)
a—

atunci restul impartirii lui f prin (X-a)(X-b) este r(X)=- )
a—

=/ Exercitii rezolvate

1. Sa se determine catul si restul impartirii  polinomului
F(X)=X*"+2X°-3X*+4X -6<eR[X] la polinomul g(X)=X-2;

Rezolvare :
| X*+2X°-3X*+4X-6
[1 2 -3 4 -6 ,c(X)=X"+4X"+5X+14, r(X)=22;

21 4 5 14 |2

2. Sa se determine m e Rastfel incat polinomul
SX) =X +mX° + (0’ - 1)X* +mX +1 ,  feR[X]impartit la  polinomul
g(X)=X+1sa dea restul 0;

Rezolvare: Conform Teoremei restului rezulta
=0 D +m- (1)’ +(@ =) - (1> +m- () +1=0= m* —2m+1=0=>m=1;

3. Sa se determine m e Rastfel incat polinomul
f(X)=-3X"+mX’-2X +6 e R[ X |impidrtit la polinomul g(X)=X-2sd dea restul
6;

Rezolvare: Conform Teoremei restului rezulta
f(2)=6<:>—3'24+m~23—2~2+6=6:> Adm=28=>m=17;,

4. Sa se determine catul si restul impirtirii polinomului  f(X)=X* -3X3 -2X?
+X+1 la polinomul g(X) = (X-1)(X+2), prin mai multe metode.

Rezolvare :

Metoda I : Efectudm impartirea polinoamelor:

X4 -3X3 2X2+X+1 X2 +X-2
X4 X3 +2X2

X2 - 4X+4
A4X3 +X+1
4X3 +4X%-8X

4X2 -7X+1
4X? -4X+8

-11X49
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Asadar, catul este q(X)= X? -4X+4 iar restul este r(X)=-11X+9.

Metoda a II-a :
Folosim formula :
Restul impartirii unui polinom f la un polinom de forma (X-a)(X-b) este de
forma :
H(X) = f@)-f®)  a/)-bf(a)
a-b a-b
Conform teoremei impartirii cu rest, putem scrie,
f(X)=(X-a)(X—-b)-q(X)+mX +n, unde restul Tmpargirii este polinomul r(X)=
mX-+n. Asadar, trebuiesc aflati m si n.

{f(a):maJrn-b @{bf(a):mab+nb _,_4(b)-bf(@)

. Sd demonstram acest lucru.

. Inlocuind n in prima

fB)y=mb+n(-a)  |-af(b)=-mab—na a-b
ecuatie, obtinem: m = M , adicd ceea ce trebuia demonstrat.
In cazul ’ nostrum, se fac Tnlocuirile:
(X) = JO-f2)  SED=CED/D v
1+2 1+2

Pentru aflarea catului vom proceda astfel:

X' 3X 22X+ X +1=(X -1D)(X +2)g(X)-11X +9

X' -3X 22X+ X +1=(X>+ X -2)(X? +aX +4)—11X +9

X' =3X 22X+ X +1=X"+@+ DX’ +(a+2)X*+(4-2a) X —-8—-11X +9
Dupa identificarea coeficientilor, rezulta:

a+1=-3
a+2=-2 = a=-4. Asadar, catul este q(X) = X? - 4X+4.
-7-2a=1

Metoda a III-a : Aceastd metoda presupune utilizarea schemei Iui Horner :

X 1 -3 -2 1 1
1 1 -2 4 -3 -2 =n
-2 1 -4 4 -11 =n

De aici se obtine foarte usor catul q(X) = X* -4X+4 iar restul se obtine din r(X)
= 12X +(r1 -12), adicd r(X)=-11X+9.

5. Sa se determine a,b R astfel incat polinomul
S(X)=X*-5X"+ X’ +aX +beR[X] impartit la polinomul g(X)=(X-1)(X-2)sa
dea restul 0;

Rezolvare :
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Folosim Teorema Tmpartirii cu rest : f(X)=g(X)ec(X)+r(X), r(X)=0,
D=0 [1-5+1+a+b=0 b=3
Cum (/=0 S [1=3+1+ax =9 —a=17, b=—-14.
f2)=0 16-40+4+2a+b=0 2a+b=20
6. Sa se determine acR,astfel incat restul Tmpartirii polinomului
f(X)=2X"-X*+aX +2la X-2 si fie 2012 .

Rezolvare : Punand conditia f(2)= 2012 se obtine 16 - 4+2a+2 = 2012 adicda a =
999.

Exevcitii propuse || =\

1. Sa se arate cd restul impartirii polinomului f(X)=2X"-4X*-5X+3eR[X]la
polinomul g(X)= X +1este 2.

2. Sa se arate ca restul impartirii polinomului f(X)=3x*-2v2X* +5x> -4 eR[X]la
polinomul g(X)= X -2 este 10.

3. Sé se determine cu ajutorul schemei lui Horner catul si restul impartirii
polinomului f la polinomul g in situatiile:

a) [=X'+6X"+2, g=X-3, f.geR[X];

b) f=-X'+2X+5 g=X-1, f.geR[X];

€) f=2X"+3X*-4X+2, g=X+3, f,geR[X];

d) f=X'+5X"-4, g=X-2, f.geR[X];

e) f=2X+3X+4, g=X+1, f.geZ[X];

) /=3X +4X>+2X 43, g=X+2, f,geZ[X];

4. Sa se determine aeRastfel incat restul impartirii  polinomului
f=2X’—aX’+X-7eR[X]la X-2 s fic 3;

5. Sa se determine meR astfel 1ncat restul impartirii polinomului
f=2X°-mX*+(m+1)X -3eR[X] la polinomul g=X-3, geR[X]sd fie 6.

6. Sa se determine a,heRstiind cd polinomul f=X°—aX?—bX +1e R[X]impartit
la

polinomul X-1 da restul — 1 si impartit la polinomul X+1 da restul 1;

7. Sa se determine a,b,c e Rstiind ca polinomul f = X" +aX’ +bX +c e RLX]impartit
la

polinomul X-1 da restul 5 iar f(-1) =f(2)=3;

8 S&a se determine catul si  restul  Tmpartirii  polinomului
f=X"-2X"+3X* - X +1eR[.X]la polinomul (X —1)(X —2) prin mai multe metode.

9. Sa se determine restul impartirii polinomului
F(X)=2X"+3X’-2X"+ X +4eR[X] lapolinomul g(X)=(X-2)(X+2).
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10. Se considera polinoamele f=(X-3)""+2X-5eR[X]sl g=X"-6X+8cR[X].
Sa se determine restul impartirii lui f la g.

11. Se considera polinoamele f=(X-2)""+X-2eR[X]si g=X"-4X+3cR[X].
Sa se determine restul impartirii lui f la g.

12. Fie f=X’+(a+3)X+2a+1eZ[X]. Determinati restul impartirii lui f la
polinomul g=X+2eZJ[X];

13. Fie f(X)=X"+X*+X>+X*+ X +1 cu ridicinile x, eC,k=1,5 .

a) Sa se calculeze f(2) ;

b) Si se determine restul impartirii lui f la X3 — 2X2 +X.

14. Sa se determine restul impartirii polinomului f = X"+ X" + X' -3eR[X]la

polinomul X°-X .
15%. Sa se determine restul impartirii polinomului f=X+X+X+1eR[X]la

polinomul (X —1)*.
16**, Impartind polinomul f(X)=X"-X"+8eR[X] la X-3 , respectiv.x -9, se
obtin resturile 26, respectiv 656. Determinati catul si restul impartirii lui f la X +5.
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2. Divizibilitatea polinoamelor

2.1 Divizibilitatea polinoamelor. Definitie

Definitie

Fie f,ge K[X]. Spunem ca polinomul g divide polinomul f si scriem g|/ (sau
polinomul f este divizibil prin polinomul g si scriem fig), daca existd
polinomul % e K[X]astfel incat f=g-h.

Observatii:

a) Cand g divide f, spunem ca g este un divizor al lui f in inelul K[X] sau ca f este
un multiplu al lui g. Convenim sd mai spunem in loc de f este divizibil cu g, ca f
se divide cu g.

b) Polinomul nul este singurul polinom care admite o infinitate de divizori;

c) Pentru f,g e K[X],g#0, f se divide cu g daca si numai daca restul impartirii lui f
la g este zero.

d) Polinoamele constante nenule divid orice polinom si af|f,Vf € K[X].ae K,a#0.

e) fige f-gig. Vf.geK[X].

f) Dacd f,g e K[X], cu g|f.f#0,atunci g =0si grad(g) < grad(f).

Exemplu 1: Fie /=X -1eC[X],cum f=X-DX*+X’+X*>+X+1) rezultd ca
este divizibil prin polinomul X-1. Aceasta se mai poate verifica efectuand
impartirea lui f la X-1.

Exemplu 2: Se considera polinoamele

X*+4
4 3 2 _ o v
f=X'—X'+6X*—4X +8cR[X] XXX XS
. X' —4x?
si g=X"+4eR[X]. e
/ —X’+2X°-4X+38
Sa se arate ca f este divizibil cu g. X 44X

Rezolvare: Se va efectua impartirea lui flagsi  /  2X°+8
—2X-8

/S

se va observa ca restul impartirii este 0 adica f
se Tmparte exact la g, ceea ce inseamna ca

f este divizibil cu g.

! Proprietatile relatiei de divizibilitate pe K[X]

Relatia de divizibilitate pe K[X] are urmiitoarele propriet:iti:
1). este reflexivi < f|/.V/ e K[X];
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2). este tranzitivi < f|g si glh= f|h.Vf.g.he K[X];
3). daca f‘g si f‘h atunci f‘ug+vh,Vu,v,f,g,h eK[X];

- Teorema lui Bézout

Fie K un corp comutativ si f un polinom din K[X]. Elementul 4 < K este o

radicina a lui f daca si numai daca X-a divide pe f.

Observatie: Acest rezultat este o consecintd a teoremei restului si indica faptul ca
radacinile unui polinom determina factorii sai de gradul intai.
Exemplu 3 : Polinomul f=Xx"+X*-6Xeste de exemplu divizibil cu polinomul

g =X —2intrucat numarul 2 este radacina a polinomului f, 7(2)=0. De asemenea , f
este divizibil cu polinomul g=X+3 deoarece numdrul — 3 este radacind a
polinomului f, f(-3)=0.

In concluzie, f este divizibil cu binomul g= X -a < f(a)=0.

[feorema Fie K un corp comutativ si f un polinom din K[X]. Polinomul f este
divizibil cu polinomul g =(X-a)(X-b)< f(a)=0si f(b)=0.

Observatie: Daci polinomul g este trinomul de forma g=aX’ +bX +c care se
poate scrie de forma g=(X —x,)(X —x,)atunci, f este divizibil cu g

<:>f(x1):0’f(x2):0-

Definitie(Radacini multiple)

Fie f e K[X]un polinom nenul si a € K 0 radacind a lui f. Un numar natural si
nenul k, se numeste ordin de multiplicitate al radacinii a daca (X —a)* | fsi

X —a)* [ . In aceste conditii, a se numeste radiacind multipli de ordinul k

al lui f.

Pentru k = 1, a se numeste radacina simpld; Pentru k = 2, a se numeste rdddcind
dubld, iar pentru k=3, rddacina se numeste tripld.
Observatii:
1. Conform teoremei lui Bézout, numarul a e K este o raddacind multipla de ordinul
k a lui f daca si numai dacd exista un polinom g e K[X]astfel incit f =(X -a)*-gcu
gla)#0.
2. Daca f,g e K[X], astfel incat a e K este radacina multipla de ordinul m a lui f i
de ordinul n a lui g, atunci a este radacind multipla de ordinul m+n a produsului
/g
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- : Fie feK[X], K unul din corpurile QR sau C i acK. Atunci, a
este radicind multipla de ordinul k a lui f dacd si numai daca
f@=f"(@)=..=f(@=0si f(a)=0.

Exemplu 4: Se considera polinomul f=Xx*-3X"+3X"-X eR[X]. Sd se determine

ordinul de multiplicitate al radacinii 1.

Rezolvare: Asociem polinomului functia polinomiald f(x)=x"*—3x’ +3x" —x.
Observam ca f(1)=1-3-1"+3-1"-1=0;

fl(x)=4x -9x* +6x-1, f'1)=0

F(x)=12x" —18x+6, f7(1)=0

F"(x)=24x-18, f"(1)=6=0.Rezultd ca 1 este ridacind multiplaa de ordinul 3.

- Fie /,geK[X]. Polinomul f este divizibil prin polinomul g daca si
numai daca orice ridicind a polinomului g este riadicina si a polinomului f

avand acelasi ordin de multiplicitate.

Activitate independenti | Réspuns
Se consideri polinoamele f=X"+5X"+-2X*-24X eR[X]si Restul
impartirii
g=X’+X-6eR[X]. Si se arate ci f este divizibil cu g. este 0

E/ Exercitii rezolvate

1. Sa se arate ca polinomul f este divizibil cu polinomul g unde:

a) f(X)=X'-3X’+2X*-5X+5, g(X)=X—1;

b) f(X)=X"-3X°4+2X° +2X* -2X° -2X°+3X -1, g(X)=X"-2X+1 ;

©) f(X)=(X+X-1)""-X, g(X)=X"—13

Rezolvare : A

a) Conform Teoremei lui Bézout, 7:(X —a) < f(a)=0. In cazul nostru, f(1) = 1-
3+2-5+5 =0, rezultand astfel ca f este divizibil cu X-1.

b) fi(X -1’ < f(1)=0 si £'(1)=0sau se poate folosi schema lui Horner.
(X)) =7X°—18X° +10X* +8X° —6X*—4X +3

Se verifica apoi ca f(1)=0si f ‘(1)=0.

¢) fiX =D f(1)=0si f(-1)=0.

f(1)=1-1=0 si f(-1) = (-1)*'+1= -1+1=0, rezulta ceea ce trebuia demonstrat.

2. Sa se determine m <R astfel incat polinomul f s fie divizibil cu g :
fXO=X'2X" 42X —-mX +4, g(X)=X-2;
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Rezolvare :
FiX=2) f(2)=016-16+8—2m+4=0=m = 6.

3. Sa se determine a,b R astfel incat polinomul f sa fie divizibil cu g :
fX)=X"—-4X>+aX+b, g(X)=X>—4X+3;

Rezolvare :
g(X)=X?—4X +3= g(X)=(X—1)(X —3). Atunci,

FIX-DX-3)<= Ff1)=0si £(3)=0

Rezulta a+ b -3 =0 si 3a +b -9=0 de unde se obtina=3sib=0;

4. Sa se arate ca polinomul 7(X)=X""+X""*+1 este divizibil cu polinomul
gX)=X"+X+1
Rezolvare :

Un polinom f este divizibil cu un polinom g daca orice radacind a lui g este
radacind i pentru f prin urmare, fie a o rddacina a lui g. Rezulta,
a+a+1=0=(a-1)(a’+a+1)=0=a’-1=0. Cum a =1 nu este rddacina pentru
polinomul g rezulta ci a*=1 cu a diferit de 1.
fige fla)=0=(a’)"-a’ +(@)' -a* +1=a”> +a+1=0cea ce arata ca f este divizibil cu
g.

5. Fie polinoamele f,g<cR[X], f,g=0asfel incat polinomul f(X*)+X*”g(Xx*)sa
fie divizibil cu X-i. Si se calculeze suma 7*(-1)+g’(1).
Rezolvare :

Polinomul A(X)=f(X*)+X*g(XH (X -DHh(i)=0= (i) +iPg(i*) =0
f(=D+i g)=0= f(-1)=0sig(l)=0, asadar f*(-DH+g°1)=0.

6. Fie polinoamele f,gcR[X], f(X)=(1+X+X +.+X")-X",
gX)=1+X+X>+..+X"". Sa se arate ca g divide pe f.
Rezolvare :

fX)=(g+ X" —X"=g"+2gX"+ X" - X" = g*+2gX"+ X" (X" -1gig

7. Si se arate ca polinomul 7 (X)=X"+X"—(n+2)X +neste divizibil cu
polinomul g(X)=(X-1) si si se determine catul impartirii lui fla g.
Rezolvare :
X)) =X"+X—(n+2DX +n=XX"-D+ XX -D)-nX-1)=

=(X-DX""+ X" .+ X+ X-n)=
=(X-DIX" =D+ (X" 2 =D+..+ (X -D+(X=D]=
=(X-D X"+ X"+ X"+ + X +1+

X" X+ X+

X"+ X +1+

+X +1+
+1+
+1+
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=(X-DI X" 42X 43X +. 4+ (n=-3) X +(n—-2)X +n]=
Asadar, f este divizibil cu g, iar catul impartirii este polinomul
CX)= X" 42X 43X+ 4+ (-3 X +(n-DX +n
9. Sa se arate ca polinomul f(X)=X"*-X-1D)"" +(X*+X-1)"" este divizibil cu
X2 +1.
Rezolvare:
In astfel de probleme in care se cere ca un polinom f si fie divizibil cu
polinomul
X? +1 trebuie sa fie indeplinite conditiile f(i) = o si f(-i) = 0 deoarece X2 +1 = (X-
i)(X+H).
In cazul nostru se verifica acest fapt intrucat, f(i) = (i* =i -1)>™" +(i* + i-1)>™*°

= ()2 412 = (D)) H P = i (Hi+) = 0. Analog, f(-i) = 0.

10. Fie f,geR[X], f(X)=X’+mX*+nX+p, g(X)=X"+X-2.

a) Sa se determine p <R astfel incat f(2) = 2(2m+n+9).

b) Pentru p=10, si se determine m,» < Rastfel incat f sa se divida prin g ;
¢) Pentru m= - 4, n=-7, si p = 10, sa se calculeze produsul

SO /D f(2)-..... £(2010).

Rezolvare:

a) Se calculeaza f(2) si se egaleaza cu expresia datd in enunt.

f(2)= 8+4m+2n+p = 2(2m+n+9) de unde rezulta ca p=10.

b) Din x? +x-2=0 rezult x;= - 2 si x» =1.

g =(X )X +2) e 020 20
EAE FM=0 " \men=-11

=

m=-4, n=-7.

f(X) =X —4X*-TX +10= (X" + X -2)(X -5) =
=(X+2)(X -1)(X -5 =

FO)- £ f£(2)-.....- £(2010)1l contine pe f(1) prin urmare este egal cu zero.

f(1)=0 asadar, produsul
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Exevcitii propuse || =\|

1. Se considera polinomul f=X*-2X+ X +aeR[X]. Sa se determine a <R stiind

cd polinomul f admite radacina 1;

2. Sa se determine a,beR astfel incat polinomul f=X°-3X*+aX +becR[X]sa fie
divizibil cu polinomul X-2 iar restul impartirii lui f la X-1 sa fie 4;

3. Sa se arate ca polinomul f este divizibil cu polinomul g unde:

a) fFXN)=X"+X"+1, g X)=X"-X+1;

b) f(X)=2X"-3X*"+2X" -1, g(X)=X-1;

¢) f(X)=X"-1, g(X)=X-1;

d) rF(0)=3x"-X-X*+X-2, g(X)=X"~1

e) f(X)=X""—(n+3)X+n+2, g(X)=(X-1)7;

4. Sa se determine m e Rastfel incat polinomul f sa fie divizibil cu polinomul g
unde:

a) f(X)=X"-3X"+6X-m, g(X)=X-2;

b) f(X)=2X"-3X*+mX*—1, g(X)=X-1;

C) f(X)=X"+mX°+3X°-2X+8, g(X)=X+2;

5. Sa se determine a,b € R astfel incat polinomul f sa fie divizibil cu polinomul g
unde:

a) f(X)=3X"+aX’-5X+b, g(X)=(X-1D)(x+2) ;

b) f(X)=aX*+(b+)X’ - X+ X -2, g(X)=X"-1;

¢) f(X)=aX'+bX" -3, g(X)=(X-1)";

d) f(X)=aX"?+bX"+2, g(X)=(X-1)";

e) f(X):X3 +aX*+9X +b, g(X) =X?-4X+5 ;

6. Sa se determine m e R astfel incét polinomul f =X°-2(m+1)X*+mX -4 R[X] sa
fie divizibil cu polinomul g=x-1;

7. Sé se determine » € R in functie de ,,a” astfel incat polinomul

f=X+aX’+2X +beR[X] sa fie divizibil cu polinomul g=x+2;

8. Sa se determine a,b e R astfel incat polinomul f =X +3X* +aX +beR[X] sa fie
divizibil cu polinomul g=x"-1;

9. Sa se arate ca polinomul f=X"+X’-n+2)X+neR[X]se divide la
polinomul g = (x—1)*;

10. Sa se arate ca polinomul f=m-DX""—~(m+1)X"+#m+1)X -n+1eR[X]se divide
cu(x-1*;
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2.2 Cel mai mare divizor comun.

Cel mai mic multiplu comun

Definitie

Fie f,geK[X]. Un polinom d e K[X] este un cel mai mare divizor comun

al polinoamelor fsi g si scriem c.m.m.d.c(f,g) daca sunt verificate conditiile:
a) d|fsidg; b) daca existd d'e K[X]astfel incat 4'|f si d'|g , atunci d'|d .

Pentru un c.m.m.d.c(f,g) se foloseste si notatia (f,g) si daca exista este unic.

Observatii:

a) Notatia d=(f,g) nu trebuie Inteleasa ca o egalitate propriu-zisa, cici ea prescurteaza expresia ,,
d este un cel mai mare divizor comun al polinoamelor f si g”, intrucét si orice alt polinom
asociat 1n divizibilitate cu d este de asemenea un cel mai mare divizor comun al acestor
polinoame. Printre polinoamele asociate in divizibilitate cu un polinom dat, existd unul singur
care are coeficientul dominant egal cu unu, numit polinom unitar.

b) (f.8)=/ < flg: ORVEVENE

- (Existenta celui mai mare divizor comun a doui polinoame)

Fie K un corp comutativ. Pentru orice doua polinoame f si g din K[X] exista un
c.m.m.d.c. al lor. Mai mult, daci d este un c.m.m.d.c. al lui f si g, atunci exista
polinoamele u si v din K[X] astfel incat d=u-/+v-g.

Un rezultat important ce ne permite ca la efectuarea Tmpartirii a doud polinoame, sa
evitam coeficientii fractionari este dat de urmatoarea teorema, care indicd faptul ca in cadrul
algoritmului lui Euclid, nu conteaza caturile parfiale si prin urmare, polinoamele pot fi
amplificate cu constante nenule convenabile :

[Meorems Fie /.g < K[X1si d =(f.g)-
a) Daca aeK,a#0, atunci a-d=(f,g).

b) Daca d’ este un cel mai mare divizor comun al polinoamelor f si g, atunci exista

elementul g € K,a # Oastfel incat d'=a-d.

Exemplu 1: Sa se determine c.m.m.d.c. al polinoamelor f=X*-3X"-3X*>+7X+6 si

g=X’+X-6, f.geR[X]. Rezolvare:
X 3K 3K 47X 46 | X X6 ,
|X?-4X+7 =¢ X’+X-6 S

—X* - X +6X7 oy ’
/ —4AXP4+3X2+7X+6 -

4X°+4X*-24X / 3X-6

/ IXP-17X+6 —3X+6

TX-TX +42 /) /=n=0

/ —24X+48 =r
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Dupa ce s-a Tmpartit f la g s-a obtinut restul r =—24X +48 care se va impdrti cu — 24
pentru a se evita coeficientii fractionari in algoritmul lui Euclid la impartirea lui g la
restul de mai sus.

Cum ultimul rest este zero, atunci, ultimul rest nenul adica 5 =-24X+48 sau o

asociere cu el in divizibilitate adica 5 = X +2 este cel mai mare divizor comun.

Exemplu 2: Sa se determine c.m.m.d.c al polinoamelor f.geC[X], unde
f=X'—TX+6si g=X>-X-2.

Rezolvare: Aplicand algoritmul Iui Euclid se obtine un cat ¢, =X +1si un rest
1, =—4X +8 dupa care se continud impartirea lui X* - X —2 la X-2 dupa ce in prealabil s-
a impartit cu -4 restul obtinut mai inainte; se obtine agadar mai departe catul co= X+1 si
restul 12 = 0, asadar ultimul rest nenul din sirul de impartiri este X-2. Deci el va fi un cel
mai mare divizor comun al polinoamelor f'si g.

Definitie

Doua polinoame f si g din K[X] se numesc prime intre ele (relativ prime)

daca cel mai mare divizor comun al lor este 1.

Notatie: (f,g)=1.

Altfel spus, doud polinoame f si g sunt prime intre ele dacd singurii divizori
comuni sunt polinoamele constante nenule, adicd ultimul rest din algoritmul lui Euclid
este un polinom constant nenul.

Exemplu 3: Si se arate cd c.m.m.d.c. al polinoamelor f=X*+3X"-X*-3Xsi

g=X"—4 este 1, adicd polinoamele sunt prime Intre ele.

Rezolvare: Se imparte fla g si se obtine citul ¢, = X* +3X +3si restul  =9X +12.

XY 43X —Xx?-3X | X -4
[ +3x+3 =¢, ox* 36 | OX*12
4 2 12
X' +4X X—; =¢,
/ 33X +3X*-3X )
3X’+12X ;QX 2K
/ 3X 49X “laAee
12X +16
=3X +12
R -20 =
9X+12 =r / "2

Mai departe, conform algoritmului lui Euclid, se imparte g = X>—4 la restul obtinut
mai sus, »=9X +12. Pentru a evita coeficientii fractionari, se poate inmulti g cu 9.

97




ADRIAN STAN

Cum ultimul rest nenul este polinomul constant -20 rezulta cd cele doua polinoame
sunt prime intre ele.

Definitie

Fie f,geK[X]. Un polinom m e K[X]este un cel mai mic multiplu comun al
polinoamelor fsi g, si scriem c.m.m.m.c(f,g) daca sunt verificate conditiile:

a) flm si gm; b) vm'e K[X]astfel incat f|m' si glm', rezultd m|m'.

Pentru cel mai mic multiplu comun al polinoamelor f si g se mai foloseste notatia

[f.g].
- Fie f,g e K[X] astfel incat /=0 sau g=0.Dacd d=(f,g)este un cel mai

mare divizor comun al lor, atunci [f,g]-(f,.g)=f-g.

Observatie: Cel mai mic multiplu comun a doud polinoame este polinomul cu gradul cel
mai mic care se imparte exact la polinoamele date. El este unic determinat pana la o
asociere In divizibilitate.

Exemplu 4: Sa se determine c.m.m.m.c al polinoamelor f.ge(C[X], unde
f=X’-T7X+68i g=X>-X-2.

Rezolvare: Aplicand formula de mai sus, obtinem:

fg (X'-7X+6)-(X*-X-2)
(f.8) X-2 B
=X'+ X -7X’-X+6

X +3X - X-3)(X-2)=

[f5g] =

=/ Exercitii rezolvate

1. Sa se determine ¢c.m.m.d.c. si c.m.m.m.c al polinoamelor :
a) f=3X-D’X+D)’(X-2), g=(X-DX+D)’(X-2), f,geR[X];

b) f=3X(X-1)’(2X-5), g=15X*(X-DQ2X-5)°, f.geR[X];

C) f=2X(X-1’(X+4), g=8X(X-D(X+3)°, f,geR[X];

Rezolvare:

a) (f,g)=(X-DX+D*(X-2), [f.g]=3X-D'(X+D'(X-2)"

b) (f.2)=3X(X-DQ2X-5), [[f.g]=15X(X-1)’(2X-5).

C) (f,g)=2X(X-1, [[f.g]=8X(X-D'(X+4)(X+3)".

2. Si se arate ca polinoamele /=X'-2X"+X’ g=X+3, f,geR[X]|sunt prime
intre ele.
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Rezolvare: Se imparte f la g si se obtine catul ¢, = X° -5X?+16 iar restul » =—48.

Cum acesta este un polinom constant nenul, conform definitiei rezulta ca c.m.m.d.c
este 1 adica cele doua polinoame sunt prime intre ele.

3. Sa se determine c.m.m.d.c. si c.m.m.m.c al polinoamelor :
[=X"-2X"-5X7+6X, g=X"+3X+2, f,geR[X].

Rezolvare: Se imparte f la g si se obtine catul ¢ =X°-5X+8 iar restul
r=-8X-16.
Mai departe, conform algoritmului lui Euclid, se Imparte impartitorul

g=X>+3X+2, (dupd ce se inmulteste cu — 8 ca sa se evite coeficientii fractionari)
la restul obtinut mai sus rezultdnd catul ¢, =X+1s1 restul » =0. Prin urmare,
ultimul rest nenul este cel mai mare divizor comun adica(f,g)=X+2 . S-a luat
polinomul asociat 1n divizibilitate cu —8X -16.

4*, Sa se giseasci cel mai mare divizor comun al polinoamelor: 7=Xx"" -1 si
g=X"-1.

Rezolvare: Cum (77,91) =7, atunci (f,g) = X” -1.  Aceasta provine din teorema:

“ Fie a si b numere naturale si d = (a,b). Atunci, X?-1=(X*-1, X"-1) %,

Demonstratie: Fie d=(a,b), atunci rezultd cd a=b-g+r, r20. De aici rezulta
mai departe ca, X -1=X""-1= =XMT X"+ X 1=
=X (X" -D+X —1=

=X (X)X XD 4 XD+ X —1= = (X -DOX) + X 1.

Daca r este restul impartirii lui a la b, atunci se observd cd X" -1 este restul
impartirii lui X* -1 la X®-1. Asadar, din algoritmului lui Euclid dacd d=(a,b) atunci
X9-1=(X*-1,X"-1).

Exercitii propuse |+ =\|

1. Sa se determine c.m.m.d.c. si c.m.m.m.c al polinoamelor :
a) [=(X+3) (X +2* (X +1), g=(X+3)X+2*(X+1)’, f.geR[X];

b) /=21X(X-2(X +1)*, g=TX(X-2)(X+D)’(X+3), f.geR[X];
€) f=3XQX+1)(X-3), g=9X’QX+1)’(X-3), f,geR[X];

2. Sa se determine c.m.m.d.c. si c.m.m.m.c al polinoamelor :
a) [=2X"-6X’+X-3, g=X"-2X-3, f.geR[X];

b) f=X’+2X’+5X+10, g=X"+2X*+X+2, f.geR[X];

¢ f=X'"-X'-X+1, g=X"+X-2, f,geR[X].

3*. Sa se giseasca cel mai mare divizor comun al polinoamelor:

a) f=X"-1si g=X"-1;, b) f=x"-13s1 g=X"-1; ¢ f=X"-1 si
g=Xl43—1;
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3. Radacinile polinoamelor

3.1 Ecuatii polinomiale

Definitie

Fie K un corp comutativ si f e K[.X] un polinom in nedeterminata X cu
coeficienti in K. Se numeste ecuatie polinomiala sau algebrica, orice ecuatie de
forma 7(x)=0.

Numarul aeR se numeste radicina a polinomului f dacd si numai daca

f(a)=0, altfel spus numarul ,, a ” este solutie a ecuatiei asociate polinomului.

Exemplu 1: Sa se arate cid numirul x=-3este radicind a polinomului
f=X+3X’-X-3eR[X].

Rezolvare: Deoarece f(-3)=(-3)" +3+(-3)" —(-3)-3=-27+27+3-3=0rezultd ci — 3
este radacind a polinomului dat.

intregi; Dacd f admite ca rddacind un numar intreg a, atunci aceasta se afla printre
divizorii termenului liber, ag.

Exemplu 2: Sa se determine radacinile polinoamelor:

a) f=2X-6eR[X];

b) f=X’-6X+8eR[X];

C) f=X"+2X°-3X-6eR[X];

a) A determina rddacinile polinoamelor inseamnd sa rezolvam ecuatiile asociate

polinoamelor, 7(x)=0. Din 2x-6=0=2x=6=x=3;

EN
2a

¢) Pentru a determina solutiile ecuatiilor de grad mai mare decéat doi putem folosi

schema lui Horner:

- Se scriu pe prima linie a tabelului coeficientii ecuatiei respectiv polinomului: 1, 2

_3, 6;

- Se determina divizorii termenului liber: D ={+1,+2,+3,+6}

: +
b) X’ —6x+8=0=A=b"—4ac=36-32=4 iar x,, = =6—223 xe{2:4}.

- Se verificd care dintre acesti divizori sunt solutii pentru ecuatia datd respectand
procedeul din schema lui Horner, adicd se coboara in tabel coeficientul dominant,
1, si se Inmulteste divizorul ales astfel: —2:1+2=0, —2:0+(-3)=-3, —2-(-3)+-6=0.
Cum sub termenul liber s-a obtinut 0 inseamnd cd numarul — 2 este solutie a
ecuatiei. Numerele din fata lui 0 sunt coeficientii unei ecuatii de grad mai mic cu o
unitate decit a ecuatiei initiale, adica de gradul doi.
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| X*+2X*-3X-6
|1 2 -3 -6

-2/ 0 -3 |0 =x=-2
—_— [

Numerele, 1, 0, -3 sunt coeficientii ecuatiei de gradul doi x> ~3=0=x,, =++/3.

- Fie /< K[X]. Atunci, a este radacind multipla de ordinul £ >2, keN
a lui f daca si numai daca f(a)=f"(@)=....= f“"(@)=0si f“(a)=0.

Astfel, numarul a este radacind multipla de ordinul doi sau radéacina dubla pentru
polinomul fdaca f(a)=0 si f'(a)=0 iar f"(a)=0.

Numarul a este rdddacind multipla de ordinul trei sau radacina tripld pentru

polinomul fdaca f(a)=0, f'(a)=0 si f"(a)=0 iar f"(a)=0.

E/ Exercitii rezolvate

1. Sa se rezolve ecuatiile in R :

a) 5x+8=13; b) 2x*-3x-5=0; ¢) x* =81;
d) 2x* +8x=0; e) x>’ —6x+9=0; f) X’ +2x* +x=0;
Rezolvare:

a) Metoda rezolvarii ecuatiei de gradul intdi cere separarea termenilor adica
trecerea termenilor fara x in partea dreapta a egalului, prin urmare,
5x+8=13=5x=13-8=5x=5[5=x=1.

b) Rezolvarea ecuatiei de gradul doi presupune identificarea coeficientilor ecuatiei,

calculul discriminantului ecuatiei A=5b>—4ac=(-3)"—4-2-(-5)=9+40=49 si

~b+JA 3

. .. .. +7 5
determinarea solutiilor ecuatiei, x,, = =x=-1, x,==;
’ 2a 2-2 2

¢) Ecuatia de gradul doi de forma x*=a, a>0are solutiile x,=+a. In cazul

nostru, x> =81=>x=+81=19.
d) Ecuatiile de gradul doi care sunt cazuri particulare se rezolvd mult mai usor
utilizand metoda factorului comun sau formulele de calcul prescurtat.

2x* +8x=0<2x(x+4)=0=x, =0, x, =—4.
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e) x’° —6x+9=0c:>(x—3)2 =0=x =x,=3.

f) Chiar daca avem ecuatii de gradul trei, si acestea se pot rezolva cu schema lui
Horner, este mult mai util sa folosim metode de calcul algebric cum ar fi metoda
factorului comun.

X420 +x=0x(x* +2x+1) =0 < x(x+1)° =0=x,=0, x,=x;=—1.

2. Folosind schema lui Horner si se rezolve in R ecuatiile:

a) X’ +x*—4x-4=0; b) ¥’ -13x+12=0;
¢) x*+3x’ —x*—9x—6=0; d) x*+x*—8x*—2x+12=0;
Rezolvare:

|1 1 -4 -4

D . 2_4:() :iz_
2) 1 0 4]0 =x=-1 in ecuatia x =X,
—_

x?—4=0

. Din ecuatia x*+x-12=0 =—4, x,=-3.
11 -12]0 =x-=1 R RIS
%/_/ _

-1 2 -3 -6|0 =x=-1.Dinecuatia x’ ~-3=0=x,, =+3.

-2/1 0 -3 |0 =x,=-2
—_—

x*-3=0

|1 1 -8 -2 12

d) 2|1 3 -2 6|0 =x=2.Dinecuatia x’-2=0=x,, =+2.

310 -2 |0 =x,=-3
e

x*=2=0
3. Sa se rezolve in R ecuatiile bipitrate:
a) x'—6x*+5=0; b) 4x*-x*-3=0.
Rezolvare:
a) Folosind notatia x* =¢, rezulta ecuatia de gradul doi in t : > —6¢+5=0cu solutiile
t=1,1,=5.
Din x’ =1=x=+1, si din x’ =5=x=+5.
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b) Folosind notatia x* =¢, rezulta ecuatia de gradul doi in t : 47> —z—3=0cu solutiile

. g 3
Din x* =1= x =+, si din x’ =—Z:>xeR.
4. Sa se arate ci ecuatia 3x*+4x>+1=0 nu are solutii reale.

Rezolvare :
Este evident cé functia din partea stdnga este pozitiva pentru orice numér real ,
deci niciodatad nu poate fi egala cu 0, asadar, ecuatia asociata nu are radacini reale.

Altfel, ecuatia este una bipatrata si se foloseste notatia x* =¢.
—4+2 1

Atunci, ecuatia devine : 37’ +41+1=0=1, = T_ =>4=-11= -3
. . 1 v3
Mai departe, din x’ =-1=x,,=%i; ¥’ =—-=x,, =———1.
’ 3 ” 3

5. Se considerii polinomul f =3X°+mX>+4X +3eZ,[X], meR. Si se determine
meZ, stiind ci f admite ridicina 3.
Rezolvare:

A A ~ A [AN\3 2 A A A

3 este radicina polinomului f rezultd 7(3)=0<3- (3) +m- (3) +4-3+3=0=>
l+4-m=0=>4-m=—1=d-m=4d=m=1.

6. Se considerd polinomul [=X°+(m-2)X’-(m+DX-4eR[X], meR Sia se
determine radacinile polinomului f stiind ca acesta admite radacina 2.
Rezolvare.

Dacéd polinomul f admite radacina 2 aceasta inseamnd conform definitiei ca
f(2)=0. De aici rezultd , 8+4(m—2)—2(m+1)—-4=0=2m=6=m=3. Pentru m = 3,
se obtine polinomul f=X’+X*-4X-4 careia 1i gasim radacinile cu ajutorul
schemei lui Horner:

|1 1 -4 -4

. Din ecuatia x* 2= =—1, x,=-2.
2|1 3 9 | 0 —x=2 ecuatia x“+3x+2=0=1x, X,
| —

x2+3x+2=0

7. Sa se determine a,becRastfel incat x=1 si x=-1 sa fie radicinile
polinomului
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f=X"+2X+aX*+bX +4eR[X], a,beR.

=a=-5 b=-2.

=0 1+2+a+b+4=0 b=-1
Rezolvare: {f() <:>{ Feraroy {a+

F=0" 1-2+a-b+4=0 |a-b=-3
8. Sa se determine a,hcRastfel incit x=-2 sd fie ridiacind dubld pentru
polinomul f=X°-5X°+aX+beR[X], a,beR.
Rezolvare:

Numarul — 2 este radacind dubla pentru polinomul f adica x, =x, =-2, aceasta
inseamnd cd f(-2)=0, £'(-2)=0.

Se deriveazd functia polinomialda asociatdi polinomului rezultand,

= b=28+2(-32)=-36.

. [f(2)= Da+bh=28
/() =3x>~10x +a. Atunci, {f( 2=0 @{ ar

f=2=0 " |la=-32

9*. Sa se arate cd x=leste radicinia dubla pentru polinomul
f=nX"?-(n+2)X"+2eR[X],neN

Rezolvare: Deoarece f()=n—(n+2)+2=0, f'()=nn+2)—(n+2n=0 rezultd ca
x =1este raddcind dubla.

10*. Sd se determine meR stiind cd ecuatia x’+mx’-4=0admite o solutie

dubla.

Rezolvare:  Fie a solutia dubla . Atunci, dacd f(x)=x’+mx’—4este functia
polinomiala asociata ecuatiei rezulta conform definitiei ca

fl@)=0 a'+ma’ —4=0 .
{ F@=0" 3¢ +2am=0 35. Inlocuind in prima ecuatie rezulta
a)= + = = =
a am m >

@ =-8=a=-2. Mai departe se afla m= —%a =3. Asadar, ecuatia x’ +3x*—4=0 are

solutia dubla x, =x, =-2.

Exercitii propuse ||| =\|

1. Sa se rezolve ecuatia x’ —6x +(2m—1)x—m=0, me Rstiind ca admite solutia 2;
2. Se considera polinomul f=X°-2X*+aX+beR[X]. Sa se determine
a,b e R stiind ca polinomul f admite radacinile 1 si 2;
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3. Se considera polinomul 1 =X°+aX*+bX +ceQX]. Sa se determine a, b, ¢ stiind
cd are raddcinile x, =x, =1s1 x, =-2;
4. Sa se rezolve ecuatiile in R :

a) x-6=0; b) 2x—3=x+5; ¢) x> =36;
d) 2x* =128; e) x> —8x+12=0; f) x*+8x-7=0;
g) X’ -1=0; h) ¥’ -27=0; i) ¥’ +8=0;
j) x*-1=0; k) x'-64=0; 1) »*-3x+2=0;
m) x’—3x-2=0; n) x’—6x°+11x—6=0; 0) X’ —5x* —2x+10=0;
p) x'—6x*+8x-3=0; q) x*+x+x*+3x+2=0;3 r) ¥’ +2x° —5x-6=0;
$) X’ —2x*—5x+6=0; t) ¥’ +3x*—6x—8=0; u) x*+2x° —7x* —8x+12=0;
V) x*+3x°—6x—4=0; X) x*—2x—7xX* +8x+12=0; y) ¥’ —4x’ —x*+4=0;
5. Sa se rezolve ecuatiile bipatrate:
a) x'—4x*+3=0; b) x* -10x*+9=0; ¢) 3x* +4x* +1=0;
d) 4x* —x*-3=0; e) x*—13x*+36=0; f) x*-9x*+8=0;
6. Sa se afle radacinile polinoamelor :
a) f=X"-3X+2; b) f=Xx-3x-2;
C) f=X"-6X"+11X-6; d) r=Xx’-5x*-2Xx+10;
e) f=X"-6X"+8X-3; f) =X+ X+ X2 43X +2;

g) f=X"—5X*+5X°+10X> 20X +8;
7. Determinati ordinul de multiplicitate al radacinii indicate pentru polinoamele:
a) X' -2X°+4X°-6X+3=0, x,=1;
b) X'+ X’ -3X*-5X-2=0, x,=-1;
€) X°+6X*+11X° +2X° -12X-8=0, x,=-2;
d) X' -3X°+X*+4=0, x,=2;
8. Sa se determine a,b e Rstiind ca polinomul f = X*-4X’ +aX +badmite radacina
dublax=1;
9. Sa se determine a,b € R astfel incat polinomul f=X*+aX’ +bX* -2X +4sa
admitd radacina dublda x=2 ;
10*. Sa se determine parametrii reali a si b astfel incat polinomul
f=X*'+(@-DX’ +(b+2)X* + X +c—3sa admita radacina tripla x=1.
11*. Determinati multiplicitatea radacinii indicate pentru polinoamele :
a) =X -5X'+7X°-2X°+4X -8 ; x,=2;
b) f=X°-6X"+12X"-9X° +6X* 12X +8. x,=2;
€) =X -3X'- X’ +11X* -12X +4, x,=1;
12*. Sa se arate ca x = 1 este radacind multipla de ordinul 2 pentru polinomul :

a) f=X""-X"2-3X+3; b) f=nX"?—(n+DX""+X.
13*. Sa se determine a si b reali astfel incat x =1 sa fie radacina dubla pentru
polinomul : a) f=aX*+bX’-3 ; b) f=aX"?+bX" +2.
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3.2 Descompunerea polinoamelor

Definitie

Fie K un corp comutativ si f € K[X]un polinom astfel incat grad(f)=n=>1.
Spunem ca f este un polinom reductibil peste K daca se scrie ca produsul unor
polinoame de grad inferior cu coeficienti in K. In caz contrar f se numeste
polinom

ireductibil peste K.

Asadar, fse numeste reductibil in inelul K[X] daca exista £, 7, e K[X] a.1.
f=f-fos grad(f)n, Vie{l,2}.

Exemplu 1: Sa se descompuni peste R polinoamele:

a) f=X"-9; b) f=Xx’-27; ¢) f=X"-7X>+10X.
Rezolvare:

a) Putem utiliza formulele de calcul prescurtat. f=X>-9=(X-3)(X+3);

b) f=X-27=(X-3)(X"+3X+9);
C) f=X"-TX*+10X =X (X’ -7X +10) = X (X’ -5X -2X +10) = X [X (X -5)-2(X -5)]=
=X(X-5)(X-2).
! Teorema fundamentali a algebrei
Orice polinom cu coeficienti complecsi de grad mai mare sau egal cu 1

are cel putin o radicina complexa.

! Fie K un corp si f un polinom nenul din K[X]. Daca

X5 Xy, Xy X, € KSuNt  radacini distincte ale lui f, avind ordinele de
multiplicitate respectiv k ,k,.k;,......, k,, atunci f se poate scrie sub forma
=X -x)" (X -x)* (X —x)"..( X —x,)" - g, unde geK[X].

Exemplu 2 :

a) Si se descompuni in factori ireductibili peste Q, polinomul f=X* + X3 -6X-
5X+5.

Rezolvare:

Trebuie observat ca f se poate scrie de forma f= X* — 5X° + X3 - 5X -X?+5
dupa care dand factor comun obtinem: f= X?(X2-5) +X(X2-5) «(X%5) =
= (X%5)(X2+X-1). Cum X2-5 si X? +X-1 sunt polinoame ireductibile peste Q,
rezulta ca

f=(X2-5)(X?+X-1) este 0 descompunere in factori ireductibili peste Q.
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b) Sa se descompunid in factori ireductibili in inelul Z.[Xx] polinomul
F=X'+ X +3X2+ X +2.

Rezolvare: Se asociazd polinomului f , functia polinomiala
f(x)=x*+x* +3x+x+2 si se determina valorile lui f in fiecare punct x din Z, :
f(0)=2, fO)=2,r1)=3,(2)=0, f3)=0, f(4)=4. Conform teoremei lui Bezout, se
observd ci x=2 si x=3 sunt riadicinile polinomului lui f iar pentru a determina
descompunerea lui f in factori ireductibili vom aplica schema lui Horner, sau vom
impirti direct la polinomul (X-2)(X-3) . Cum restul impartirii lui fla (X-2)(X-3)
este X2+ X +2 care este un polinom ireductibil in Z.[X] atunci f se descompune de
forma: f=(X-2)(X -3)(X?>+X+2) sau [ =(X +3)(X +2)(X*+X +2) intrucat -2=3
S1-3=2.

- Orice polinom f e K[X]cu grad(f)>1 se descompune in mod unic
intr-un produs finit de polinoame ireductibile peste K de forma f=# -7, -..- f,.
- Singurele polinoame ireductibile din C[X] sunt cele de gradul inti.

! Dacé un polinom are riadécini in corpul K atunci f este reductibil in
K[X]. Reciproc nu este adevirat.

Exemplu 3 : Polinomul 7 =X*+X>+1 eZ,[X] este reductibil in Z,[X] dar nu are
radacini in Z, deoarece admite descompunerea

F=X'+ X +1=(X’+X +1)(X> - X +1) dar cele doud polinoame nu au nicio radacina
in Z;.

Activitate Raspuns
independenti

Se consideri polinomul /= X'+ X +1eZ,[X]. Si se arate ci f
2
se poate descompune de forma /= (X ’ +2) , sau

F=(X+D2 (X +2).

E/ Exercitii rezolvate

1. Sa se descompunai in factori ireductibili peste Z,Q,R,C polinoamele :

a) f(X)=X"-3X+23; b) fF(XN)=X"+15X"-16; ¢) f(X)=X"+X>—4X+2
Rezolvare :

Q) fXN)=X -3X+2=X"-X"+X - X-2X+2=

=X (X -D+ XX -D-2X-D)=(X-D)X*+X-2)=

= (X -1D(X +2)(X —1)=(X —1)*(X +2)- descompunerea in factori ireductibili peste Z,
respectiv peste Q,R,C
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b) f(X)=X"+15X"-16=X"-X*>+16X"-16=

=X (X° =D +16(X° —1) = (X -1)(X +1)(X* +16) - descompunerea 1n factori ireductibili
peste Z . respectiv peste Q,RR.

f = (X-D(X+1)(X —4i)(X+4i) - descompunerea in factori ireductibili peste C.

C) f(X)=X’+X*—4X+2=X"-X>+2X*-2X-2X+2=

=X (X -D+2X (X -1)—-2(X —1) = (X —1)(X* +2X —2) -reprezintd descompunerea in
factori ireductibili peste Z,Q.

FX)=(X =1)(X +1-~/2)(X +1++/2) - reprezintd descompunerea in factori ireductibili
peste R respectiv C.

2. Si se descompuni in factori ireductibili in C[x] polinomul f = 2X* +3X3 +X?
+X+1.

Rezolvare:

Nu vom incerca sa rezolvam ecuatia ci vom folosi metoda factorului comun,
incercand astfel sa grupam termenii in asa fel incat sa se poata da factor comun mai
departe:

f=2X3 (X+1) + X% (X+1) +X+1=

= (X+D)2X3 +X2 +1)=

= (X+1D)[X2(X+1) + (X+1)(X> —X+1)]=
= (X+1)’(2X? -X+1)=

— (X+1)? x_l—iﬁ x_1+iﬁ
= y _

4

3.  Sise arate ci polinomul =X’ +X*+ieZ,[X] este ireductibil peste Z,.
Rezolvare:

Cum f(0)=f(d)=1=0=-ca f nu poate avea in descompunerea sa factori de
gradul intai.

Sa presupunem ca f se poate descompune in produsul a doua polinoame,
atunci unul din ele va avea gradul doi iar celalalt gradul trei.

Atunci f va fi de forma f=(X’+aX?>+bX+1)(X>+cX+1), deoarece
coeficientul dominant al lui trebuie sa fie 1 si de asemenea termenul liber trebuie
sa fie 1.

Dupa desfacerea parantezelor si identificarea termenilor din membrul drept cu cei
din membrul stang rezulta:
X+ X +1=X° +(@+)X* +(ac+b+ DX +(a+bc+DX> +(b+)X +1=

c+a=0

+h+1=0 . . . . A A
ac . . Din ecuatiile a doua si a treia rezulta ca(a+b)(c+1)=1. (¥)
a+bc+1=1

b+c=0

Din prima ecuatie si a patra rezulti: a+b+2c=0=a+b=0si inlocuind in
ecuatia (*) rezultd cd 0=1 ceea ce este o contradictie. Rezultd ci presupunerea
facuta este falsa prin urmare, f este un polinom ireductibil in Z,[X].
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4. Sa se descompuna in factori ireductibili in Z.[.X]polinomul:
X)) =X+ X 43X+ X +2eZ [X].

Rezolvare:
Se asociazi polinomului f , functia polinomiald f(x)=x*+x>+3x+x+2 si se
determind valorile Iui f in fiecare punct x din Z : f(0)=2,

F(0)=2, f1)=3,£(2)=0, f3)=0, f(4)=4. Conform teoremei lui Bezout, se observa
ci x=2 si x=3 sunt ridicinile polinomului lui f iar pentru a determina
descompunerea lui f in factori ireductibili vom aplica schema lui Horner, sau vom
impirti direct la polinomul (X-2)(X-3). Cum restul impartirii lui fla (X-2)(X-3)
este X2+ X +2 care este un polinom ireductibil in Z.[X] atunci f se descompune de
forma: f=(X-2)(X-3)(X>+X+2) sau [ =(X+3)(X +2)(X>+X+2) intrucat -2=3
si-3=2.

5. Sa se descompuni in factori ireductibili polinomul
f(X)=X*"+X’-6X*-5X ++5eZ[X] peste Z,Q,R.
Rezolvare :

Observam ca polinomul f nu admite nicio rdddcind numar intreg prin urmare f
nu admite factori liniari in descompunerea sa. Grupand termenii convenabil
obtinem : f(X)=(X*>-5(X’+X-1)eQX]. Cum cei doi factori de gradul doi nu
admit nicio radacind numar rational, atunci aceasta este descompunerea in factori
ireductibili ai lui f peste Q.

Dupa ce aflam radacinile celor doud polinoame de gradul doi, putem face
afirmatiile :

5

0 =X B+ -

_lzﬁ)eR[X] este descompunerea in

1=
2

factori ireductibili peste R.

6. Se consideri polinomul /=X°+X+1eR[X], curidaicinile x,x,,x, eC.

Sa se calculeze (2-x)2-x,)(2-x,);

Rezolvare: Cum  polinomul f se  descompune de  forma
f=(X—x)(X —x,)(X—x;,)rezultd cd daca in loc de X punem numarul 2 se obtine

tocmai produsul cerut. Prin urmare, (2—x,)2—x,)(2—x,)=f(2)=11.

7. Se consideri polinomul /=X’+1eR[X], curidacinile x,x,,x, €C.

Sa se calculeze:

a) (I+x)A+x)d+x,)3 b) x°+x,°+x°.

Rezolvare:

a) Cum polinomul f se descompune de forma f =(X —x)(X —x,)(X —x,)rezultd ca
dacd 1n loc de X punem numarul -1 se obtine tocmai produsul cerut dupa ce la
fiecare  parantezd  se da  factor comun -1. Prin  urmare,
FD) =(=1=-x)(~1-x,)(~1-x) =—(1+x)(1+x,)(1+x;). Pe de alti parte f(-1)=0,
asadar, (1+x,)(1+x,)(1+x,)=0.

b) Din ¥’ +1=0=x’=-1=x’=-1x"=-1x/ =-1.
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Asadar, x°+x,°+x," = (xf)z +(x23 )2 +()c33 )2 =1+1+1=3.

2X +4
(X -D(X*-7X+10)

8. Sa se descompuna in fractii simple, fractia :

Rezolvare :
SX) _ JSX)
gX) (X—a)X—=b)... X-1)
unde cele n elemente a,b,c,...,t sunt distincte, iar f(X) este un polinom de grad mai
mic decét n si care nu se anuleaza pentru niciunul din numerele a,b,c,....t, atunci
f(X) A B T

= + ot .
g(X) X-a X-b X -t

In cazul nostru, observam ci X? —7X +10= (X —2)(X —5), asadar,

2X +4 _ A N B N C

X-DX-2)(X-5 X-1 X-2 X-5
da valori lui X pentru a determina pe A, B, C.

In general, dacd avem o fractiec de forma:

descompunerea in fractii simple este de forma :

. Dupa ce aducem la acelasi numitor, vom

2X +2=AX -2)(X -5 +BX -)(X -5+ C(X -1)(X -2)

X —>2=6=-3B=B=-2;

X—>l=4=44=A=1;

X »5=12=12C = C=1; O datd aflate A, B, C obtinem descompunerea in fractii
2X +4 2

simple: = .
X-DX-2)(X-5 X-1 X-2 X-5
9*, Sa se descompunai in fractii simple, fractia : %
Rezolvare :
In general, n cazul fractiilor polinomiale de forma f 8((;, unde f este un
g
polinom de grad mai mic ca n si g(X) este un polinom de forma (X-a)", vom avea
urmaétoarea descompunere in fractii simple :
/O /& o4 08 T
gX) X-a)" X-a X-a' = (X-a)
2X +6 A B C

In cazul nostru, scriem, -+ <.
(X-2° Xx- 2" (X -2)" (X -=2)

Dupa ce aducem la acelasi numitor, se da valori lui X :
2X+6=AX-2>+B(X-2)+C

X—->2=10=C
X=0=6=44-2B+10=>24—-B=-2.
X=1=8=4-B+10=> 4-B=-2.Se obtin: A=0, B=2, C=10 si descompunerea in
.. o 2X+6 2 10
fractii simple este urmatoarea : T = ~+ ;
(X-2) X-2 X-2
Altfel, se putea face notatia X-2=Y, in ideea de a scrie numaratorul in functie de
numitor si de a putea efectua impartirea :
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2X+6 _2Y+10_ 2 10

- =———=—+—, adicd tocmai
(X =2)° Y D 4

Cum 2X+6=2(X-2)+10, rezulta :

relatia la care s-a ajuns si mai inainte.

Exevcitii propuse || =\

1. Sé se arate ca polinomul f=X*+4eR[X] se descompune de forma
F=(X*=2X+2)(X*+2X +2).

2. Sa se arate ca polinomul f=X*+1eR[X] se descompune de forma
f=(X*=2X + (X +2X +1).

3. Sa se arate ca polinomul f=X°-2X*-5X+6<R[X] se descompune de forma
F=(X-1(X -3)X+2).

4. Sa se arate cd polinomul f=X’-2X*-7X-4eR[X] se descompune de forma
f=(X+1)(X-4).

5. Sa se arate ca polinomul f=X*-X’-5X-12e R[.X] se descompune de forma
=X +3)(X =2)(X +2).

6. Se considera polinomul f=2X°-5X*+X +1eR[X] curadacinile x,,x,,x, C.

a) Sa se calculeze (1-x,)(1—x,)(1—x;).

b) Sa se arate cd 5(x +x,” +x,7) = (x, +x, +x,) —3=2(x" +x," +x,)).

7. Sa se descompuna polinoamele peste Z,Q,R,C.

a) X°-5 b) X*+1 ¢) 3X°-6X
d) X*-8x+15 e) 5X°-4X-1 f) X’ -1
g) X°+27 h)x’-x*+x-1 i) X°-2X>-9X+18
j) X+ X7 +1 k) X*-X*+1 ) X*—4x>+3
m) X'+ X’ -Xx-1 n) X*'+3X°+3X°+ X 0) X°-1
p) X*-1
8. Sa se arate ca urmatoarele polinoame sunt ireductibile in Z [ X].
a) f=X"+2eZJ[X]; b) f=X’+2X+4eZ[X]; ¢) f=X'+X+3eZJ[X].
9. Sa se descompuna in factori ireductibili in Z,[X] polinoamele :
a) =X +2X°+ X +2€Z,[X]; b) f=X'+ X+ X>+2X +1eZ,[X].

10. Pentru m= -1 , sd se descompuna polinomul f=mX’+X*+X+meR[X] in
factori ireductibili n R[.X].

11. Sa se descompund polinomul 7 =X*-12X*+35eR[X] in factori ireductibili in
R[XT.

12. Sa se descompuna polinomul f =X’ -4X*-8X+32eR[.X] in factori ireductibili
n R[X].
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13. Pentru a=2, s se descompuni polinomul f =X’ +2X?+aX +1eZ,[X] in factori
ireductibili peste Z,.

14. Pentru a=2, sd se descompund f=X’+Qa+)X+a+4eZJ[X] in factori
ireductibili peste Z,.

15%. Fie f=X°+mX +5e7,[X]. Sa se arate ca f este reductibil pesteZ,, Vme7Z,.
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3.3 Relatiile lui Viete

Relatiile lui Viéte in cazul n=2;

Aceste relatii permit aflarea radacinilor trinomului de gradul al doilea
f=aX*+bX +ccu ajutorul relatiilor ce se stabilesc intre radacinile si coeficientii
polinomului.

Asadar, fie K un corp comutativ (K=Q.R,C sau Z,)
f=aX’ +bX +ceK[X],a, #0,cu radacinile x;,x,. Atunci, f se poate scrie
f=a(X -x)(X —x,)=a[X* —(x, +x,)X +x,x,]. De aici rezulta:

X +x,=——
a f se mai poate scrie si sub forma f = a(X? —SX + P),a € K\ {0},

b
C
X, X, =—
a
unde S = X1+X2, 51 P =xx,.
L e e . 2
In exercitii este utild si formula: |x*+x,° =(x, +x,) —2xx,

Deci, cu ajutorul relatiilor lui Viéte, daca cunoastem coeficientii trinomului de gradul al
doilea, putem afla usor suma respectiv produsul radacinilor polinomului si prin urmare, fiecare
radacind in parte; Reciproc, daca cunoastem radacinile polinomului de gradul doi, atunci putem
obtine forma algebrica a acestuia.

Relatiile lui Viéte in cazul n=3;
Pentru polinomul de gradul trei, f=aX’+bX’+cX+deK[X],a=0, fie
x,,X,,x,rddacinile acestuia, $i urmdtoarele forme de scriere a sa:
f=a(X —x)(X —x,)(X —x;) =a[ X" —(x, +x, + X)X +(x,X, + X, +X,%;) — X, X, %5 ] .
De aici, obtinem relatiile lui Viéte:
X X, +x;=——
a

C
Xp Xy F XXy + X, Xy =—

a

d

XXy Xy =——
a

f se mai poate scrie si sub forma f =a(X’ -8, X*+S,X —S,),a € K\{0}, unde
S, =x+Xx,+ X5,

S, = x,%, + X, +x,X;

S, =x-x,-x,
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in exercitii sunt utile si formulele:

2
L |x%+x, +x7 =(x +x,+x,) —205x, + %%, +X,.,)|;

[l

3
20|50+ x50+ 17 = (3 +x, +x) =308 X, 4 X)X, + X% + X%+ 3x05,%, | sau

3 3 3 _ 2 2 2
3. 55 4k an,” 4k g —(xl-!-xz-!-xa)(xl Iy ARdE =aEE, =ity = 355 ))AF 568

Exemplu : Pentru polinomul feR[X], f(X)=X’+2X"-3X+1 sa se scrie relatiile

3
lui Viete si sa se calculeze sumele : fo ;

i=1 i

3
x; unde x,x,,x, sunt radacinile
=1

polinomului.

Rezolvare :

3
inz =x +x +x = (xl +x, + X, )2 —20,X, +X,%, + %,X;) = (=2)* = 2(-3)=4+6 =10
i=1

3_ .3 3 3 _ 3 _
x) =07+ x) a7 = (x4 y) =30 X+ x)(00x, + X0+ X,X5) 4+ 3x,x,x; =

-8-3(-2)(-3) +3(-1) =-8-18 -3 =-29;

Relatiile lui Viéte in cazul n=4;

Fie f=aX* +bX’ +cX* +dX +ee K[X],a#0$i x,,x,,x,,x, radacinile lui f. Atunci, din
identitatea f = a(X —x,)(X —x,)(X —x;)(X —x,) dupd desfacerea parantezelor se
obtine:

f=alX? —(x, + )X + ()X =y +x,)X +x,x,]=

=al X" — (o, + 2, + 25 +x,) X7 + (00X, XX XX, XX, XX, +X,x,) X —

(X, + X,%,X, + X%, +X,%,5,) X +x,x,x,x,] $1 dupa identificarea coeficientilor din
cei doi membri rezulta relatiile lui Viete.

X, +X, + X, +x, =——
a
Xp o Xy X Xy X X X Xy X, X, XX, =

X o Xy Xy X Xy Xy X Xy Xy F X, Xy X, ==

QU oo

e
X, Xy Xy X, =—
a

Reciproc, polinomul de gradul patru cu radacinile x,,x,,x,,x, se mai poate scrie si
sub forma f =a(X*-$X°+S,X>-S,X+85,),ae K\{0}, unde
S1:X1+X2+X3+X4,

S, =x,%, +X,X; +X,X, +X,X; +X,X, +X3%, ,
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S5 = X,0,X5 + X, X,X, + X050, +X,X,X,
S4: X1X2X3X4

Relatiile lui Viéte se scriu convenabil si astfel:

b
(X, +x,) + (x5 +x4) 2—2

(s

(6 +x,) (05 +x,) + XX, +xy0x, =

a

d

(e, + X)X, + X, %, - (X5 +x,) = -
e
(x1 'xz)'(x3 ’x4) =
a

Activitate independenti | Raspuns
Se consideri polinomul /=X +3X’-X+meR[X]. Si se m=-3

determine meR astfel incat riadacinile x,x,,x, sa verifice relatia

X +x, =x,—1.

=/ Exercitii rezolvate

1. Se considera polinomul £(X)=X*+X+1eC[X] curadacinile x,x, eC.
a) Sa se calculeze x, +x,+x -x, ;

b) Sa se determine restul impértirii polinomului x°-1laf;
¢) Sa se calculeze suma 1+x +x°+x’ +...+x° unde x este ridicina polinomului
fs
Rezolvare :
a) Conform relatiilor lui Viete, x, +x, +x -x,=—-1+1=0 ;
b) Observam ca X° —1=(X-1)(X*+ X +1), rezultand ca restul este polinomul nul.
¢) Asociem polinomului ecuatia de gradul al doilea x*+x+1=0cu solutiile x,,x, .
Cum x, verifica ecuatia datd rezultd x> +x, +1=0. Atunci, 1+x +x°+x’ +..+x7 =
=(1+x+x)+5 A+ x +x7)+.x" A+ x +x7)+x> =x" = (x13)21 =1deoarece din punctul
b)
X’ —1=(X-1)(X*+X +1)rezultd ca x, este solutie si pentru ecuatia
X' -1=0= X' =1=x’=1
xl x3 x2
2. Se considerd matricea 4=|x, x x, |e M;(C) unde x,x,,x, sunt radacinile
o X X

ecuatiei x’ —3x*+3x+7=0. Sa se arate ci A nu este inversabili .
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Rezolvare :
Pentru a ardta ca A nu este inversabila este suficient sa aratam ca det(A)=0.
det(4) =x" +x,” +x; —3x.x,x,. Inlocuind x,,x,,x, In ecuatia datd, dupa ce insumam

3 3 3
relatiile rezulta : ) x’=3>"x>-3> x,—21=3(3"-2-3)-3-3-21=-21. Atunci,
i=1 i=1 i=1

det(4) = x> +x, +x; —3x.x,x, =—21-3-(-7) =0 adica A nu este inversabila.

Altfel, se putea folosi formula : x* + )’ +2° -3xz=(x+y+2)(x* +y* +2° —xy—xz2—2).
X Xy X3

3. Se considera determinantul A=|x, x, x|,unde x,x,,x, e Rsunt solutiile
X3 X X,

ecuatiei x> - 4x+3=0.

a) Sa se calculeze x; +x2 +x3;

b) Si se arate ¢d x’ +x,” +x;’ =-9;

¢) Sa se calculeze valoarea determinatului A.

Rezolvare:

a) Conform relatiilor lui Viete, rezulta x; +x, +x3= 0;

b) Cum x,,x,,x, € Rsunt solutiile ecuatiei x* -4x+3=0 atunci verificd aceastd ecuatie:

)cl3 =4x, -3

x23 =4x, -3

x; =4x, -3

x> x40 =40 +x, +x;,) -9 sau  S3=4S;-9. Rezultd S;=-9, unde

S, = xl3 +1623 +x33.

X X, X3
) Cum A=|x, x, x|=3xxx —(x’ +x, +x’), rezultd A=-9-(-9)=0.
X3 X X,

xl x2 x3

4. Se considera determinantul A=|x, x, x|, unde x,x,,x, € Rsunt solutiile
X3 X X

ecuatiei x3 - 5x2+2x+1=0.

a) Sa se calculeze x; +x2 +x3;

b) Si se calculeze x,° +x,” +x,’.

¢) Sa se calculeze valoarea determinatului A.

Rezolvare:

a) Conform relatiilor lui Viete, rezulta x; +x, +x3= 5;

b) Se cunoaste formula x,” +x,” +x,> = (x; +x, +x,)% = 2(xX,X, +X,; + X,X;) S

de unde rezultd ca x,° +x,” +x,” =5 -2-2=25-4=21.
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X Xy Xy
¢)Cum A=|x, x, x|=3xxx, —(x’ +x, +x),rezultd
X3 X X

A=3-(=)=(55, =25, ~3) = 3-(—1) —(5-21)—2-5-3=—3-92 = 05,

5. Se da polinomul f=X°-2X>-X+3cR[X]cu radicinile x;, X2, X3. Se cere :

a) Sa se calculeze x’°+x,”+x, ;

b) Sa se calculeze x’+x,’+x,
XX X

c¢) Sa se calculeze determinantul A=|x, x, x| unde x,x,,x, sunt ridicinile
X, X X,

ecuatiei f(x)=0;

d) Si se scrie un polinom de gradul trei avand ridacinile

V= XXy Yy =X X5 V3 = XX .

Rezolvare : a) Mai intéi se scriu relatiile lui Viete pentru polinomul f.

XX, +x,=2
X, X, + X -x, +x,-x,=—1 de unde se calculeaza
XXy X, =-3

3
ZXI.Q :x]2 +x22 +x32 :(x] + X, +x3)2 =2(x,%, + X, +X,X;) = 22 -2(-1)=4+2=6.

i=1

3
3
b) fo =x’+x’ +x = (x, + X, +x3) =3(x, +x, +x3)(X, X, + X, +x,%5) + 3x,0,%; =5

i=1
Ultima suma se mai putea calcula usor utilizand faptul ca cele trei radacini
verificd ecuatia polinomiald asociata de unde insumand relatiile se obtinea valoarea
respectiva.
¢) Valoarea determinantului este egald cu A =3x,x,x, —(x’ +x,’ +x,°) =3-(-3)-5=-14.
d) Polinomul cu radacinile y, =x,x;; y, =xx,; ¥, =xx, are forma
g=X—-AX’+BX—-C unde
A=y +y, + Y, = X%, + X%, +x,x, =—1
B=y -y + 33+ 2,y = 00500 +x, +x;) =—6
C=yy,p= (x1x2x3)2 =9
Asadar, g = X® +X? -6X -9.
6. Se consideri ecuatia x’ —3x* +x-1=0 cu radéicinile x,,x,,x, e C. Sa se scrie
ecuatia in y care are riadacinile:
a) Y =X, X, 1, =X X, Py =X XS
b) yi=x X »=x0x yy=x003
€) V==X +X+X, VY, =—X,+X+X;, Vy=—X,+X +X,
1 1

1
d) n=l+—, y,=l+—, y;=1+—3
X Xy X3
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€) ¥, =2x,+x,+X, ¥, =X +2x,+Xx;, ¥y =X +xX,+2x,3

P » :xlz’ b :xzzv Y3 :x32'
Rezolvare:
a) Cum EX =x+x+x, Y, TX =X +X+X, VX=X +X,+X;, Si din rela;iile lui
Viete se cunoaste cd x, +x, +x, =3 = se efectueaza notafia y+x=3=x=3-ydupd
care se Tnlocuieste in ecuatia datd in x si se obtine o ecuatie in y, ecuatie ce are
radacinile y,,y,,y,:
(B-»)-36-1)+3-y-1=0= »’ -6y’ +10y-2=0;
b) Din y,-x,=x,-x,:x,, ¥,-%, =X -X,-X;, ¥y-X; =X, -X,-x, 1 din relatiile lui Viete

. . 1 1. . . . . .
x,-x,-x, =1 =>se efectueaza notatia y =— = x =—si se inlocuieste in ecuatia data in x
X y

si se obtine ecuatia in y care are radacinile y,,y,,y,:

3 2
1 1 1
(—J —3(—] +——1=0=3" -3 +3y-1=0;
y y y

¢)Din y, +x =—x+x+x,+x, ¥, +X, =—x, + X, + X, +X;, y;+x,=—x;,+x,+x,+x, $1din
relatiile lui Viete x, +x, +x, =3=se efectueaza notatia
y+x=—x+3:y=—2x+3:>x=3_—y

3-yY (3-»Y (3-
Rezulta ecua‘;ia:[ 2yj —3[ zyj +( 2y)—1:0,etc.

d) Se efectueaza notatia y = 144 ;
X

e) Se efectueaza notatia y=x+3;
f) Se folosesc relatiile lui Viete:

2
A =Z3:yi :ix:? :[ZB:XI‘] _zixixj =3"-2.1=7;
=l = =l il

3
B= Zy,.yj = (xlx2 )2 + (xl)c3 )2 + (x2x3 )2 = ()clx2 + X, + X, X, )2 = 2x,2,%, (X, +x, +x;) =—1
i=1

C=yy»»= (x1x2x3)2 =1.
Ecuatia in y are forma: y’ - 4y* +By-C=0=3)"-7y"—y—-1=0
7. Si se rezolve ecuatia X3 - 6X*+ aX + 8=0 si s se determine a<R stiind ci
solutiile ecuatiei sunt in progresie aritmetica
Rezolvare:

Fie xi1, X2, X3 solutiile ecuatiei luate n progresie aritmeticd. Atunci, le putem
lua de forma, x;=u-v, X,=u, X3=u+v unde u,veR. Din relatiile Iui Viete se obtin
urmatoarele relatii:
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3
Zx,.zu—v+u+u+v=6 =3u=6u=2

i=1

inxj =w—-Vu+uu+v)+u’—v*=a
1<i(j<3

x1x2x3=(u2—v2)u=—8 >@-v)2=-8=

—? =8= v =122 . Atunci, solutiile ecuatiei sunt:
x, =2-242 X =2+22

x, =2 sau <x, =2

X, =2+232 X, =2-22

Pentru x = 2 se obtine 8-24+2a+8= 0 de unde a =4,

8. Si se determine acRsi si se rezolve ecuatia 2x>-21x2+ax-54=0, stiind ca
solutiile ecuatiei sunt in progresie geometrica.
Rezolvare:

Daca solutiile unei ecuatii de gradul trei sunt in progresie geometrica atunci
pentru a lucra simplificat vom face urmatoarele notatii:

u ES . - .. . .
x, =—; x,=u; x; =u-v unde w,veR. In continuare, se aplicd Relatiile lui Viete:

2 21 u 21
dox == S —tutu-v="
pur) 2 v 2
XX, =—
1<i(j<3 ‘ 2
54 u 54
XX, X; =— S —uuv=—=u=3
T2 v 2

S-a gésit astfel ca x,=3, prin urmare 3 verifica ecuatia datd, de unde se obtine ca a=
. . . 3 .
63 iar pentru a afla celelalte solutii, se inlocuiesc x, ==; x, =3; x, =3v 1n prima
v

din relatiile lui Viete: 34 3+3v= % < 2v' —5v+2=0de unde se obtin valorile
v

v, = l; v, = 2. Pentru ambele valori, solutiile ecuatiei sunt: x, = é; x,=3; x,=6.
2 2 ’

Exevcitii propuse |+ =\

1. Sa se determine suma radacinilor polinomului f in cazurile:

a) f=3X"-9X+1eZ[X]; b) f:2X3—§X2+5x—2eQ[X];
c) f=3X"-X+5eZ[X]; d) f=8x"+2x° —5x +\2eR[X];
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2. Se considera polinomul f=X"-4X*+mX +3eR[X]. Stiind c@ x*+x,” +x,” =8 sa
se arate cd m = 4.
3. Se considera polinomul f=X*-3X*+5eR[X] curadacinile x,x,,x,x, R
Sa se calculeze x> +x,” +x,° +x,”.
4. Se considerd polinomul f=X*+mX’-2X*eR[X]| curadicinile x,x,,x,x, eR.
a) Sd se determine meR astfel Incat x,+x,+x,+x,=3 ;
b) Pentru m = -3, si se arate ca

x]4 + x24 + x34 +x44 = 3()(13 + x23 + x33 + x43) + 2()(12 + x22 + x32 + x42).
5. Sa se determine a e R stiind ca suma a doud radacini ale ecuatiei

2x’ —4x* —~Tx+a=0 este egala cu 1;
6. Fie ecuatia x’ —6x” +x+2=0cu solutiile x,,x,,x, e R. Sa se calculeze expresia
E_x2+x3 _‘_.)CI'F.)C3 +X1+X2 .

- 9
X X X

7. Sa se rezolve ecuatia x’ +ax” —3x—6=0stiind ¢d produsul a doud radacini este —
3;

X Xy X

8. Sa se calculeze determinantul d=|x, x, x| stiind cd x,x,,x, sunt radacinile

Xy X Xy
polinomului f eR[X]:
a) f=X"-2X+1; b) f=X’-3X*+4X+1; ¢) f=X"+2X-3;
d) r=x"+4x*-2; €) f=2X"-4X’+6X-3; f) F=3x"-6Xx"-3;

g) f=3X"-6X"+6X-3; h) f=2X"-4X>-6X-2; i) f=2X"-4X"+8X-6;
x 1 1

9. Fie x,x,,x,solutiile ecuatiei I x 1/=0. Sd se determine meRastfel incat
1 1 x

X1 +x +x=m+2

10. Se considera ecuatia x’ +x* +2x+1=0 cu radacinile x,x,,x,. Sa se arate ca

(7 +x,7 4+ HA X, ) = X, X

11. Se considera ecuatia x’+2x+1=0 cu radacinile x,,x,,x, e C. Sa se calculeze

suma.:
2 2 2
X +2x,  x, +2x, x,+2x
1 1 + 2 2 + 3 3 3

XX, XX, X, X,
12. Sa se determine a,b,c €R stiind ca polinomul /= X*+3X°+aX’+bX +ceR[X]
admite radacina tripld x=-1;
13. Se da polinomul /= Xx° —-2X? + X +1. Sa se calculeze suma
x,” +x,” +x,” unde x,X2,x3 sunt ridicinile polinomului f.
14. Fie polinomul f = X" +3X° -5X +1avand radacinile x;,X,, X3. Sd se determine
polinomul g de gradul 3 care are radéacinile: y, =x,x;, y, =x,x,, ¥; =xx,.
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15. Se considera ecuatia x’ +3x* —4x+1=0 cu radacinile x,,x,,x, eC. Sd se scrie
ecuatia in y care are radacinile:
a) ¥ =2, +X, Y =X N, V=X XS
b) yi=x %, » =X, yy =003
€) V==X +X,+X, ¥, =—X,+X +X;, V3 =—X; +X +x,
d) y, :1+i’ Y2 :1+i’ Y3 :1+i;

X X, X3
€) ¥ =2x,+x,+X,, ¥V, =X +2X,+X;, V=X, +x,+2x,3
D :xlz’ Vs :xzzs V3 :xsz'
16. Sa se determine m e Rsi sa se rezolve ecuatiile date stiind ca au radacinile in
progresie aritmetica:
a) X’ —3x*—mx+8=0; b) x* -3x" —13x+m=0; ¢) X =3x"+mx+1=0;
d) ¥’ -9x" +mx—15=0; e) x’ +3x>—6x-m=0; f) X’ -3x* —2x+m=0.
17. Se considera ecuatia x** +3x—1=0 cu radacinile x,,x,,....,x,,, €C. Sa se

2012

calculeze suma S=)"—;
i=1 x,'

18. Sa se determine suma radacinilor polinomului f = (X -2)*" +(X +2)*" e R[.X].
19. Se considera polinomul f=X*+X +1eR[X], curadacinile x,,x, eC.

Sa se calculeze x*" +x,".

21. Se considera polinomul f = X* +2X> +mX +6 e R[X].

a) Sa se determine m e R astfel incat f'sa fie divizibil cu polinomul X +2 ;

b) Pentru m = 3 sa se determine catul si restul impartirii lui f la polinomul X-3 ;
¢) Sa se determine m e R astfel incat f sa verifice relatia

(X, +x,)" +(x, +x,)7 +(x, +x,)° =6 ;
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3.4 Polinoame cu coeficienti in z QR

e Polinoame cu coeficienti intregi

intregi; Dacd f admite ca radacind un numar intreg a, atunci aceasta se afla printre
divizorii termenului liber, ag.

intregi; Daca f admite ca riadicind un numar rational £,q 20, (p,q)=1, atunci
q

plag si dla, -

Observatii:

1) Pentru polinoamele cu cel putin un coeficient care nu este numar intreg, teorema
nu mai este valabila;

2) Dacd un polinom cu coeficienti intregi are coeficientul dominant a, = +1, si daca
nu are radacini intregi, atunci el nu are nici radacini rationale;

Observatia 2) poate fi enuntatd si altfel: Dacd un polinom monic cu coeficienti
intregi admite o radacina rationald, atunci aceasta este numar intreg.

Exemplu: S& se determine raddacinile 1intregi ale  polinomului

f=X'-X’-7X*+X+6.

Rezolvare: 1 -1 -7 1 6
1 1 0 -7 -6 0
-1 1 -1 -6 0
3 1 2 0
-2 1 0

Aplicind schema lui Horner, se cautd radacinile intregi printre divizorii

termenului liber i anume 6;  Se gasesc solutiile: -2; -1; 1; 3.

e Polinoame cu coeficienti rationali

rationali; Daca f admite ca radicini un numir irational de forma
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a+b, a,beQ, »)0, b 2Q, atunci admite ca ridicini si conjugata acesteia,
a—-/b, ambele ridicini avaind acelasi ordin de multiplicitate.
Observatie: Ridicinile pot fi si de forma a+bJe,a—bJe, cu

a,b,ceQ, )0, Ve zQ.

e Polinoame cu coeficienti reali

reali; Daci f admite ca radicind un numir complex de forma a+ib, a,heR,
atunci admite ca radicina si conjugata acesteia, a—ib, ambele radicini avand
acelasi ordin de multiplicitate.

Observatii:

1) Orice polinom cu coeficienti reali, de grad impar, are cel putin o radacina reala;
2) Pentru polinoamele cu cel putin un coeficient din C\R, teorema nu mai ramane

valabila.

- Fie 1 (X)eR[X] un polinom cu coeficienti reali; Daca functia
polinomialid asociatd are proprietatea ca f(x))0, VxeR rezultd c¢d f nu are
nicio radacina reala.

Exemplu: Fie f(X)=X"-2X?+2eR[X]. Sa se arate ca f nu are raddcini reale.

Rezolvare: f(x)=(x" —1)2 +1>1= fnu are nicio ridicini reala.

==/ Exercitii rezolvate

1. Sa se determine un polinom cu coeficienti reali de grad minim stiind ca
admite radacina dubli -2 si radacina simpla i.

Rezolvare: Daca polinomul admite radacina dubla -2 si radacina simpla i
atunci polinomul se scrie  f=(x-2)(x-2)(x-1), rezultd f=x’-ix>-4x+4i

2. Sa se determine radacinile rationale ale polinomului
f=4X"+4X° 43X’ - X -1eR[X].
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Rezolvare:
|4 4 3 -1 -1

L I -2|0 N
2 2

1

1
4 4 4 |0 =x=—
— 2
4X% 44X +4=0

Celelalte radacini, care sunt complexe se determina rezolvand ecuatia

“1+if3

2

4X*+4X+4=0=1x,, =

3. Dacd ecuatia x’—6x°+21x—26=0 admite ridicina x, =2-3i, sd se calculeze
X, X5,

Rezolvare Ecuatia admite si rdddcina conjugatd x, =2-3i sicum x,-x,-x, =26 ,
rezultd ca x,=2. Asadar, x,-x, =4+6i.

4. Si se arate ca polinomul /=X’+X’+ X -3eR[X] nu are toate radicinile
p L

reale.

Rezolvare: ~ Se descompune polinomul in factori de forma

=X +X+X-3=X"-1+X" -1+ X-1=

=(X —1)(X 42X+ 3). Cum discriminantul ecuatiei de gradul doi asociata trinomului

de gradul doi este negativ, rezultd cd polinomul nu are toate toate radacinuile
reale.

Altfel, se pot folosi relatiile lui Viete,
X +x"+x=87-2S, =(-1)’-2-1=1-2=-1(0. Cum suma patratelor radacinilor este

5. Fie polinomul / = X° -2X* + mX +1e R[X]. S se determine m < R astfel incat

polinomul f s& nu admita toate radacinile reale.
Rezolvare:

Pentru a demonstra cd nu toate raddcinile polinomului sunt reale, e suficient sa
impunem conditia x’+x,’+x,’(0 , de unde rezultd 4-2m(0=>m)2. Asadar,
polinomul nu are toate raddcinile reale pentru m e (2;x).

6. Si se determine m <R stiind ca polinomul /=X’ -3X°+3X+meR[X] are

radacini reale.
Rezolvare: Din
(= 2,) +(x, =) +(x, —x,)7 =2(x" +x,7 +x,7) = 2(6,x, + %X, +X,x,) =2(3° =2:3)-2-3=0=

3
=x =x, =x, =1deoarece ) x =3.

i=1

Pentru ca x=1 este radacina a polinomului, rezultd f(1)=0=m=-1.
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7. Si se rezolve ecuatia x*-6x3+8x2-6x-9=0, stiind ci admite ridicina

X, =2- J7.

Rezolvare:  Acest exercitiu presupune cunoasterea teoremei cu privire la
existenta radacinilor reale conjugate pentru polinoamele cu coeficienti rationali.
Daci f(x)= x*-6x>+8x2-6x-9 e 0[.X] admite radicina x, = 2—+/7, atunci, admite si
conjugata acesteia x, = 2++/7 , Intrucat este un polinom cu coeficienti rationali.

Mai departe se cautd, fie sa se Tmparta polinomul dat, la trinomul format cu
cele doud solutii gasite deja pentru a le afla si pe celelalte din egalarea catului cu
zero, fie se scrie sub forma de descompunere (x>-4x-3)(x*+ax+b), si se incearci
gasirea lui a si b, intuitiv sau prin identificarea coeficientilor. Ecuatia data este
echivalenta cu (x?-4x-3)(x’-2x+3)=0, de unde rezultd si celelalte solutii.
Xy, =1t iN2 .

8. Determinati m,n<Rsi rezolvati ecuatia x* —3x* +8x> —mx+n=0 stiind ci
admite radacina 1+3i.

Rezolvare: Deoarece ecuatia cu coeficienti reali admite radacina complexa x;
= 143i atunci obligatoriu admite si rddacina x»=1-3i. Cum polinomul format cu
radacinile x; si X, este trinomul

X2-SX+P adicd X*2X+10 intrucat S=x;+x, = 2 si P = x;x, = 10, nu ne rdmane
decat sa Tmpartim polinomul asociat X*-3X?* +8X? -mX+n la polinomul X*-2X+10
din care ne rezultd un cat din care vom afla si celelalte solutii ale ecuatiei, daca
vom pune conditia ca restul impartirii celor doua polinoame si fie zero.

X*-3X34+8X2— mX +n X2-2X+10
SXA2X3-10X3

X2 -X-4
-X3-2X2-mX+n
X3-2X2+10X

4X2+(10-m)X+n
4X2 -8X+40

(2-m)X+40+n

Asadar, din (2-m)X+40+n =0 rezultd m=2 si n= -40. In aceste conditii, din X2 -
1417

X-4=0 rezulta ca celelalte solutii ale ecuatiei date sunt x,, = S

9**. Fief,geRX),f=X-2X—-a,g=X"—aX’-2(a-DX +asi
A= {a eR ‘f si g au cel putin o radacina camuna}. Daca S = Za , atunci si se

acd

calculeze S.
Rezolvare: Se procedeaza prin a nota cu « radacina comuna celor doua ecuatii.
Rezulta:
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a’ -2a=a C e - < « . <
; Cum radacina comuna a doua polinoame se regaseste
a’—a-a*-2a-)-a+a=0
si in polinomul rezultat din diferenta celor doua polinoame, rezulta
a(-a* -2a+3)=0=
a=0 sau —a® -2a+3=0.
Daca a=0=x’ -2x=0< x(x> =2)=0=x, =0,x,, =+/2.
Daci —a’ -2a+3=0=—-(a-1)(@+3)=0= )
Atunci, =Y a=0+(-1)+(-21)=-
daca o =1=a=-1; daca a=-3=a=-21 acd

10**. Fie polinomul P(X)=X"+2X-1, cu radacinile x;,X,,...X,. Sa se calculeze

2o +1
= X —1 ’
n 2 : n 1 1 2 n
Rezolvare: % A_+11 = Z(xk )(x" thr2_ Z( X, +1)+2z
=1 X k=1 k=l X =
| n+2 -
=X, +X, +otx, +n-2 =n-2 =-2, deoarece suma Z se calculeaza
k=1 1- Xy 2 k=1 L= Xy
dupa formula P > ! ,unde P[X]eR[X].

"PX) S X-x,

Exevcitii propuse |+ =\|

1. Sa se arate cd urmatoarele polinoame nu au nicio radacina reala:

a) f(X)=X"+5X"+1eR[X]. b)

X)) =X-D X (X+])*+1eR[X].

C) f(X)=X"+2X°-3X*-4X+5eR[X].

2. Sa se rezolve in C ecuatia x* —2x’ —x* —2x—2=0 stiind ¢ admite radicina 1-+/3;
3. Se da polinomul 7 = X*+2X° +mX* +nX + punde m, n, p sunt numere reale.
Determinati m,n, p astfel incat restul impartirii lui f la X-1 sa fie 15, iar polinomul f
sa admita radacina -1-+i.

4. Fie polinomul /' = X* +(a+DX* +(a> +2)X* +(a—1) X +2e R[X]. Sa se arate ca
polinomul are cel mult doua radacini reale.

5. Sa se arate ca polinomul f =X"*+(1-2m)X*+2mX +2m’ +3 e R[X] nu poate avea

radacini reale, oricare ar fi m numar real.
6 Sa se determine valorile lui ae R astfel incat ecuatia

7. Se considera pohnomul f=(X*-)(X*-4-1eR[X] cu radacmile X5 X5 X500

a) Sa se arate cd polinomul are toate radacinile reale;

b) Sa se arate ca x" +x,"° +x," +x,*" eN.
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8*. Se considera polinomul f=X°-2X°+4X-1eR[X]cu rddacinile x,x,,x, eC.
3
Sa se calculeze suma

o l-x,

9*. Se considera polinomul f=X°-3X*+2X-2eR[X]cu radacinile x,x,,x,eC.
3

Sa se calculeze suma Zxk—H
o x,—1

10%*, Sa se determine radacinile polinomului

FX) =X ~(B+DX*+(\3-2)X + 243 e R[ X]stiind cd admite o radicind reald.

3.5. Exercitii recapitulative

1. Se considerd polinomul /' = X° — X*-5X +2 e C[.X] cu radacinile x,,x,,x,eC.
a) Sa se calculeze f(-)+f (%) :

b) Sa se determine catul si restul impartirii lui f la polinomul X+2;
X X X

¢) Sa se calculeze determinantul d=|x, x x|, unde x,x,xsunt radacinile
X3 Xy X

polinomului f;

2. Se considera polinomul ' =(X +1)’ -3X +2eR[.X] cu radécinile x,,x,,x, €C.

a) Sa se calculeze x*+x,” +x,> ;

b) Sa se determine catul si restul impartirii lui f la polinomul X + 2 ;

¢) Sa se rezolve inR ecuatia f(x) =75 ;

3. Se considera polinomul f = X° +6X* +mX +6 € R[.X].

a) Sa se determine meR stiind cd x’+x,”+x’=14unde x,x,,x,sunt radacinile

polinomului f;

b) Pentru m = 1 sa se calculeze catul si restul impartirii lui f la polinomul g=X+2;

¢) Pentru m = 11 sa se rezolve ecuatia f (x) =0 ;

4. Se considerd polinomul ' =(x* +1)2 ~(Xx+1)’eRX] avand forma algebrica

f=aX"+bX’ +cX* +dX +e eR[X].

a) Sa se calculeze suma coeficientilor polinomului f';

b) Sa se arate ca f este divizibil cu polinomul g=Xx-1 ;

¢) Sa se determine catul si restul impartirii lui f la polinomul g=X*-X+1;
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5. Se considera polinomul f = X* —5X> +9X + m e R[X]

b) Pentru m = -6 sd se determine catul si restul impartirii lui f la polinomul
g=X"-3X+3;

¢) Pentru m = - 6 sa se calculeze expresia x,” +x,’ +x, ;

6. Se considera polinomul f =4Xx*-15X> -5X +6eR[X] .

a) Sa se calculeze f(—1)+f(—%);

b) Sa se arate ca f este divizibil cu polinomul g=Xx>-Xx-2;

¢) Sa se rezolve in R ecuatia f(x) =0 ;

7. Se considerd polinoamele =X’ -X>-X-2eR[X], g=X"+X+1eR[X] ;

a) Sa se arate ca polinomul f este divizibil cu polinomul g ;

b) Sa se determine catul si restul impartirii lui f'la polinomul g=Xx-2 ;
X X X

¢) Sd se calculeze determinantul d=|x, x x|, unde x,x,xsunt radacinile
X3 X X4

polinomului f;

8. Se considera polinomul f = X° -2X* +2X +a e R[X].

a) Sa se determine a € R pentru care polinomul f are radacina x, =1;

b) Pentru a = -1 sa se determine catul si restul impartirii lui f la polinomul

g=X+2

¢) Pentru a = 3 sa se calculeze x’+x,’ +x,’unde x,,x,,x,sunt radacinile polinomului

f;

9. Se considera polinoamele /=X’ +2X°-2X+3eR[X], g=X+3eR[X] ;

a) Sa se determine catul si restul Tmpartirii lui f la polinomul g ;

b) Sa se calculeze expresia x> +x,” +x,” +2(x” +x,> +x,°)unde x,x,,x,sunt radacinile

polinomului f;

¢) Sa se calculeze (2—x,)2—x,)(2-x,), x,,x,,x,sunt radacinile polinomului f;

10. Se considera polinomul f(X)=X"+2X*+aX +beR[.X],cu radacinile x,x,,x,.

a) Pentru a= - §, b= - 6, sd se determine x,,x,,x, ;

b) Sa se determine a R astfel incat x” +x,> +x,> =6;

¢) Sa se calculeze expresia (1-x,)(1—x,)(1—x,) in functiede asib.

11. Se considera polinomul f(X)=X>-mX*+3X +m+5eR[X].

a) Sa se determine m e R astfel incat f sa fie divizibil cu X+42 ;

b) Sa se calculeze produsul (1-x)1-x,)(1-x,) unde x,x,,xsunt radacinile

polinomului f in cazul in care m = -3.

¢) Pentru polinomul f gasit la punctul a) sd se arate ca polinomul g(X)=f(X-1) nu

are toate radacinile reale.

12. Se considera polinomul 7(X)=X’-3X>+aeR[X].

a) Sa se determine a € R pentru care f are rddacina x=3;

b) Sa se determine valorile Iui a € R pentru care f admite o solutie dublda in Z ;
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¢) Sa se calculeze suma S=x’+x,’ +x,’unde x,x,,x, sunt radacinile polinomului f

pentru a=3.

13. Se considera polinomul 7(X)=(X*+X +1)* avand forma algebrica

fX)=a X' +a,X +a,X*+a, X +a,, a R, Vi=0,4.

a) Si se determine coeficientul lui X? ;

b) Sa se rezolve ecuatia f(x)—2(x—1)’ +4(x—9)=0;

¢) Dacd x,x,,x,,x, sunt radacinile polinomului f sa se calculeze

XIZOIO +x22010 +X32010 +X42010 .

14. Se considera polinomul f(X)=X"+5X*+6<eR[X], cu radacinile x,,x,,x,,x,.

a) Sa se arate ca f nu are radacini reale ;
1 1 1

b) Sa se calculeze suma L —;
XX X X,
¢) Sa se determine restul Tmpartirii polinomului g(X)=X(X*+5X°+6)"-X+1 la
polinomul A(X)=X"+X.
15. Se considera polinomul 7(X)=X"*-8X*+15cR[.X].
a) Sa se arate ca f(X)=(X">—4) -1
b) Sa se demonstreze ca f nu are radacini intregi ;
¢) Sa se descompuna polinomul f in produs de factori ireductibili in R[X].
16. Se considera polinoamele
F.geRIX], fFD=X'+X’—X+1, g(X)=X>+2X>+2X +1.
a) Sa se demonstreze ca f(X)=g(X)- (X -1)+2;
b) Sé se determine radacinile reale ale polinomului g ;
¢) Stiind cd a este o raddcina a polinomului g, s se arate cd f(a) e N.

17. Se considera polinoamele f=X*+ X" ile 71X, g= aX+be Z.IX]1 ;

a) Sa se determine rddacinile din Z, ale polinomului f ;

b) Sa se arate ca f:(X2 +2)2 ;

¢) Sd se arate ci f(0)+ 7()+ f(2)+2 = g(0)+ g()+ g(2),Va,b € Z,[ X];

18. Se considera polinoamele f=X’+aX’+2eZ,[X], g=X+2€Z,[X] ;

a) Sa se determine a e Z, astfel incat polinomul f'sa fie divizibil cu g ;

b) Pentru a=2, s se calculeze f()+ f(2) ; ¢) Pentru a=1, sa se rezolve ecuatia
fo=1;

19. Se considera polinoamele f,geZ,[X], /(X)=X*+2X°+X?, g(X)=mX +3.

a) Sa se determine radacinile din Z,[X]ale polinomului f ;

b) Si se arate ¢ f(X)=(X>+X+2)%;

¢) Si se determine m 7, astfel incat g(0)+g(l)+g(2)+g(3)=2.

20. Fie polinomul feZ,[X], f=X""+X+D)®°+X+2)™° care are forma
algebricd  f=a,, X" + a0 X ™ +...4+a X +a,, a €Z,.

a) Sa e calculeze a,+a, +....+ ay;
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b) Sa se arate cd f este ireductibil in Z,[.X];

¢) Si se determine restul imprtirii lui fla polinomul g(Xx)= X2 +2.

21. Fie polinomul f(X)=X’+@a+1)X +a+4eZ[X].

a) Sa se arate ¢d @’ =a, VaeZ;

b) Si se determine aeZ, astfel incat f(3)=0;

¢) Pentru a =5 si se descompuni polinomul f in produs de factori ireductibili in
Zg X].

22. Se considerd polinomul f eZJ[X], f=X>+(a+2)X+3a+2.

a) Determinati aeZ,, stiind ca f(1)=1;

b) Pentru a =2 rezolvati ecuatia f(x)=4 in Z, ;

¢) Pentru a =2, si se arate ci polinomul f este divizibil cu X +3.

23.Se considera polinomul f=X*-X +1eC[X] cu radacinile x,x, eC.

a) Sa se calculeze x> +x,” +x,-x, ;

b) Sa se determine restul impartirii polinomului X°+1 laf;

¢) Sa se calculeze suma 1+x, +x° +x’ +....+x” unde x, este raidacina polinomului f';
24. Se considera polinomul f(X)=X'-X’+aX’+aX+beR[X], a,beR.

a) Sa se arate ca restul impartirii polinomului f la polinomul g(X)=X+1 nu
depinde de a;

b) Sa se determine a si b astfel incat restul impartirii polinomului f la polinomul
X?>—XxsafieX;

¢) Sd se determine a,beR astfel incat polinomul f sd fie divizibuil cu polinomul
(X -7

25. Se considera polinomul f(X)=X*-2X"-4X*+aX+beR[X], a,beR.

a) Sa se determine a si b stiind ca polinomul f este divizibil cu polinomul
gX)=(X-I)(X-3)

b) Pentru a =2 si b = 3, sd se rezolve ecuatia f(x)=0;

¢) Sa se determine a,b € R astfel incat polinomul f'sa fie divizibil cu polinomul X-2
st restul impartirii lui f la X+2 sa fie 3;

26. Se considerd polinomul f(X)=(X-1"+(X+1)""-2"eR[X],care are forma
algebricd f(X)=a,X" +a, X’ +..+a X +a,.

a) Sa se calculeze f(-20)+ f(—=19)+...+ f(=D+ f(O)+ f () +....+ f(19) + £(20);

b) Sa se calculeze suma a, +a, +a, +....a,;

¢) Sa se arate ca polinomul f este divizibil cu polinomul g(X)=X>-1.

27. Se considera polinomul f(X)=(X+D)*" +X-1)*" eR[X],care are forma
algebrica f(X)=a,,, X" +a, , X" +..+a X +a,.

a) Sa se calculeze a,,, +a,;;

b) Sa se calculeze suma a, +a,+a, +....ay,,;

¢) Sa se determine restul impartirii polinomului f la polinomul g(X)=X>-1.
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28. Se considerd polinomul f(X)=X"+X’-(n+2)X+neR[X],neN.

a) Pentru n=3, sa se calculeze f(-2)+ f(-3);

b) Pentru n=3, sa se rezolve ecuatia f(x)=0;

¢) Sa se arate ca polinomul f este divizibil cu polinomul g(x)=(X-1)".

29. Se considera polinoamele

X)) =X +(a+DX*+bX +2eR[X], g(X)=X’-4X+3eR[X].

a) Pentru a=-1,b=0,sa se calculeze f-g;

b) Pentru a=0,b=2,sa se rezolve ecuatia f(x)=0;

¢) Sa se determine a,b € R astfel Incat polinomul f'sa fie divizibil cu polinomul g.
30. Se considerd polinomul f(X)=X(1-X*+X")"-X*"+1eR[X],care are forma
algebricd f(X)=a,,, X" +a,,; X" +..+a X +a,.

a) Sa se determine a, +a;;

b) Sa se calculeze a,+a,+a, +....+ay,,;

¢) determinati restul impartirii polinomului f la polinomul X* - X.

31. Se considerd polinoamele f(X)=X"+aX+beR[X], g(X)=X"+3X+2eR[X].
a) Pentru a=-7,b=-6,sa se calculeze 7(0)- f/(1)- f(2)- f(B)-....- f(2015);;

b) Sa se determine a,beRstiind cd f(-2)=0si ca restul Impartirii polinomului f la
polinomul X -2 este 8;

¢) Sa se determine a,b € R stiind ca polinomul f este divizibil cu polinomul g.

32. Se considera polinomul f(X)=2X"+X*-14X*+5X +6 e R[ X].

a) Sa se determine restul impartirii polinomului f la polinomul g(X)=X-2eR[X].
b) Sa se arate cd f(X)=QX*—x—D(X*+X—-6);

¢) Sa se descompuna polinomul f'in factori ireductibili peste R.

33. Se considera polinomul f(X)=X"-5X +3eR[.X]avand radacinile x,x,,x, e R

a) Sa se calculeze f (—%)+ JAGE

b) Sa se calculeze x°+x,” +x,%;

¢) Sa se calculeze (2—-x)(2—x,)(2-x,);

34. Se considera polinomul /(X) =X’ -aX* + X +3eR[X]avand radacinile
x,%,,x, €C.

a) Sa se determine a € R stiind ca polinomul f are radacina 2;

b) Sa se determine a € R astfel incat f sa fie divizibil cu polinomul X +3;
¢) Pentru a=3 si se calculeze x’ +x,’ +x,’.

35. Se considera polinomul /(X) =X’ +(m-2)X* —mX -3 e R[X]avand radacinile
x,%,,x, €C.

a) Sa se determine m e Rastfel incat polinomul f sa fie divizibuil cu polinomul X -2
b) Pentru m =3sa se rezolve ecuatia f(x)=0;

¢) Pentru m=4 sa se calculeze x’+x,” +x,”.
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36. Se considerd polinomul f(X)=2X"+(a+2)X*>+1eZ,[X]avand radicinile
X, %,,x, €C.

a) Sa se determine a<Z,astfel incat f (1)=0;b) Pentru a=2, si se rezolve ecuatia
f(x)=0;

¢) Si se determine a e Z, astfel incat polinomul f si fie divizibil cu polinomul X +1.
37. Se considera polinoamele f(X)= X" +2X* +aX +1€Z,[X].g(X)= X +1eZ,[ X].

a) Si se calculeze f(1)+ 7(2)- f(1)pentru a=1.

b) Sa se determine a eZ, astfel incat f sa fie divizibil cu g;

¢) Pentru a=2, sa se descompuna f in factori ireductibili;

38. Se considerd polinomul f(X)=X°*+aX +5eZ,[X].aeZ,.

a) Si se verifice ¢i pentru orice beZ,,b=0,avem 5° =1.

b) Sd se determine a eZ., astfel incét restul impartirii polinomului f la polinomul

X +2, sd dfie egal cu 1;

¢) Si se determine aeZ,, astfel incat f si fie divizibil cu polinomul X +5.
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Partea a Il-a .

ANALIZA MATEMATICA

I. Primitive

II. Integrala definita

III. Metode de integrare

IV. Aplicatii ale integralei definite

I. Primitive

1. Primitive. Functii care admit primitive

Pe parcursul capitolului, I este un interval din R ;

Definitie:

Fie f, F: I — R. Spunem ci F este o primitivi a lui f daca:
a) F este derivabila pe I; b) F’(x) =f(x), VxeI.

Exemplu:
a) Fie functia /:R—>R, f(x)=6x". Atunci, functia F:R >R, F(x)=x°este o
primitiva a functiei f deoarece F este derivabila si (x°) =6x’;
b) Fie functia /:R-{3} >R, f(x) =L3. Atunci, functia
e
F:(3;0) >R, F(x)=In(x-3)este o primitiva a functiei f deoarece F este derivabila si

o1
(In(x-3)) = 3

O conditie des utilizata prin care se poate determina dacd o functie admite
primitive este data de urmatoarea teorema:

Teorema Orice functie continua definitd pe un interval admite primitive pe
acel interval.

Exemplu: Sa se arate ci urmatoarele functii admit primitive:
1
<
x* +2x+4,x(0 2x—3’x_0

a). f:R>R ,f(x)={ , ; b). f:R>R, fx)= ;
e +3,x20 St
X 3,x)O
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In ambele cazuri functia f este continuape R intrucit este continui pe
(—00;0) LU (0;00) deoarece restrictiile sunt functii elementare si sunt continue si in 0
deoarece lirrg f(x)= ling f(x)=7(0).

x( 0 x) 0

Asadar, f admite primitive pe R.

[Meorema Fic f: I — R. Daci . F,:1—> Rsunt doud primitive ale functiei f,
atunci existd o constantd ¢ <R astfel incit [ (x)= F,(x)+c,Vxel.
Demonstratie : Dacd |, F',sunt primitive atunci F, 7, sunt derivabile

SF 0=F 0=/ vxel o(F-F)W=F 0O-F (=0, x & L

= F,(x) - F,(x)=c, ¢= constantd

Observatii :
1. Fiind datd o primitivd F, a unei functii atunci orice primitiva F a lui f are forma
F=F +c ,c=constantd = fadmite o infinitate de primitive.

2. Teorema nu mai ramane adevarata daca [ este o reuniune disjuncta de intervale
Exemplu : f:R—{O Jo R, f(x)=x2
R

3
F = %, G= 33 F, G sunt primitive ale lui f dar F-G nu e constanta .
X

—+2
3

Contradictie cu teorema.

3. Orice functie care admite primitive are Proprietatea lui Darboux.
Se stie ca derivata oricarei functii are P. lui Darboux , rezultd ca f are P lui Darboux. F’
=f.

P.D

4. Daca | este interval si f(I) def {f(x)/x eI }nu este interval atunci f nu admite primitive.

Daci presupunem ca f admite primitive atunci din OBS 3 rezulta ca f are Proprietatea lui
Darboux, rezulta f(I) este interval ceea ce este o contradictie.
—2,x € (—0;0]

: nu admite primitive pe R deoarece
x“+1,x € (0;00)

Exemplu : Functia f:R >R, f(x) ={

imaginea functiei este Im /' ={-2}U(l;00)adicd functia f nu transforma un interval tot

Intr-un interval;
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- Daca functia f/:7/ — Rnu are proprietatea lui Darboux pe I atunci f
nu admite primitive pe I:
Exemplu :

O,xe(—oo;O]

Fie f:R—>R, f(x) :{ . Sd se arate cd f nu admite primitive pe R.

x* +1,x € (0;0)
Rezolvare:
Imaginea functiei este Im /={0}u(l;)care nu este interval, deci f nu are

proprietatea lui Darboux, asadar, f nu admite primitive pe R.

Activitate independenta | Raspuns
Se considera functiile /,F:(0;0) > R, f(x)=(3x*+12x+6) ¢,
F(x)=(3x* +6x)e". Si se arate ci F e o primitiva a lui f. Fl(x)=f(x)

-E/ Erercitii rezolvate

1. Se considera functiile /,F:7 —>R. Sa se arate cd F(x) este o primitiva a
functiei f(x) in cazurile:
a) f(x)=3x"+2, F(x)=x"+2x+53

b) f(x)zl—iz, F(x)=1nx+L;

X X X
€) f(x)=2cos2x—3sin3x, F(x)=sin2x+cos3x.
Rezolvare:

a) Cum F(x) este derivabilda si F’(x)=(sin2x+cos 3x)1 =2c0s2x—3sin3x = f(x),
rezulta, conform definitiei cd F este o primitiva a lui f.

b) Cum F(x) este derivabila si F’ (x):(lnx+xijl :i—é: f(x), rezulta, conform
definitiei ca F este o primitiva a lui f.

¢) Cum F(x) este derivabila si F'(x)= [lnx+xijl :i—% = f(x), rezulta, conform

definitiei ca F este o primitiva a lui f.

2. Aflati functia f a cirei primitivi este functia 7: D —R in cazurile:

X 6 Px
a) F:R >R, F(x)=——+23 b) F:R >R, F(x)=-"—+3
In5 6 In2
¢) F:(-2;0) >R, F(x):lnx+;+5; d) F:[-3;0) >R, F(x)=e -+x+3}
X+

Rezolvare:
a) F este o primitiva a functiei f pe un interval I dacd F'(x)= f(x), Vxel;
In cazul nostru, cum F'(x)=5"+x° rezultd ci F este primitiva functiei f(x)=5"+x";
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2
XT+x

b) F'(x):(zlnz +

3] =Q2x+1D)-2"" = f(x)=2x+1)-27";

c)
F'(x):(lnx+3+5j: 1 (x+3j x+2 -l IR NP S. B
x+2 x+3 (x+2) x+3 (x+2) X +5x+6 X*+5x+6
x+2

—\ — 1 ™ (4x+13) e (4x+13)
d Fv — 2x. 3 :2 2x 3 2x. — — ;
) FI) (e o ) ¢ vamaTe 2J0x+3  2Jx+3 =/ 2Jx+3

3. Determinati a,b <R astfel incat functia F si fie o primitiva a functiei f unde
F1(=3,0) >R, f(x)=\V2x+6, F:(-3;0) >R, F(x)=(ax+b)\2x+63

Rezolvare:

Cum F este o primitiva a lui f rezulta F'(x)= f(x),Vxe(-3;0);

aN2x+6 +(ax+b)

=\2x+6= prin aducerea la acelasi numitor ci

1
J2x+6
x(3a—2)+6a+b—6=0=3a-2=0S$i 6a+b—6=0de unde se obtin a=§,b =2;
4. Sa se arate ca urmatoarele functii admit primitive pe domeniul dat:

2 +3,x(0
a). f: R— R, f(x) = |* X
e"+2,x>0
1
x*+4
b). f: R—> R, f(x)= X
Z - \/;, X>0

Jx +¥x,x€[0,))

©). f: [0,00)—>R, f(X) =131 1
—+—,x2>1

Jx o Ux

,x<0

Rezolvare:

a) In general, pentru a arita ci o functie admite primitive pe un interval este
suficient sa aratam ca functia este continuad pe domeniul dat;

In cazul nostru f este continud pe (—o0;0)U(0;00) deoarece restrictiile sunt functii
elementare continue. Mai ramane sa se verifice continuitatea in punctul 0:

1133 f(x)= lim f(x)=1(0) = £i£13(x2 +3)= Liil(}(ex +2)= f(0)=3=1f este continud in 0 deci
x(0 x)0 x(0 x)0

si pe R asadar, fadmite primitive pe R;

b) Analog, lim 21 =lim(l—\/;)= f (0)=l:> f este continud n 0 deci si pe R
0 x +4 =0 4 4

asadar, fadmite primitive pe R;

¢) Analog, 1t1<rln(\/; +3lx )—hm( «/_ J_

[0;00) asadar, fadmite pr1m1t1ve pe R;

—)=f(1)=2= f este continud in 1 deci si pe
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5. Sa se determine a <R astfel incat urmétoarele functii s admita primitive pe
domeniul dat:

5, 1 VJa—-2x,x<2
a) [ ROR, f=]" T L b) /:R>R, f(x)=] | ;
(x+2)Inx,x)1 3x_5,x)2

x> =3x+3,x(1
C R—>R, f(x)= .
)/ S {ln(x+a),x21
Rezolvare:
a) f admite primitive pe Rdaca si numai daca f este continud pe R. Din conditia
de continuitate a lui f in 0 rezulta linll f(x)= liIIll f=fO)=2-a=0=a=2.
x(1 x)1
b) f admite primitive pe R daca si numai daca f este continua pe R. Din conditia
de continuitate a lui f in 2 rezulta lirrzlf(x)=lirrzlf(x)=f(2):> NJa—4=1=a-4=1=

x(2 x)2

a=>5.

¢) f admite primitive pe R daca si numai daca f este continua pe R. Din conditia
de continuitate a lui f in 1 rezulta
1irrllf(x):lirr11f(x) =fD=1l=In(a+l)=>a+l=e=a=e—1.

gt or

6. Sa se determine o primitivi a functiei f:R—>R, definita prin

F(X)=x+1+x>—6x+9.

Rezolvare:

. . 4 x(3
f(x) se mai scrie f(x)=x+1+|x-3|= ’ .
x) S | | {2x—2,x23
Cum 19(3):111131f(x):4; 1,(3) =lirr31f(x) =4=f(3)=f este continua pe R, rezultd ca f
x(3 3

4x+c,x(3

admite primitive. Fie F o primitiva a sa. F(x):{ Cum F este

X’ —2x+cz,x23'
continua 1n 3 rezulta
1.(3)=1,3) =F(3):>lin;F(x) =lirr31F(x)=F(3):>12+cl =9-6+c¢,. Daca notam pe ¢, cu

x(3 x)3

- . 9 . . . 4x-9,x(3
c atunci se obtine cd ¢ =-9 iar primitiva lui f este F(x)=1 | , unde
x" =2x+¢,x>3

ceR.

7*. Sa se determine a,b € R astfel incat functia
I x,xe(0e] CoL . ..

F:(0;0) >R, F(x)= n°xx e (Ol sa fie primitiva unei functii f.
ax+b,x) e

Rezolvare:
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Conform definitiei primitivei unei functii se impun conditiile de continuitate si
derivabilitate ale lui F in punctul e.

2Inx
. . ,xe(0e) . .
limF(x)=limF(x)=F(e)=1=a-e+b=1; F'(x)=1 x S1 din
e Xe a ,X) e
lim F'(x) = hmF (x) = 2 =a. Din cele doua relatii rezulta: o= 2 b=-1;
e
X(L x)e
8*. Sa se determine a,b <R astfel incat functia
X +(a Dx+3,x(0 _ . . N
F:R->R, F(x)= sa fie primitiva unei functii f.
—5x+b,x> 0

Rezolvare: Ca F sa fie primitiva unei functii trebuie ca F sa fie derivabila.
Se  pune mai intai conditia ~ de continuitate a lui F
lim F(x) =lim F(x) = F(O) = 1+b = 1+b=3,
x(0 )0
si apoi conditia de derivabilitate a lui F, lim F'(x) =lim F'(x) = -5 = a—1=-5.
x(0 0

b

Rezultaa=-4,b=2;

Exevcitii propuse |+ =\

1. Se considera functiile f,F:(0;0) >R, f(x)zex-i-l, F(x)=e"+Inx. Sa se
X

demonstreze ca F este primitiva lui f.

3- J_ 2&—3 Sa
X

2. Se considerda functiile f,F:(0;0) >R, f(x)= se
demonstreze ca F este primitiva lui f.
3. Se considerd functiile f,F:(0;0) >R, f(x)=_ 2 , F(x )_2x X S3 se

demonstreze cd F este primitiva lui f.

4. Fie f:R—{-3%-2} >R, f(x)= 2x+3

——— = Sa se arate ca orice primitivda F a lui
(x+2)(x+3)’

este concava pe R.

5. Fie f:R—>R, f(x)=(x+1)’-3x—1; Sa se arate ca orice primitivd F a lui f este
convexa pe [0;0).

6. Sa se arate ca orice primitiva a functiei f:R >R, f(x) =¢"" este crescitoare pe
R.

7. Sa se arate ca orice primitiva a functiei 7 :R —R, f(x)=x"-¢" este crescatoare pe
R.

8. Aflati functia f a carei primitiva este functia 7: D —R in cazurile:
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a) F:R>R, F(x)=In(x>+2)+3;

b) F:R->R, F(x)=Qx-1)"?+5;

¢) F:[-L0]U[lw) >R, Fx)=x —x3

d) F:(—0;-3)U;00) > R, F(x)=+x>+2x-3}

e) F:R—>R, F(x)=arctgx+2x;

f) F:R >R, F(x)=InVx*+4+2;

9. Determinati a,b,c e Rastfel incat functia F sa fie o primitiva a functiei f unde
a) [:(40) >R, f()=Jx—4, F:(40) >R, F(x)=(ax+bNx—4;

b) /:(0;0) >R, f(x)=e (x> +x—1), F:(0;00) >R, F(x)=¢*(ax’ +bx+c);

2x
C)f.(—l,oo)—)R, f‘(x)—m,
F:(0;00) >R, F(x)=a-In(x+1)+b-In(x* +1)+c-arctgx
d) f:(%;oo)—ﬂR, Sx)=xy2x-1, F:(%;w)—)R, F(x)=(ax’ +bx+c)\2x—1;

10*. Sa se determine a,b R astfel incat F sa fie primitiva unei functii f:

) In(ax-+b),x)l b 2a-¢" +h,x <0
a) F:RSRF(x)={ ;11 ; F:R—>R,F(x)= ;
ol V2 —ax a0
X
ax+b < a-e” +2bx+1,x<0
¢) F:R—>R,F(x)={ x*+1 : d) F-RSRFx)={35+4 0 ;
Vx?—6x+9,x)0 )cz-i—Z’X>

2 b
e) FR>R.F(x)=i* T&+b00
sinx+3cosx,x<0

1+1n* x,x €[l,

D Filte >R F@ = ST
(2a-3)x+b",xele,e’]

11. Sa se arate ca urmatoarele functii admit primitive pe domeniul dat:
x-e,x<0

a). [:RoR, f(x)=1 42

I+x°

x)0

1

1

xe[-1:0)
42 2

b)ﬁk%@ﬁRfm=“1x ;

XZL;—@,XZO
Rx+1)%,xel01)
m,le ’
(x> =3x+2)-e",x<1

. : R =
d. f:ROR, f(x) {(x+1)lnx,x)1 ’

). f:[O;oo)—)R,f(x):{
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T_x+1)-e",x<0
e). fiROR, f(=1" *TDex=0,

xInx+1,x)0
2x—1,x(0

5
e —2,x>0

Va2 +5x+2,x €[0;2]

g) f:0:0) >R, f(X)=19y114 ;

,X €(2;0)

f). f:R->R, f(x):{

h) /:R>R, f(x)={3x ~c0s.x,x(0

sinx+2x—-1,x>0 ’
X’ +3 .
12. Sasearatecd f:R—R, f(x)={ x ~ admite primitive pe R.

\V25x* -9, x)1

sin3x
- - - -x<0 . . o .
13.Sasearatecd f:R—R, f(x)=7 x admite primitive pe R.
2% et x>0
14. Sa se arate ca urmatoarele functii nu admit primitive pe domeniul dat:

a) fROR, £(x) sinx,x#0 b) /R >R, f(x) -1,x(0
RoR, f(x)= Ro>R, f(x)= 5
* 2, x=0 * 1, x>0

15. Sa se determine ae<Rastfel incat urmatoarele functii sa admita primitive pe
domeniul dat:

e x<0 X '
a) [:RoR, f(x)={aze’x< ; b) f:[0;0) >R, f(x)= 1+x4’x€[0’”;
450 x+a,xe(l;0)
a-e',x<0 _
c R->R, f(x)= 5 d 1(0;0) > R, _Ja~Nx +3x,x>1;
) [ R=R, f(x) —./1+xl_6’x>0 ) [:(0:0) >R, f(x) {2+lnx,0(x§1
x+
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2. Monotonia si convexitatea functiilor care admit primitive

Definitie:

Fie f, F: I — R, unde F este o primitiva a lui f. Spunem ca:

a) Orice primitivd F a lui f este crescitoare pe I dacd si numai daca
F'(x)>0, Vxel;

b) Orice primitivd F a lui f este descrescitoare pe I dacd si numai daca
F'(x)<0, Vxel;

¢) Orice primitivi F a lui f este convexd pe I dacd si numai dacd
F"(x)>0, Vxel};

d) Orice primitivi F a lui f este concavid pe I dacd si numai dacd
F"(x)<0, Vxel;

Exemple:
a) Se consideri functia /:R >R, f(x)=x"+4x+4.Sa se arate ca orice primitiva

a functiei f este crescitoare pe R.
Rezolvare: Pentru orice primitiva F a lu f avem ca
F'(x)=f(x)=x"+4x+4=(x+2)" 20, VxeR, asadar, F este crescatoare pe R.

b) Sa se arate cd orice primitiva a functiei 7 :(0;0) >R, f(x)=x5—1+5* este
X

convexa pe (0;).
Rezolvare:  Pentru  orice  primitiva F a lu f avem ca

I
F'(x)=f"(x) :(x5 —l+5"j =5x" +i2+5x In5)0, Vxe(0;0), asadar, F este convexa pe
X X

R.

Activitate independenta \ Réspuns

Se considerd functia f:(-2;0) >R, f(x)= Lz Sa se arate ca
X+

orice primitiva a lui f este concavd pe (-2;).

=/ Exercitii rezolvate

1. Se consideri functia f:R—R, f(x)=(x+2)’-x’. Sa se arate cd orice
primitiva a functiei f este strict crescitoare pe R.

Rezolvare:

Cum F'(x)=f(x)=x"+6x"+12x+8-x" =6x"+12x+8 este o functic de gradul al
doilea care are A=5h"—4ac=144-192=-48(0=F este strict descrescatoare peR .
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Inx

N

2. Se considera functia 7:(0;0) >R, f(x)=—=. Sa se arate ci orice primitiva a

functiei f este strict crescitoare pe ;).

Rezolvare: Cum F'(x)= f(x) _Inx ) 0, Vx e(l;00)= F este crescitoare pe (1;00).

Np

2 —
3. Se considera functia /:R >R, f(x)= x -3

x*+3

.. Sa se arate ca orice primitiva F a

functiei f este convexa pe(0;).
xX*=3) - (x*+3) - (x> -3 (x> +3)’ _ 12x
(x*+3)° (x> +3)

Rezolvare: F"(x) =f'(x)= =) 0,Vx € (0;0).

Exevcitii propuse |+ =\

1. Sa se arate ca orice primitivd a functiilor de mai jos sunt cresciatoare pe
domeniile date, D:
a) RoR, f(x)=x"+6x+9, D=(-3;00);
b) /f:R>R, f(x)=x"—6x"+12x-8, D=(2;0);
¢) fRoR, f(x)=x""+2017", D=R;
1 1

d) /:(0:0) >R, f(x)=—-—7. D=(0;0);

x° (x+1)
2. Sa se arate ci orice primitiva a functiei f:R—> R, f(x)=¢" este crescitoare pe
R.
3. Si se arate ca orice primitiva a functiei /:R - R, f(x)=x"-e"este crescatoare pe
R.

4. Sa se arate ca orice primitiva a functiei /:R >R, f(x)=+/x"+2017 este crescit.
pe (0;00); .

5. Fie f,F:R->R, f(x)=l+x+x"+x, F(x):_[f(t)dt. Sa se arate cd F este
0

crescatoare pe R.

6. Fie f:R\{-3-2}>R, f(x):A.Sé se arate ca orice primitiva a lui f e
(x+2)(x+3)

concava pe R.

X =3x+2, x<1 .. L . g

. S. s. a.cd orice primitiva a lui f este convexa

Inx, x)1

7.Fie /:R >R, f(x):{

pe (1;0).
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8. Fie f,F:R—>Rdefinite prin f(x)=e™, F(x):]f(z)dt. Sa se arate ca
0

h(x)=F(x)— f(x)este concava pe R.

9.Fie f:R—>R, f(x)=(x"+1)-¢". Sa se arate ca orice primitiva a lui f este convexa
pe R.

10. Fie /:R—>R, f(x)=x"—3x"-9x+1.5a se demonstreze cd orice primitiva a lui f
este convexa pe (0;x).

11. Fie f:R—>R, f(x)=+/x*+2017. Aratati ca orice primitiva a lui f este convexa
pe (0;0).

12. Fie f:R-{-3-2) >R, f(x) = —=+>

— =~ ; Sa se arate cd orice primitivd F a lui f
(x+2)(x+3)

este concava pe R.

13. Fie /:R—>R, f(x)=(x+1)’-3x—1; Sa se arate cad orice primitiva F a lui f este

convexa pe[0;).
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3. Integrala nedefinita

Definitie:
Fie f: I >R o functie care admite primitive. Mulfimea tuturor primitivelor

lui f se numeste integrala nedefinita a functiei f si se noteaza prin simbolul

_[f (x) dx. Operatia de calculare a primitivelor unei functii(care admite

primitive ) se numeste integrare.
Fie F(I)= { /: 1 - R} Pe aceastd multime se introduc operatiile :

(f+g)(x) =f(x)+ g(x) ,
(af)(x)=0.f(x) V xeR,a constantd

C= { fiI— R‘ f = functie cons tan ta}— clasa tuturor functiilor constante pe 1.

[ fGoax = {F e F(D|F primitiva lui f} +C,unde F(I)={F:I >R}.

REGULI DE INTEGRARE
ﬁ Dacd f,g:7 —Rsunt functii care admit primitive pe I si acR’

atunci: L [(f +g)dr= [ fd+ [ gd; 2. [afdx=af fax;
3. J.(a-f(x)+b~g(x))dx:a~Jf(x)dx+b~J.g(x)dx..

De asemenea, If'(x)def(x)+C, (If(x)dx)] =f(x)+C.

Primitivele functiilor continue simple

1. Iadx:ax+C, aeR

Exemple : a) [6dx=6x+C; b) [3dx=3x+C; c) J%dx:%)wc;
xn+l
2. J-x”dx: +C| ,neN .
n—+1
2015 26

11
Exemple: a) [x"dx=>—+C; b) [x¥dv=2—u=+C; ¢) [7-xax=72—+C.
P ) [xtae=y ) [ 2015 ) [7x 26

a+1

X
3. || x“dx = +C|, .
J. a+1 acQ
x—10+l x79 1
Exemple : a) Ix"“dx: +C="—4C=——+C;
-10+1 -9 9x,

4
b) j%dx=.[x'5dx=i—4+C=—ix4+C;
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—+1
x3 X3

c) Ii/;dxzj.xédx: 1

! 4
3

x

+ C

4. .f a“dx =

na

x _ ZX . X _ SX . x — 9X .
Exemple: 2) |2 di=m 4 C b) |5 di=—+C; ¢) [9 di=—o+C;

Un caz particular al formulei de mai sus este pentru functia exponentiala :

5. J.exdx:ex+C' :

Pentru functiile trigonometrice avem urmatoarele formule:

6. jsinxdxz—cosx+C 7. jcosxdx:sinx+C
8. J- 1gxdx = —Inlcos x|+ C 9. J. ctgxdx = Insinx| + C
1 1
10. |[———dx=—cigx+C 1. |[———dx=1gx+C
sin® x cos’ x

Pentru functii rationale avem urmatoarele formule:

12. |[Lax=In|x|+C 13. [ La=—1ec
X X X
14. j 5 ! 2dx:larctg£+c
X" +a a a
1 1 x . 1 _ 1 1 X .
Exemple: a)jmdx:garctgg+c, b) fx2+49dx—jx2+72dx—;arctg7+c,
15._[ 21 2cz’)czilnx_a+C
X" —a 2a |x+a
1 1 x—5
Exemple : a dx=—1n| +C;
ple : a) Ix2—25 “T10 x+5

x—7
x+7

1 1

1
dx = dx=——In +C.
x?—49 J‘x2—72 2-7

b) |

Pentru functii irationale avem urmaétoarele formule:
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——dr=In(x+VJ4* +x*)+C.

16. .[#dx =In(x++va’ +x*)+C| Exemplu :

v N
1
17. =Inx+vVx*-a*|+C| Exemplu : |——dx=1Inx++x>—-49/+C.
Nty Al e
18. J-\/idx arcsm *ic Exemplu: J‘\/idx arcsm *Lc.

de=vx*+5* +C.

19. _r
I\/xz +25

x
jidx =x’+a*> +C Exemplu :
Vx?+a®

dx=+x*-36+C.

20. J‘de:\/x2 -a’ +C Exemplu : J'#
Vx? =36

/.2 2
X —a

dx=—J25-x* +C.

21. |[————dr=—a> -x* +C Exemplu: [—X—
j J.x/25—x2

\/612 —X2

2

X+\/.x +a
x+\/x2+7‘+C.

22.[\/}( +atde=" \/x +at+2 ln +C

Exemplu : I\/xz +7abc=5\/x2 +7 +%ln

x+\)x2—a2
x+\/xz—9‘+C.

2
23.Ix/x2—a2dx:£\/x2—a2—a—ln +C
2 2

Exemplu : I\/x2 —9dx:%\/x2 —9—%ln

2
24.'[\/a2 —xzdngxjaz —x* +%arcsin£+€
a

2
Exemplu : J\/az —)czc:’)c:gx/a2 -x’ +a7arcsin£+C.
a

- Fie f,F:R—R,unde F este primitiva lui f. Atunci, j f(x)dx=F(x)+C,
unde C este o familie infinitd de constante.
Pentru determinarea lui F intr-un caz particular scriem, F(x)= I f(x)dx+c, ceR.

Exemplu:
Fie f.F:R—>R, f(x)=x""+x+1. Sa se determine primitiva F a lui f stiind ca

F1) =~
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Rezolvare:
x20l9 xZ X
F0) = [ +x+ e = +=—+x+c. Din
2019 2
F(1)=E:L+l+1+c=§:c=—L:>
2 2019 2 2 2019
2019 2
F()=——+ X fx—— .,
2019 2 2019
Activitate independenta \ Réspuns
a 6—a
Determinati numarul real a, stiind ca I(x +2)dx = J' (x—2)dx . -1
0 0
=4 Exercitii rezolvate

L.a). [10dx=10-x+C;

4+1 5
b). [xdv="—z="tC;
4+1 5
4 2
°). j(2x3+6x—5)dx:2 al +6Tx—5x+c;

2
X

3
d).  [o+3)de= [ +6x+9)dx=%+3h- 3 +9x+C}

2
X

e). [G+3)(x-Dar=[(x’ +2x—3)dx:x?+\2\- 3 3x+C;

1 5
1 M 5
2. a) Ix4dx=x :x—zi-x4+C,
1 5 5
7_;’_1 -
4 4
—8+1 -7
b =2 X T 7. c
AR —8+1 -7 g ’
1 1 x o 7 1 1 1
c ——— |dx=[(x"=x7)dx = ———— = x4+ —x7+C=———+—+C
) I(ﬁ *J ( ) —6+1 -3+1 5 2 5% 2% ’
2, s
3s[ 2 5 _x3 _x3 3,5
d) j xdx-jx%ix > =55 x +C ;
7_;’_1 -
3
xt=5x+3 5 3. &
o). [———dx=[('-5+>)="—5x+3In|x|+C.
X X 4
3a). [5'dr= S oo
In5
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j3 107 =312
In10

+C 3

< sx e (107 e = 19
J’z 5 dx_jm dx—ln10+C

X

I(8~e‘—9~2")dx=8~e"—9~ 2
In2

+C;

e). j123:6' dx=I(4x—2‘):£;4— 2 ¢

In2

- =2
22 |x+2
1 X

b dx=—arctg —+C;

)- -[x 4T T e,

C) o J.z—dszln x—9 +C;

x- =81 2-9 [x+9

1 1 X
d). dx=—arctg—+C,
) Ix2+49 798

dx=7~j ! dx:7-l-larclg%+C,

0. | 2 +72 2 +6Y) 26

5. a). j(5~sinx+2005x)dx:5cosx—25inx+C;

b). I(sinz x+cos” x)dx = Ildx =x+C;

cos* —sin* x (cﬁz‘xxsi.nzi)(cos2 X +sin® x)
¢). dx = =|ldx=x+C.
) '[ cos2x j Cos2x j

6. Sa se calculeze:
2x° —4x* +5x -3

a) [(3x*—2x" +3x-2)dr, xeR;
) [(xr-D(x-2)dr, xeR;

€) [ x—xx)dx, xe[0+0);

g) I[3+2xj dx,xel cR-{0};

Rezolvare: a) .[(3x5 —2x* +3x—=2)dx = 3% -2

b) RSy,
d) I(3x+x3)dx, xeR;

f) j(%/x_u%)dx, xelcR-{0};
X

4 2

SANELRPC

4
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2 2
X

b) jwdx I(2x 4+5.—— -x—j _ZZX |x|—3-(—ij+cz

=x? —4x+5]n|x|+§+C.
X

3 2

¢) I(x—l)(x—Z)dx:j(xz—3x+2)dx:%—3%+2x+€;

3 X
d) [ +x)dx="—+—+C;
)’[( * )ex In3 4

e) [(x—xx)dc= j(zxZ—xz)dx

f) I(\/_+—)dx I(x +x3 )dx_ +—=—x\/_+ \/_+C

x_
B
3

2

2 2
g) j(“zxj dx=jwdx=j(2+2+4jdx=—9.l+121n|x|+4x+c;
X X X X X
7. Sa se calculeze:
a) I(3sinx+2cosx)dx; xeR;
b) j dx x el c(—0;-3)U(3;0), | interval;
I 5.5 . _
¢) j—4x2 —25dx’ xelc (_OO’_E)U(E’OO)’ I interval;

1
d) J.x2+16

1
¢) J.xz+5

Rezolvare: a) I(3 sinx+2cosx)dx =-3cosx+2sinx+C ;

dx, xeR,;

dx, xeR;

x=3 .
W gt [t g
5
c) j =—_[ ! afx—L X_E —anx_5+ ;
4x* =25 2x+5]

= n =
2
(5) 20 x+§ 20
2 2

1 1 1 x
d dx = dx=—arctg=+C;
) Ix2+16 Ix2+42 48y

1
arctg

1 1 x
X Ix2+5“'lxzsz+(f) TETEEC
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8. Sa se calculeze:

a)j x> =16 dx , x e[4;00); b)J' x*+3 dv , xeR;
Rezolvare: a) j\/x2—16 dx:gxlxz—16—%ln‘x+\/x2—16‘+C;
b) J\/x2+3 dngxlxz+3+%ln(x+\/x2+3)+c.

9. Fie [, F:(0;0) >R, f(x)=x +i3 . S@ se determine primitiva F a lui f stiind ca
X

F(1) = 0.

Rezolvare:
2

[ o= e+ L= XL = VLU B _1
F_jf(x)dx_j(x+x3)dx_4 S +C. Cum F()=0rezultd £~ —+C=0=C=2.

L

4
S . 1
Asadar, primitiva lui feste F =" ——+-.
4 2% 4

Exevcitii propuse | 4|

/H

1. Sa se calculeze:

a) j(4x3—3x2+5)dx,xeR; b) j(2x2—4x+3)dx,xeR; c) I(x4—6x2+2)dx,xeR;
d) I(x3—g+%)dx,xelcR—{0},Iinterval; e) j(2x+§—12)dx,xelcR—{0};

X X X X
f) I(l+x’2+x’4)dx,xelcR—{0}; ) jx(x—s)dx, xeR; h) j(x+2)(2x—1)dx, rxeR;

1) J.(x5+5x)dx,xeR; 1) J.(e"+%)dx,xeR; k) I(2x+1)2dx,xeR;
e

) j(3x—2)2dx ,xeR; m) j(x+3)3dx,xeR; n) j(x—zfdx ,xeR;

5+4xY , (x+2)° . . )
O)I . dx,xe]cR—{O}, p)I = dx erCR—{O}, qQ) J3 5dx,xeR;

2. Sa se calculeze:

a) '[(2\/;—33/;)dx,xe(0;oo); b) j(\/;+1)(X—\/;+1)dx,xe(O;cx>);
c) J.(L+x‘\3/x»2)dx,xe(0'oo); d) I(i—i}h,xe(&o@;
xx ’ N
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3. Sa se calculeze:

a)_[ dx xeR; b) _[xzi—%dx,xeR;
c) j—dx,xeR; d) J‘;dx,xeR;
x*+8 9x? +4
e) j—dx xelc(—0—7)U(7;0), 1 interval; f)j 100dx’
xel c(—o0;—10) U 10;0);
1
dx , I < (—00;—-2+2)U(24/2;0) ; h ,
Q) [, vel e (2D UV2i) )jmz
3 3
I < (0 ——)U(—;0);
xel c (- 4) (4 00)
4. Sa se calculeze:
a) j(Ssinx—4cosx)dx,xeR; b) j(tgx+ctgx)dx, xe(O;%);
1+cos X Vs 1
0,53 d) | ————dx,xeR;
J‘0032x+1 e, xe( 2) ) J.sinzx+cosz)c Te
1 V4 1 V4
€ dx, 0,23 —dx, 0;=);
) J.cos2x—|rsin2x *el 2) D -[sinx-cosx oxe( 2)
2) _[Sinlzxdx,xe(O;%); h) J.(sin%+cos§)zdx, xeR;
sin 2x V4 . V4
)Isinx %> xe( 2) » Icost—l x xe( 2)

5. Fie f,F:R—>R, f(x)=¢"+3x". Sa se determine primitiva F a lui f stiind ca F(0)
=2.

6. Fie f,F:R—>R, f(x)=2sinx+cosx. Sa se determine primitiva F a lui f stiind ca
F(r)=0.

7.Fie f,F:R>R, f(x)=— ! 5 Sa se determine primitiva F a lui f stiind ca

x +1

F&)= 16

8.Fie f,F:(0;0) >R, f(x)= l—2017. Sa se determine primitiva F a lui f stiind ca
X

F1)=0.
9.Fie f,F:R—>R, f(x)=x(x+2)(x—2). Sa se determine primitiva F a lui f stiind ca

1
Fh=7

10. Fie f,.F:R—R, f(x)= 2x T Sa se determine primitiva F a lui f stiind ca
Xt +

F(l)=In2.
11. Fie /,F:R—>R, f(x)=e" +3x". Sa se determine primitiva F a lui f stiind ca F(0)
=2.
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12. Fie f,F:R—>R, f(x)=2sinx+cosx. Sa se determine primitiva F a lui f stiind ca

F(7)=0.
13. Fie f,F:R->R, f(x)=—
X

F(4)_ 16

14*. Sa se calculeze:

a) I\/x2—25 dx ,x el < (—0;—-5) U (5;0) ;

C) j\/x2+9 dx, xeR;
e) I\/9—x2 dx, xe(=33);

1
2 I\/T
1)ij—_dx re(5:0);
0 [
xel c(—0;—1)U(l;0); m) J‘j%dx, xeR;
X"+

152

b) j\/x2—7 dx, xe(ﬁ;oo);
d) J.\/x2+3 dx,xeR;

f) J.;dx,xeR;

Jxt+1

—00;—3) U (3;00);

1
\Jx* -9
i) j—,—l —dx, xe(-T;7);

) j—dx

x+yx2 -1
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4. Integrarea functiilor rationale

Definitie:

O functie f:I—R , I interval, se numeste rationald daca R(x)= -

Ex;,g(x)v&Oxe]

unde f,g sunt functii polinomiale.

Daca grad f >grad g, atunci se efectueaza impartirea lui f la g = f=gq+r, 0<grad
FACI r(x) r(x)

= ()+— Pentru

<grad deci R(x)=
r<grad g si deci R(x)= 2) 200 2()

se face scrierea ca suma de fractii

rationale simple.

Atunci, ff (x )d J'( (x)+ (( )) unde c¢(x) si respectiv r(x) sunt catul si

respectiv restul 1mpar¢1r11 lui f(x) la g(x).

Reamintim céteva dintre formulele din lectiile anterioare:

1 1
L |f dx = —Inlax+b/+C fln‘2x 7|+C
ax+b a
1 1 1
2% j —dx =~ —-—+C| Exemplu: I dx =—%~1+C
(ax+b) (n—1)(ax+b) a (3x +8) 6(3x+8)" 3
3 j ! dlearct *ic Exemplu: j ! ———dx= —arct +C
) x> +a’ a ga piu: x> +5? 5 g5
1 1 —
4 J' zdx:—lnx 24 c Exemplu:f dx=L1*=3, ¢
X" —a 2a |x+a x> =25 10 |[x+5
5%, x?+a®—x? C:L 1 d _L ) —1 d
J-(x +a) I(x +a? azjlxz—i—a2 ~ azjx 2ix2+a2i ~
Exemplu:
1 x +16—x 1 1 1 -1
J. 3 3 x:J‘ 5 —+ = — —2 dx——J-X‘ —2 dx:
(x> +16) (x* +16) 167 x> +16 16 2(x*+16)
- L larc E—i[— o +I ! ]
16 4 g4 16 2x*+32 7 2(x*+4%)
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1
dx, A)O
J b, A,
| al(x+—)" = (=71
2a 2a
el |
ax” +bx+c _[ dx. A0
b, ~N-A_,
al(x+—)" +(—)1]
2a 2a
Exemplu
2.3
| ! =| ! ae=t Ly 8 81 o 188
4x% —5x+1 5\ (3) 423 53 3 [8x-2
EORE| I =
8 8
Exemplu: I ! dxzj. ! dx =arctg(x+2)+C
x> +4x+5 (x+2)* +1
7. J.gL—delen‘axz+bx+c‘+C Exemplu:
ax” +bx+c
8x—6 2
[ dv=nf4x* —6x+7]+C
4dx= —6x+7
8*.j ;4x+B dx=J.m(2fx+b)+ndx=m~lnax2+bx+c‘+n~j%dx
ax” +bx+c ax” +bx+c ax” +bx+c

Exemplu:
3 15
—(4x+5)+4-——
szfi;?—fx:“ (2;+5)x—4 4dx:%ln|2xz+5x_4|+ijzx2 +15x—4dx:
3 1 1 3 1 4557
_Zln|2x2+5x—4|+zj [ e \/ﬁ S dx—Zln|2x2+5x—4|+ |4x+5+\/_|
2 (x+4) —{ 4 ] 4

Integrarea functiilor rationale cind grad(r) ( grad(g)

Sa se calculeze integralele din functii rationale utilizind descompunerea in
fractii simple:

x+1 . .
)-[x+2 (x+5) ’ b)-[ —8x +7 )-[ (x+1)- x+3)dx,

Rezolvare:
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a) In general dacd numitorul are doi factori liniari atunci fractia se va descompune
x+1 A

in doua fractii simple: =
in doud fractii simple (+2)-(x15) 270

. Dupa ce se aduce la acelasi

numitor se obtine:
x+1=(x+5)A4+(x+2)B, dupd care vom da valori lui X pentru a afla mai usor pe A si
B.

x—>—2:>—1=3A:>A=—%; x—>—5:>—4=—3B:>B=g

1 1 1 4 1 1 4
Asad de: (——-— —~—jd =——1 2|+ —1 5|+ C3
vacal I(x+2)-(x+5) J 3 a2 3 x45)7 T3 nfes |+3 nfr+Sf+Cs

b) Dacé numitorul se poate descompune in factori liniari cum este cazul nostru
x” —8x+7 = (x—1)(x—7)atunci descompunerea in fractii simple are forma:

A B o . . g
2; =——+-———; Dupa aducerea la acelasi numitor rezulta:
x —=8x+7 x-1 x-7

x=(x-T7)A+(x—-1B.
Pentru a afla pe A si B se dau valori lui x:

x—>1:>1:—6A:>A=—%, x—>7:>7=63:>B=%,

11 7

Aadar ;dx— —_———t—
? I —8x+7 J[6x16
x=2 4 B C

+

jz—lln|x—l|+zln|x—7|+C;
6 6

=>x-2=(x+D(x+3)A+x(x+3)B+x(x+1)C

x(x+l)~(x+3):;+x+l x+3
x—>0=>-2= 3A:>A——2, x—>-1= 3-—23:8:%, x—>—3:>—5=6C:>C=—§
2 5
S e SN E -= —dx———l Infx-+1]-ZInfv+3+C
Ix(m) ) j jm - n|x|+ et 1= nfr+ 3+

Integrarea functiilor rationale cind grad(f) > grad(g)

Definitie:

Daca grad f >grad g, atunci se efectueaza impartirea lui f la g = f=gq+r,

O<grad r < grad g si deci R(x)= PACY g(x)+——= rix) . Pentru —= rx) se face scrierea ca
g(x) g(x) g(x)

suma de fractii rationale simple.

Sa se calculeze integralele din functii rationale:

(x+1) 342, X+ 2x+4 22’ —dx+3

a) | —dx; b 5 C¢) | ———dx;

) '[ x—1 i ) I x+2 s ) I x—1 ’ ) '[ x+1 s
Rezolvare:

In general cand nu se pot folosi descompunerile se fac impartirile polinoamelor:
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2 2 2
2) I(x+1) o= [ X +2x+1dxzj(x+3+ijdx:x—+3x+4ln|x—1|+C; S-a efectuat
-1 x—1 x—1 2

impér‘;irea polinomului X? +2X+1 la X- 1;

).[ —3x+2 :J'[ _5+_de:——5x+12ln|x+2|+c
x+2 x+2
3
J'x +2x+4 J'(x +x+3+— =x—+x—+3x+7ln|x—1|+c§
x—1 3 2
x+1

E/ Exercitii rezolvate

1. j fln‘2x 7+ C; 2. j%dx:—%-hc;
2x— (Bx+38) 6(3x+8)" 3
1 1 X 1 x—5
3. dx=—arctg=+C,; 4. dx=—In"—=+C;
jx2+52 58S Ix2—25 10 |x+5
5. jigx 6 dx =Inldx” —6x+7|+ C;
4x* —6x+7
e
6. [— ! dv=| ! de=t. Ly 8 SR OP L P
4x* —5x+1 5\ (3}’ 423 5 3 |8x-2
8 8
7. Sa se calculeze integralele din functii rationale:
x+3 x1=-2
a dx § b) | =——dx; C) | ———dx; ;
)J.x—4 ’ )Ix2—16 o )I(x+3)(x+5) ’ )I T

Rezolvare: La unele integrale unde este posibil se poate scrie numaratorul in functie
de numitor, integrala calculdndu-se mult mai usor dupa ce se efectueaza impartirea:

a) jx+3 :J’x_4+7dx=j(1+L)dx=x+71n|x—4|+c;

x—4
x+4

+C;

b) j;_—mdx:j x;ﬁ““ ~fa- x+14ém

¢)

(A AT NS
(x+3)(x+5) 2 (x+3)(x+95) 2" x+3 xX+5 X+5

d) Daca numaratorul este o constanta iar numitorul se poate descompune in factori

liniari atunci fara a aplica formula se va descompune fractia in fractii simple dupa

cum urmeaza:
[= ! dv = L - l~(x_2)_(x_6)dx:lj( L )dx:lln
x°—=8x+12 (x=2)(x—06) 4 (x=2)(x-6) 4°\x-6 x-2 4
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8*.
3 15
4x+5)+4-
I 23x+4 = 4( > ) 4dx— ln|2x +5x— 4| J-Z;dx=
2x"+5x—-4 2x"+5x—-4 2x“+5x—4
S | 1 3 e 1 |4x+5J_|
_4ln|2x +5x 4|+4j2 (HST_ = a’x—4ln|2x +5x 4|+ |4x+5+J_|
4 4

I 1 _J-x2+16—x2 R O S SRR B -1 'dx

gx * (" +16)° a (x2+16)2 167 X2 +16 16 2(x* +16)
1 X 1
16 2" gZ_E[_2x2+32+Iz(x2+42)]

Exercitii propuse

1. Sa se calculeze:

Y

O gt O

s b [

Q- | fz dc; 1) .[xj_sdx;
x°+1 x -4

2. Sa se calculeze:

SR Erorwr it e v
4x-3 6 2

)I2x x3x+1 f)j x2x+5 ;

3. Sa se calculeze:

a) J.xx—:dx

4
x .
b) J'x+3dx ’

)j(%dx; -

2x+7) (x-4)
x-5 2x+3
——dx h
2 jx+3 ’ ) '[2x+1

1
K) [ ——dx;
)'[xz—9 *
1
0). | ——dx;
) J‘3x2+5 o

S5x-2
i

1) Iﬁdx
P [

dx
2 9

9

1
c N —
) J.)c2—3»x+3

x+1 2x+4
[
g)'[x2+2x+10 o )’[x +4x+8
x+1 x=2
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X +3 X +5 x*+1 x*+5x+7
O Das 0 [ o [Slag om [T
x—2 x—1 x+3
T ey | . 2x* =3x+1
1 dx § —dx;
) I x—1 * ) J x+1 *

4. Sa se calculeze utilizand descompunerea in fractii simple:

1 : ) .
S e LN e o LR ey oy Lt B e e

D ™ @ ™ )fx+1)(x+3)(x+s)d“‘) s

X +x+2 x+1

) J')c2+4xdx; k) J.W 6x+5dx; m) '[ x? —x

1 3x-2
—dx; ——dx; ————dx; dx
n) '[x —3x+2 o 0)I2x2—x—3 o p) JAx2—5x+6 q)'[ —3x
X —3x+2 x*=2x*+4 1
r J-x +2x? +x S)j x*(x-2) it 9 -[xA—xzdx’
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I1.

Integrala definita.

1. Integrala definita. Formula Leibniz — Newton

Definitie: Formula Leibniz — Newton

Fie 7:[a;b] >R, a(b, f continui si F:[a;6] - R o primitiva a sa.

b
Numarul j F(x)dx = F(x) b = F(b)- F(a) se numeste integrala definita a functiei f.
a

Integralele definite din functii continue

i Isinxdxz —cosx+C

.‘[cdx:c-x+C, ceR
xn+l
J-x”dx= + C
n+1
xa+]
Ix“dx: +C
a—+1
2 732
l4dx:jx*‘dx:x— L
X 1 =31 24 3
Iaxdx— a + C
Ina

. J-cosxdxz sinx+C

N — |y

SX
In5

j.ldlen|x|
X

AN |y

cos xdx =sin x

159

15 1 _ 4,

0 In5 In5 In5’

sin xdx = —cos x

INTEESE R

e
lzlne—lnlzl )

_l+1:l;
2 2
T

3

T

6

. T . T
=sin——-sin—=1-
2

4

V2

2

BBl

2 2
242,

2 9

T T 1
=—C0S—+COS—=——+—=——
3 6 2

>
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10.

J- tgxdx = —ln‘cosx‘ +C

3 T
Itgxdx =—In|cos x|| 3 =—| In(cos Ty ~In(cos0) | = —(lnl— Inl)= —lnl =In2
) 3 2 2
0
11. .[ctgxdlen‘sianC
l 72-
: _
Ictgxdx = 1n|sin x| 6 = In(sin z) —In(sin z) = lnl—lnl =—In2;
- Vs 6 2 2
: p
z i
12. _[ ! dx =—ctgx+C ]“ ! dx=—ctgx4=—ctg£+ctg£:—l+0=—
sin® x I sin® x r 4 2
: 2
F z
13. I s—dx=1gx+C J' dx = tgx4:tg£—tg0:1—O:1;
COs™ x Ocos X 0 4
1 1 x 01 1 x|l 1
o=y, -(l).x2+52 smgso 58S
15_[ ! dx—ilnx al +C j. ! dx=—1In|2—2 SIL_ L i__l __an
gl 2a x+al | 17 25" 10 k450 1006 10 103
1 1 0 1
16.j dx =—Inlax+b|+C j ! dx:l]n|3x+7| :—(1 10-In 7)_—1n9
ax+b a o 3x+7 3 0 7
2 b F 1
17. [ 55 dv=tnfar® + b+ o]+ €| [ 6x+5 dr =In[3x* +5x+§| =In16-In8=In2
ax” +bx+c 03x +5x+8 0
1
dx, A0
J b, A,
| a[(X+7) —(T) ]
18. Iﬁdx: a 1 a
ax” +bx+c
dx, AO
.[ b 2 V_A 2
al(x+—)" +( )]
2a 2a
x4
1 1 1 4 Z
X = dx=—-—=qarct +C;
sz2+x+2 1, 15, N RN T
Ax+—)" +(—)7] -—=
4 4 4
Activitate independentﬁ | Raspuns
T
Sa se calculeze jx +10dx. 3+—
x> +9 12
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10.

11.

12/ Exercitii rezolvate

1
1
[10dx=10-x+C3 [10dx=10x ,=10:1-10-0=103
0

[rdr=Sec; [ran-s L0 _L
5 50 5 5 5
4 2
j(2x3+6x—5)dx:2 ¥ L O
X2 1 4 —
j(zx +6x—5)dx = (X Xﬁ S o L S P i
Y, X 0 2 2 2

j(x+3)2dx=j(x2 +6x+9)dx 3

1
1 1 37
x+3)dx=|(x*+6x+9 —+ —+9x =—+3.17+9.1==+712="
feessaes (e ocropes S w oo o ;
1 4 2 5 11 4 1 él 501
1 4 4 B 1 4 4 2
Ix4dx=1 :%zi x*+C Ix4dx=ic x? =£~x4 :i;
I 2 5 0 74_10 0 5 0 5
4 4
8+1 -7
J-x'gdx:x L x‘7+C,
-8+1 -7 17
2 —-8+1 2 —72 _
frtare 2 PR Ay L1127
1 -8+11 71 7 7-128 7 7-128
—6+1 —3+1
J.i(—% dx:J‘(x"’—x’3)dx=x —x———lx +1x +C——L+L+C
x” x —-6+1 -3+1 5 2 5x° 2x7
2 20
11 1 1 )2 119
e e
ACA,Y 5 21 )|l 532 24 160
2 5
32 g (3 — X :£:_35 3 :2.35122
IJ;dexdxz 5 x +C dexsfo s
+1 = 0
3
x 1 X 1 1 0
js‘dxz > ¢ ; ISdez SIS 5 i’
In5 0 In5/0 In5 In5 In5
1 x 1 _
jz*-s%u:jlo*dx_&w jz*-sxczleo _1o=t_ 9
In10 0 In10/0 Inl10 InlO

x

j(8-e’”—9~2x)dx:8-ex—9~ 2
In2

X

j(8~e"—9~2‘)dx—(8-e‘—9- 2 )8 _ge ey - (2 2" =8(e—D) - —
0 2|0 In2 n2’
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1 1 -2 4 2014
2. [5—di=——hnT 0 [a=tw 220 il ),
x —4 2-2 |x+2 s X —4 4 |x+2|3 4 3 5
1 -9 F —9l2
29 |x+9 L x~ =81 29 [x+9||1 18 11 10

1 1 X
. dx =—arctg —+C;
14 jx2+49 7987

;
1

J.z—dx:—arctgf

5 X~ +49 7 7

15.

7
0 =— (arctg] — arcth) =

f
4

\llr—

1

6 6 6
I ! dx=17 J.; dx =T7- 11 arctg Tz [arctgl arctg — ! j (— —arctg —)
' 2x7 +72 2(x* +6%) 2 6 61 12 6) 12 4

N

% z ]
16. Isinxdx:—cosx 3 :—cos£+cos£:—l+£:£
° V4 3 6 2 2 2
‘ G
: z 1 1
17. jtgxdx —ln|cosx| 3= (ln(cos ln(cosO)j:—(ln—lnl):—ln:ln2
o 0 2 2
18.
z Vs
N z
j ! dx =—ctgx 4 :—ctgz+ctgzz—l+0:—l
I sin® x V3 4 2
z 2 .
9
ri Ll
19. j 5 dx=tgx4=tg£—tg0:l—0=1
0 COs” x 0 4
20. Sa se calculeze:
2 3 2 2
a) j(x2—3x+2)dx: 3% 4o sl E—2:—1,
1 3 2 1 3 2 3 2 6

2 2 3 2 1
b) J.(Sx—2)(x+2)dx:.l((3x2+4x—4)dx:[3%+4%—4x} o =1r2-4=-1

2x3+2x 3 2 3 x? 12
C) .!- dx J'(x+;—?}ik:(?+21n|x|+3;Jl

1 .
3" 4" 1 3 4 1 1 2 3
d) |3 +4%)dx = ( ] _—— ;
;I; In3 In4

:2+21n2+§—l—3:1n4;
2 2

:— +_’
0 In3 In4 In3 ln4 In3 In4
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2

(3.3 3 1 53 2 19
e) | (x*+x¥)dx= + ‘:(_XS ) =242=2
£ 2 1 o s 0 5 3 15
3 2

352
3

:i(l ——Inl)=— lnl
0o 18 2 18 2

—dr=—In[——>
3x*-3) 36 |x+3

dx = acg

Y5 J%-fagf

1
|
0
1
j LI S dx:la,,c,gg‘z)zlamgl
1
|
0

0 2(x*+2) 4 4 2’

1

1
—dx=11n|5x+1| =lln6——ln1=lln6;
5 0 5 5 5

1 6 1 1 x+2l6 1 1 1 pa
dx = dx =—arctg——| =—arctg2——arctgl = —arctg2 ——
)Ix2+4x+2o '2[(x+2)2+4 g T T T s T s e e g

e j- _ 1|x+1 3|
3(x+1) T6 |x+143|3

= lnlz lnz;
7 4

1.1 1 1
[ Lyl Ll 1
X +2x-8 6 4 6 6
m) j 2t dx=ln|x2+x+6| —In8—In6=In";
X +x+6 0 3

Exercitii propuse |+ =\

n+l

1. Folosind formulele J' x'dx = +C, neN, Iadx —ax+C, si se calculeze:

n+1
a) [x’dy; b) [4x'dx; ¢) [sxdx; d)
.1[(9x2 —2x+3)dx
e) jx(x2—3x)dx; f) j(3x—4)(x—3)dx; 2) j(Zx—l)zdx; h) j[(x+2)3dx;

a+l

+C, aeQ, sa se calculeze:

2. Folosind formula J' xdx =
a+1
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1 g 2 ] 2 2 4 2
a) [xdx ; b) [—dx; o [(x7+x?)dv: d) J[—3——2jdx, e)
0 lx 1 1 X X
2
.[Zx3x-:3xdx :
f) JQ'(3«/;+42/;)dx ; g) j‘x«/;dx ; h) .l[x-i/;dx ; i) j( 31 de ; i)
1 0 0 0 3\/;
j(x+1)2dx;
0
3. Folosind formulaf “dx =—+C aeR, *.
Ina
a) j‘Sde : b) j.(4x+2")dx ; ¢) je*dx : d) .][3X~2de : e)
0 0 0 0

.1[(6‘ —4%)-3%dx ;

4. Folosind formulele _[ dx =lnx+C, I dx =lln|ax+b|+C, si se calculeze:
a

ax+b
2

1 1 1 1 x+3
a) |—dx; b dx ; c de; d de; e
) '!.x )~([x+4 g )-([2x+6 )£3x—9 )j
1 2 2 1
X5 (x-3) (x=2)(x+3)
Zdx ~ 2 dx ; h) | ———dx ;
f)'([x+3 N g)'!- x’ )-([ X' -4
5. Folosind formulele [—— dx LaegXic, I%dx S PR
x“+a a a X —a 2a |x+a
se calculeze:
| Pl lldxd)41dx)]1d
a) [——dr; b dx ; ¢) | ——dx; — dx: e) | ——dx;
)'[x2+4 )!x2+9 )'([x2+5 '([2x2+32 !x2—4x
4 1 2
x* x“+3
; dx ;
D ;.:x2+16 &) £x2—9
6. Folosind formula J.Md =ln|ax2+bx+c|+C sa se calculeze:
ax” +bx+c
2x+4 4x-5 f 2x-1 to2x
dx ; dc; ¢) | ——dx; d) |[—dx;
)Jx +4x+5 o )-[2x —5x+2 );[xz—x+l )£x2—8

7. Folosind formulele Isin xdx =-cosx+C, Icos xdx =sinx+C, sa se calculeze:

2
a) jsin xdx ; b) [sinxdx; ¢) |cosxdx; d) |cosxdx; e)
0

NN o | N
ot—uy
N =[N

(2sinx +4cosx)dx ;

Oty [y
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8. Sa se calculeze:

1 3 . I 3 . 3 1 . 41+\/;
a) _([(Zx —4x+5)dx; b) !(x+7)dx, ) J;x2—+9dx, d)! s e)
I(«/;+2) dvs
i)f 2x s g [Gx+2)des h) [@x-3)3-2x)dr; i) [Rx-2dr;

j)j(@—f)dx ;

ro1 o
l)£x2—1oodx’ m)£4x2—9dx

ia

t4 2 3 L o) A Ca VR ? . .
n) j(;—?+;)dx, 0) I(4e +5% +/x)dx 3 p) j 2 dx, q) J-(6COSX—3SIHX)dX,
1 0 1 0

9. i se determine a <R, astfel incit [(3x* —4x+2)dv=4;
0

a

10. Sa se determine o <R, o)1 daca I(Zx—a)dx =a’—a-4;

1

11. Si se rezolve inecuatia I(4—2x)dx >3;

12. Sa se calculeze:

3 5 H
sin 2x 1
dx . ——dx: ———dx
a). I sinx ’ b) -!sm x+cos’x ©)- isin2 x-cos” x
6 6
. i 3
& cos2x cos2x
e MY VY 1g xdx ; dx .
d) -([sinzx-coszxdx’ ¢)- }[g . ;[sinzx ’
6
j- 1 ar b Jz- 1+sin 2x j- 1 i
2)- sinx-cosx ’ )- 0 smx+cosx s D). Jsin2x
4 4
i i .
X X cos 2x 1
; sin =+ cos — (dx . ————dkx. ——dx.
D ;[( 2 ZJJ ’ k). ;[cos2x+sin2x ’ D ;[cost—l ’
6 6 4
2 cos2x
my |22 g
¢, COS X —sinx
n+l
13). Sa se determine » < N* astfel incat 26 :ln%, ny3.
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2. Proprietati ale integralei definite

Proprietatea 1.

a b a
Fie 7:[a;b] >R, a<b, f continua . Atunci, J'f(x)dx =0 si jf(x)dx: —jf(x)dx
a a b

Proprietatea 2.

0, f impara

Fie 7:[-«; Ro functie continui. Atunci i dx={ ¢
1€ f:[-a;a]l > uncti mnu unci :[f(x) x 2jf(x)dx,f Dara
0

1 1
2 2 > (1 o .
Exemple: a) j|x| e dx= 2J.x-ex dx=e" 0" e—1 dupa ce s-a facut notatia
-1 0
x* =t=>2xdx =dt.

b)j' x;

1+

3
X

. este impara.
+X

~dx =0deoarece functia /:R—->R, f(x)=

Proprietatea 3. (Proprietatea de liniaritate a integralei)

Fie 7,g:[a;b] >R, functii continue si 7,n<R. Atunci are loc relatia:
b b b
I(mf(x) +ng(x))dx = mjf(x)dx + njg(x)dx .

a

2 2 2 2 x4 2 x2 2 2 21
Exemplu: j(2x3+4x—3)dx=2jx3dx+4jxdx—3jdx=2— T Rl N

) ] 1 , 40 T2t T2
Proprietatea 4. (Proprietatea de aditivitate a integralei)

Fie 7 :[a;b] —>Ro functie continua si c e(a;). Atunci

b c b
[F@oyde=[ fyde+ [ £oodx .

3 2 3 xz 2 X2 3
Exemplu: ||x—2|dx= | (—=x+2)dx+ | (x—2)dx =(——+2 +(=-2x)[_=0. S-a

p jl|x | jl(x el l(x i =(-—+20|” +(-20]

explicitat mai intai modulul. In cazul nostru ¢ = 2;

Proprietatea 5.

b
Fie f:[a;b]—R o functie continui si f(x)>0, Vxe[a;b]. Atunci J' F(x)dx =0

-1

Exemplu: J' (2x* —4x+5)dx)0 deoarece determinantul ecuatiei 2x* —4x+5=0este
3

A=-26(0aceasta insemnand ca functia f:[-3;-1] >R, f(x)=2x"-4x+5)0este

pozitiva.

Proprietatea 6. (Proprietatea de monotonie a integralei)
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Fie 7,g:[a;b] >R, functii continue si f(x)<g(x), Vxe[a;b]. Atunci

b b
[ £ < [ gy
3 3 . '
Exemplu: j sin® xdi < _[sin3 xdx . Cum sinx(l, Vxe [O;E] se inmulteste cu sin’ x si se
0 0
integreaza.

Proprietatea 7.

Fie 7:[a;b] >R o functie continua si m< f(x)< M, Vxela;b].

Atunci m(b-a)< j f(x)dc<M(b-a).

Se ia functia f:[1;2] >R, F(x)=-

strict crescatoare pe [1;2]. Din1<x<2= f(D< f(x)< f(2)=0< f(x) < % . Dupa care

2 2
se integreaza inegalitatea conform proprietatii 5. 0< j f(x)dx < J&dx = % ;
1 1

Proprietatea 8.

b b
Fie 7 :[a;p] >Ro functie continui. Atunci J' F(x)dx| < _f |/ (o)l dx.
Exemplu: I Sl—xdx <In2 deoarece din sinx({l = sin x <— rezulta
1+x 1+x
1
jsmxdx<j—dx_1n|1+x| ~In2.
1+x 1+x 0

E/ Exercitii rezolvate

1). Fie f:(0;0) >R, f(x)=Inx. Folosind, eventual, faptul ca x* <x, pentru orice
€[0:1], sa se demonstreze ca Jf'z(x)dx <I;
1

Rezolvare:
Din x* <x, Vxe[0;1] si din faptul ca Inxe[0;1], Vxe[l;e] rezultd In’ x<Inx. Prin

integrare rezulta J'ln2 xdx < fln xdx =1, unde

e
—x| =1.

jlnxdx jx -In xdx = xlnx1

e 1 e
—Jx~—dx=x-lnx
X 1
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1
2). Fie /:(0;2) >R, f(x)=+V2x—x’. S se demonstreze ci Osjf(x)dxsﬁ.
0

Rezolvare: Cum 0<x<1=0<x’<I=-1<-x’<0 si 0<2x<2de unde, prin
adunarea lor rezultd —1<2x—x*<2 adica 0<\2x—x> <2 =

Osj.f(x)dxsj.x/z dx =2x ;:\/E.

2 1
3). Fie f:R>R, f(x):xz_l. Si se arate ca —lﬁjf(x) dx <0.
x +4 4 9

2 1 1
Rezolvare: Cum —ls x2 1 0= j ! <
4 X +4 )4 !

-1
?S}[f(x)dxﬁo.

4). Fie functia /:R—>R, f(x)=sin’x. Sa se arate ci 0<_[f(x)< e

. . 9 . . .
Rezolvare: 0<x< E , $1 cum sin x este crescatoare, rezultd sin0 <sinx <sin i

ot—|y

1 6 1
0<sinx<—=0<sin’ x< :> 0<.[ x< | — X
2 0 4 4

1
5. Si se arate ci OsJ' X +3xdx <23

2x+3
2+/x% +3x

este crescitoare pe [0;1], atunci din 0<x<1= f(0)< f(x) < f(1) ©0<x* +3x <2=

Rezolvare: Deoarece (\/x2 +3x)' = )0, Vx €[0;1]= functia de sub integrala

1 1 1
Ide < I\/xz +3xdx < I 2dx, mai departe rezulta inegalitatea data.
0 0 0

2x+ 4, x<0 1
6. Se considera functia /'R >R, f(x)={ 1 3, 0" Sa se calculeze ,[f (x)dx 3
+5, X e
3x+1

1 0 1 1 1
Rezolvare: de=| Qx+4)dx 3dx=6+—In4.
if(x) i( x+4) +£(3x+1+ e =6+ ~1n

1
7. Si se arate ci Osj'ln(1+x2)dxsln2;
0

Raspuns:  xe[0;1]=1<1+x*<2=Inl<In(l+x’)<In2dupa care se integreazd pe
[0:1];
8*. Fie /'R R, f(x)=x"—-2x"+3x—4. Sa se calculeze lim%],f(t)dz;

X—0 x 0

Rezolvare: Se aplica regula Iui I’Hospital:
AN & X oo X
j(t ~ 21 + 31— 4)dt L, L L— 2% 437 4
hm—j /0yt =lim © limat 32 O jimid 3 2
x* x>0 x! x>0 ¥ 4

168



MATEMATICA PENTRU CLASA A XII- a

xX—>00

9*, Si se calculeze lim {llez’z dtj H
X

X
21

e
Rezolvare: lim[l j ez’zdt]:lim1 “timED=FD - suntem tn cazul 2 si se
X 1 0

X—0 x—>00 X x—00 X

aplica regula

lui I’Hospital: lim FOOZFD _ iy

X—»00 X X—00

este o primitiva a lui f.

(f(x) O)—hme '~ unde F

(F)-FD)'
1

x+8x 5

1
10*. Fie f:R >R, f(x)= . Si se arate ci —7sjf(x)dxs3;
0

studiind semnul lui f ° se

2 AY 2
Rezolvare: Cum f'(x):(x +8x 5) __8x"+12x+8

x> +1 (x> +1)°

observda ca f este crescatoare  pe [—%;2] asadar  din
1 1 . . .. .
—Esxs2:>f(—§)§f(x)sf(2)dupa care se integreaza inegalitatea pe [0;1]

7< f(x)<3=> I(—7)dx < j F(x)< jsdx rezultand relatia data.
0 0 0

Exercitii propuse 1;12\

3

1. Sa se arate ca _[ sdx=0;

1+x°
2. Sa se verifice ca urmatoarele integrale sunt egale cu zero:

Vs

3 x
a) J;x~cosxdx; b) Ix +9 c) :[ex sin xdh 3
2
H H |
d) j(coszx+x4)sinxdx; e) jsinx-costdx; f) j(e"+e")~tgxdx;
: ; i
3. Sa se calculeze:
4 1
a) “x 2|dx s b) .[|2x—6|dx; c) j(x—l)|x|dx;
-2 -1
- 3| [l T2
d)J. e) ”x —1|dx; f) Hx —3x+2|dx,
-2 =5
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3 e
g) [[x—|x—2]dx; h) [finx|dss
’ !

4. Se considera functia f:R—R, f(x)=2x"-4x+5. Fard a calcula integrala, sa se

-1
arate ca _[ f(x)dx)0, Vx e R;

-3

1
5. Sa se arate ca Osj X2 +3xdx <2

x+8x 5

6.Fie f:R >R, f(x)= . S se arate ca —7gjf(x)dxs3;
0

T
)

7. Sa se arate ca | sin* xdx < j sin® xdx .
0

o —oly

8.Sasearateca 0< —dx<—

L X+2 4’
9. Fara a calcula integralele sd se arate ca :
e e 1
a) J.(e“—l)dxsfxe"dx; b) _f(e“—x)dle;
0
1 1
c) J§<j/ dx<\/— d) [ ax([In(1+x)edv 5
5 x+1 0
1 ¢, e T,
e) jln(x+1)dx<—2 f) ;S_([(e ~Dr< 73
1 5 4 1 1
g) je*dng- h) J.(ex—l)dxzj.ln(l+x)dx;
0 0 0
1 2
. cos x Vi . 2 1 1
i dx| <=3 —sin—dx|<—3
) £1+x2 X 49 .]) '!.xz X 2’
1 _rx-3 oo 1
k) —< de <1 ) o< | ——-dx<——;
)3 £x+5 ’ ) J1+x™2 7 71007
1 .
10. Si se arate ca |[ 22 iy < In2;
o 1+x

11. Fie F01] >R, f(x)=x+8. Daca Jx+8 <3 ,Vxe[0;1]atunci

Z')' 2011 f( )dx_2012

12. Sa se arate ¢d 0< Iln(l+x2)dx£ In2;
0

x 1
13. Se considera functia /:R - R, f(x) :{e t2 x<0 . Sa se calculeze _[ f(xX)dx;

x> +x+3, x)0
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2x+4, x<0 1
14. Se considera functia f:R—>R, f(x)=1 1 3 00" Sa se calculeze I f(x)dx
+3, x e
3x+1

H
15.Fie f:R—R, f(x)=sinx+x-cosx. Sa se arate ca jf(x)deO, Vxe{o;%}.
0
x-3 2

5
16. Fie f:IR\{—S}—)R, f(x)==—. Sa se arate ca Oij—_g’ dx <=
x+5 > X+5 5

17. Se considera functia f:[-2;3] >R, f(x)=+9-x"; Sd@ se demonstreze ca

jf(x)dx <3, Vxe(0;1).

5
18. Sa se arate ca ﬁé_”x—_i dx <A6.
5 X+

19. Fie f,g:(0;0)—>R, f(x)=ln—x, g(x)z%lnzx. Folosind, eventual, faptul ca
X
ln—xsl, Vx e[l;e], sd se demonstreze cd J.f(x)dxsl—l.
X e 1 e
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II1.  Metode de integrare

1. Metoda integrarii prin parti

- Daca f,g:R—R sunt functii derivabile cu derivatele continue,
atunci functiile fg, f’g, fg > admit primitive si are loc relatia:

[/ @eg)de = f()g(x) = [ f(0)eg’ ()

Demonstratie: f,g derivabile = f,g continue = f’g,fg,fg’ continue si deci admit primitive.
Cum (fg)’=f’g+g’f rezultd prin integrare ceea ce trebuia de demonstrat.

Dintre multitudinea de tipuri de integrari cu ajutorul acestei formule, se disting
trei modele mai importante:

Model 1. Integriri care contin functia logaritmica 1 :(0;0) >R, f(x)=Inx.

Exemple:

, et L= xlnx—[dr= xInr— :
l.jlnxdx=jxlnxdx—xlnx .[x xdx xInx Idx xInx—x+C;
2.
I(2x+1)lnxdx:I(Z«x—22+x)-lnxdx=x2~lnx—I(x2+x)~(lnx)1dx=x2-lnx—_[(x2+x)-idx=

2

=x? 'lnx—_[(x+1)dx:x2~lnx—%—x+C.

Observatie: La integralele care contin functia logaritmica nu se umbla la Inx ci se
scriu celelalte functii ca f ’(x). Asadar, avem urmatoarea regula de integrare:
[ f(eInxdy = [ F' (x)elnxdx unde F'(x)=f(x). F fiind o primitiva a lui f(x).

Model 2. Integriri care contin functia exponentiald /:R —(0;0), f(x)=¢".

Exemple:
1. J.xe"dx:.[(ex)'-xdx:ex -x—J‘eX x'de=e"-x—e"+C

2. szoe'rdx = j(e’*)lvxzdx =e'ox’ —J‘e"' -(xz)] dx = e"ox’ —j‘ex -2xdx =
=e'ex’ — 2-_[ e -xdv=e"ex’ —2(e"ex—e")+C . Pentru ultima integrala s-a folosit
rezultatul de la exemplul 1.

Observatie: La integralele unde apare functia exponentiald , se va scrie aceasta ca f
’(x). Asadar, avem urmétoarea regula de integrare:

[gx)etdr = [ (") g(x)dx = e*eg(x) [ e"og’ (x)ax .
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Model 3. Integriri care contin functiile trigonometrice sinx:R-»[-11] ,
cosx:R—>[-11].

Exemple:
1. Ix -sinxdx = J-x -(~cosx) dx = —xcosx + Icosxdx: —xcosx +sinx+C

2. jx-cos xdx = j (sinx)" xdx = xesin x — Isin x-x"dx = xesinx— I sin xdx = xesin x + cosx + C.

Observatie: La integralele care contin functii polinomiale si functii trigonometrice
nu se va umbla la functiile polinomiale c¢i doar la functiile trigonometrice care se
vor scrie ca f’(x).

sin x

Asadar, avem urmatoarea reguld de integrare: J' g(x)-{ dx :.[

COS x

(—cosx) eg(x)dx
(sinx) eg(¥)dx
In cazul utilizarii integralei definite, formula se scrie astfel:

b b b
[1'rgd = 1g ()| [ 7 (g 0yl
Activitate independenta | Réspuns

4

1
Sa se calculeze I(4x+2)exdx .
0

=/ Exercitii rezolvate

1. Sa se calculeze:
a) [ox-Inxd; b) jl-lnxdx; ¢) [(4x+3)Inxdx;
X

Rezolvare:
2

2\ 2 2 2
a) jx~lnxdx:I l lnxdx:x—~lnx—jx—~ldx:x—lnx—ljxdx:x—lnx—lx2 +C;
2 2 2 x 2 2 2 4

b)
Illnxdx: J(lnx)‘lnxdx: (Inx)’ —J.lnx-ldx: ZIlnx-ldx: (Inx) = Illnxdx:l(lnx)z +C;
x X x X 2
2
c) j(4x+3)1nxdx:j(4%+3x)'-lnxdx:(2x2+3x)1nx—j(2x2+3x)-(1nx)'dx:
1
=(2x +3x)Inx— | (2x* +3x)- —dx = (2x* +3x) Inx — | (2x +3)dx =
(x+x)nxJ.(x+x)x (x+x)nxJ‘(x+)dx

2
=(2x2+3x)1nx—[2%+3xj+c.
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2. Sa se calculeze:

a) .[xze“dx 5 b) I(4x+ 3)ede;  ©) .[ex -sin xdx ;

Rezolvare:

a) Ixz -etdx = Ix2<e‘” )va’x =x’e" —IZx ce"dx =x*e" — 2J.x- (e‘ )Idx =x’e" = 2[x-e" — je‘dx] =

:xZe“—2x-e“+2e"+C:e“(x2—2x+2)+C

b) [(4x+3)e'dx = [(e")(4x+3)dr=e -(4x+3)—[e*-(4x+3) dr =" (4x+3)—4e" +C
c)

je" -sinxdx = I(e") sinxdx=e" sinx—je" -cosxdx=e" sinx —[e" -Cosx—J.eX - (—sinx)dx] =

Notand cu I integrala j e -sinxdx rezulta:

. 1 .
I =e"sinx—e” cosx—[:>[:Ee*(smx—cosx)—irc;

3. Sa se calculeze:
a) jx-sinxdx; b) _[x2~cosxdx; ) J.

X

dx s

cos’ x
Rezolvare:

Se vor calcula utilizdnd metoda integrarii prin parti:

a) jx -sinxdx = _[x -(~cosx) dx = —xcosx + Icosxdx =—xcosx+sinx+C;

b) Ixz -cos xdx = Ixz -(sinx)v dx = x* sinx—J.2x~sinxdx =x?sinx —2(—xcosx +sinx)+C;

c) I Y dx= J.(ng)l -xdx=x-1gx— J.lgxdx: X-tgx— (—ln‘cosx‘) =Xx-1gx+ ln‘cosx‘ +C;
cos’ x

Exevcitii propuse | 4| *\

1. Sa se calculeze:

1 2 1
a) Ix~exdx; b) J(x+1)-e“dx; c) '[x2~exdx;
) . |
d) _[xB'e'“dx; e) J‘(xZ—Zx)ede; f) I(2x2—4x+3)-exdx;
0 0 0
| | 3
2) J-x2~2xdx; h) J‘x‘e’xdx i) J'e"~sinxdx;
0 0 0
j) Ie"~cosxdx; k) J.ex -sin 2x dhx ; l)je‘* -cos 2x dx
0 0 0

2. Sa se calculeze:
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a) jlnxdx;
d) j“‘—xdx,

2) Ix -log, xdx 3
1

i) ]ln(lzx)) s
m) ]1n(1+x2) dx 3

3. Sa se calculeze:

Vg
a) .[x~sinx dx §
0

d) | 2x+4)-cosx dx;

Sy a— L}

2 .
X~ -sinx dx

()
~—
o-_,w\a

=3

N’
SN

(@]

o

7]

=

=
-

4*, Sa se calculeze:

a)

x-sin® x dx ;

o3

d) dx s

sin x

N — N

g) .[xz-cost dx ;
0

1
j) _[x~arctg2x dx;
0

b) J.xlnxdx;
1

e) J-(4x—3)lnxdx;
1
1

h) jln(1+x2)dx;
0

k) J\/; ‘Inx dx;
1

b) Ix-cosx dxs
0

c)

(2x+5)-sinx dx;

o N

w
f) Ix2~cosx dx;
0

x-cos’ x dx ;

=5
~—
o N

X -arcsin x

J1-x?

dx s

(¢
N’
o

h); |zg'x dx;

WY — N

k) _[(arcsinx)z dx
0
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c) J.x3 -In xdx 3
1
f) J.ln3xdx;

i) ](x2—2x+3)lnx dx s
1

“1n* x
1)[ = dvs
1

X

¢)

(4x—3)-sinx dx

o

d) | Bx—1)-cosx dx;

(S a— L}

2) Jsinzx dx;
0

©)

— dx ;
COs "X

Sy —

f) [x-sin2x d;

0

)

x-1g°x dx;

oy s— L}

. 1
1) I x-arccos— dx
1 x
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2. Metoda schimbarii de variabila sau metoda substitutiei

- Fie I.J intervale din R §i ¢:7 —J, :J — R, functii cu proprietatile:

1)¢ este derivabila pe I;

2) f admite primitive. (Fie F o primitiva a sa.)

Atunci functia (fo¢ )¢ admite primitive, iar functia F o¢ este o primitiva a lui (f
op)e’ adicé'

[ #(p(0)- ¢ (t)dt = Fop+C
Exemple:
8 8
1. j(3x—2)7dx=jz7ﬂ=’—+C=M+c unde 3x-2=t = 3dx=dt;
4 24
41 o1 &7 Gx=)' Gx-D)] i
2. J' (3x—1) dx.[ {Sdt = _[(t + 1 =1 YRETR +C= o +C unde s

anotat cu 3x-1=t= 3dx—dt

3 frata=fad L A el

=— +C,unde x> =t, 2xdx =dt
24 21n4

4. J.*dx. Notam: e* +1=1=e'dx=dt =
e’ +1

de:_.-ldtzlnt+C:ln(ex+l)+C
e’ +1 t

5. I\/4x+ldx Notam: dx+1=¢ sau 4x+1=1> = ddx = 2tdt = 2dx = tdt

3 3
.[\/4x+1d :lj.t-tdz:t_+cz Vax +1 +C;

6

I an— J Int = Im—tdz = zfzdz deoarece

x=t :>dx:2tdt,lnt:z:>1dt:dz:>
t

Jln\/;dx: 2; = (lm‘)2 = (ln\/;)z +C

X

7. [N +ax—S5dv = Jx+2) =3 = \/ +Ax— 5——ln‘x+2+\/x +ax— ‘+c

2 2
ax® +bx+c=d| (x + bj - [\/ZJ ldaca AY0 sau

2a 2a

ax®> +bx+c=d| (x+bj +(MJ ldaca a0

deoarece:

2a 2a
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8.j ! dx=j de=In(x+1+x* +2x+5)+C;
P +2x+5 \/(x+1)2 +2°

Integrarea functiilor trisonometrice

Calculul integralelor trigonometrice se poate face fie folosind formula
integririi prin pirti, fie metoda substitutiei. In acest caz se pot face substitutiile:
1. Daca functia este impara in sin x, R(-sin x,cos x)= -R(sin x,cos x) atunci cos x=t.
2. Daca functia este impara in cos X, R(sin x,-cos x)= -R(sin x,cos X) atunci sin x=t.
3. Daca functia este para in raport cu ambele variabile R(-sin x,-cos x) atunci tg
X=t.

4. Daca o functie nu se Incadreaza in cazurile 1,2,3,atunci se utilizeaza substitutiile

universale:
2

sinx = osx = il unde t = tg >
1+ ? €2
5. Se mai pot folosi si alte formule trigonometrice:
. . . s 1—cos2x ) 1+ cos2x
sin 2x=2sin X .cOS X, sin’x= — cos” x = —
Exemple:
. .oodt 1 cos(4x+2)
a) |sin(4x+2)dx = |sint-—=—-(-cost) =———+C;
) [sin(dx+2)dx= [sins- 7 =~ (—cos) ,

7
b) Isin6x~cosxdxzjt6dt:t—+C:lsin7x+C.
7 7

==/ Exercitii rezolvate

1. Sa se calculeze:

n+l n+l
a). [(ax+b) dr= It dt _117 o @D ¢ unde ax+b=t =adx=dt dx=4"
an+1 a(n+1) a
10 _ 10
b). J-(Zx—l)gdxzft"—tzt—+cz(2)671)+c unde 2x-1=t = 2dx=dt
20 20
t+1 M @2x-D"  2x-D"
). 2x 1 do=|—-Pdt== (" +°)dt =—+—+C = + +C
) J.(x '[ I( M 22 20 22 20

(55 -3)°

d). [afsx®-3) ar=]r -5 di_1.0, e + Cundesx® =3 = t = 10xdx = dt
108 80

e). _[x7 dx = J.7'dt L7 +C= L7 — +C,unde x* =t, 2xdx = dt
21n7 21n7

f). J.\/Zx+5dx Notim: 2x+5 =1 sau 2x+5=1> = 2dx = 2tdt = dx = tdt
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3 3
Vaxisde= [tadi=t v IEFS Lo
3 3

g). .[\/x —6x—Tdx=|(x-3) (2)2 i 3\/ —6x— 7——ln‘x 3+W‘+C

2 2
ax®> +bx+c=d| [x + b) - {\/XJ ldaca AYO sau

2a 2a
deoarece: , )
ax’> +bx+c=d| (x+bj + A ldaca a0
2a 2a
2x-3
! dx = arcsin —2 +C:arcsin2x_3+C,

h)'J\/x2+13x+4dij[5

|
N—
o

|
7~ N\

=

|
N | W
N—
o
N | L

4
sin_x +C; Am notat sin x=t = cosx dx=dt

1). J.sm X -cos xdx = Il dt = +C—

5
j).[cos3 X -sin2xdx = Icos3 x-2sinxcosxdx = ZJ.cos4 xsinxdx = —2!t4dt = —2-%+ C= —% -cos’ x+C

Am notat cos x=t =- sin x dx=dt;

3 3
k)J‘sin3 xdbx :J.sinxsin2 xdx = Isinx(l—cosz x)dx = —J(l—tz)dt = —t+%+C: —cosx+ 2 X ¢
1). J'arcsmx dx  Notdm cu t pe arcsin X = (arcsinx)= L o ! w—ars

VI-x? 1-x’ 1-x’
arcsinx ¢ (arcsin x)2
j = d = [tdr=—+c=—"L+C
2 2

2. Sa se calculeze:

2 1 1
a) [2x+5dx; b) [x-77dv; ) [x(5x* ~3)dx;

1 0 0
Rezolvare: Se va calcula mai intai integrala nedefinitd cu ajutorul metodei

substitutiei dupa care se va aplica formula lui Leibniz-Newton.

3 2 3
J J 2
a) I\/2x+5dx:ﬁ+C:> j\/2x+5dx:%‘ 1:9—\/5;

2

. -
b) [x-7° dx:—+c:>jx T A
2In7|0 In7
2 PN
o) [ot5v* 3= S5V 0 sy - OE 6305,
80 ! 80 [0 80

3. Sa se calculeze:
a) [— b)f ;45 ©) I )I

Rezolvare. Pentru functiile ra‘;ionale date se aphca metoda substltu‘;lelz
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a) Facem notatia 4x+5=¢=4dx= dt

:J.;S x:lJ-_ :_J.tfgd[ — l_:—i.%_kc;
(4x+5) 4 4 -7 21 (4x+5)
b). Din x3—t:>3x2dx—dt:>
J‘ _J' 1 1 t—\/g iC=—1 x® \/5
33 3 2f 1+3 6( P
1
farct t+C==arctg x'+C
Fi1 4 48 47
d). Din x-1=t=dx=dt sidin x=r+1=
X (+1) £ 4307 +3+1 AN AN A
dx= dt= di=[a +3 " +3 g =" 33T ¢
j(x—l)12 ) I 1" j 1" I( M= g e e
_ 1 B 1 B 3 B 1
8(x-1* 3(x-1° 10(x-1" 11(x-1"
e). Din x—-1=r=dx=dr sidin x=t+1=
-8 -9
J'ximdxszl =[rodr+ [roar="—+vc=- . G
(x—1) -8 -9 8(x—D* 9(x-1)

Exevcitii propuse |+ =\

1. Sa se calculeze:

a) j(2x+1)3dx; b) j(zx—l)de; ) j(3x—2)‘0dx; d) j(4x—3)8dx;

e) [x-(5x° -3 dv; f) [F(F+D'dr; g) [x@4x-2) dx; h) [x(2x-1) dx;
0 0 0 0

2. Sa se calculeze:

a) _i.23x’2 dx ; b) _][e‘”” dx ; c) _i.x-7'”Z dx ; d) j.x-3’“2‘l dx ;
2 3x2-1 102 341 406\5 |
e T dh et dx dx ;
e) _([x e f) Z';x e 2) ‘!.\/;

3. Sa se calculeze:

2 1 1

a) J‘\/2x+5 dx ; b) I\/8x+l dx ; ¢) .[x\/x—l dx ; d) .[x\/x+3 dx ;
-1 0 -2
-2 1 2

e) I\3/2x+5 dx f) j3x\3/x+8 dx 2) I2x X +8 dv ; h) Ix 2x7 +1 dx ;
-3 0 0 0

1 NA 7 1
1 X X X
i dx ; j dx ; k dx ; 1 d
) 2[\/2—)6 D J1.\/x2+7 : ) £3x+1 ) '([\/x4+1 !
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4. Sﬁ se calculeze:

\/1+lnx

lnx
a) jxln b) j ¢) j—(2+1nx)dx d) j
oY - ﬂ“‘“dx, O [t W j;dx;
1 x(1+1nx) 1 x(In” x+81) x(In” x—16)
4 e
. ln\/; Inx
i dx; de; K) | X7 -In(x° 1) dx 5 1) | ———— dx ;
) ! x ) Jl.x(lnx+2011)2012 ) I nG =D ) j x(1-1n” x)
f 1 \/lnx 1 F
m) | ————dv; n) : 0) |[———dx; dx ;
~!.x(1+lnx)2 I '!-x\/ln2x+2 '!.x B-n’x
5. Sa se calculeze:
1 e
Inx
b ; d) [ ———— dx
) J.(2 ©) I =4 ) -[x(l—ln2x)
1
4x* 2x ' X W
e - dx X ; dc; h) | ——dx; i dx ;
) I D I 2 !xz—lﬁ ) !).(x2+16)4 ) -!‘ex—l
6. Sa se calculeze.
. 3 . 3
a) IsinSxdx; b) J-em” sin xdb ; c) J.sin3x~cos4 xdx; d) Isin3x'cos6 xdx ;
0 0 0
2 2 in2x 3 sinsx 1 eurctgx
e) |sin’x-cos’ xdx ; S s dx h dx;
)}[smxcosx f)'[1+cosx " 2 '([coszx )Ix2+1
. [ arctgx o3 21 2 sin2x
i) !mdx, J) }[sm(2x+5) dx ; k) ;[_xCOS\/— dx; 1) ;[sm . 3
NS 3
T sinx - 3 sin 2x dr - %.4 dr - i 3 v -
m Im X ; M) _([m X ; 0) .([sm x-cosx dx; P) {(tg x+tgx) X ;
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3. Integrarea functiilor rationale

Definitie: O functie f:I—>R , I interval, se numeste rationala daca R(x)=
JAC))

=% g(x)#0,x e I, unde f,g sunt functii polinomiale.
gx

Daca grad f >grad g, atunci se efectueaza impartirea lui f'la g = f=gq+r,

PAC)) =qg(x)+ r(x) . Pentru r(x)
g(x) g(x) g(x)

suma de fractii rationale simple.

O<grad r<grad g si deci R(x)= se face scrierea ca

! dx=11n|ax+b|+C;

1 1 1
1. I;dx:ln|x|+C;xeR. 2. I?dx:—;'f‘C; 3. '[ax+b P

A J.%‘x—_'_bdlen|ax2+bx+c|+c;
ax”+bx+c
5. J. ! dlearctg£+c 6. I;dxzilnx_a +C
x> +a’ a a x> —a® 2a |x+a
1 1 1 1
7*'~[ax2+bx+cdx:-[ ’ :Zj.tz—uzdt’ A>O’Sa“
b, (JA
al (x+—)" —| —
2a 2a
[— ! e = | ! 2 =1j%dz,A<o
ax”+bx+c a’t +u .
b, [N-A
al (x+—)"+| —
2a 2a
S&X) _ J(X)

In general, daca avem o fractie de forma :

= , unde cele
2(X) (X—a) (X =b)..(X—1)

n elemente a,b,c,...,t sunt distincte, iar f(X) este un polinom de grad mai mic decat n si
care nu se anuleaza pentru niciunul din numerele a,b,c,...,t, atunci descompunerea in
fractii simple este de forma :

SO __4 + B ot T .

g(X) X-a X-b X -t

2X +4

Exemplu : Sa se descompuna in fractii simple, fractia : .
P P ! ple, fract (X —D(X?=7X +10)
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Rezolvare :
In cazul nostru, observdam ca X* —7X +10=(X —2)(X —5), asadar,
2X +4 A B C

. Dupa ce aducem la acelasi numitor, vom da

(X-DX -2)(X-5) X-1 x-2 x-5
valori lui X pentru a determina pe A, B, C.
2X +2=AX -2)(X =5)+ B(X —1)(X =5)+ C(X —1)(X —2)
X —>2=6=-3B=>B=-2;
X—>1l=4=44= A4=],
X »>5=12=12C = C =1, O data aflate A, B, C obtinem descompunerea in fractii
simple:

2X +4 o2
(X-DX-2)(X-5 X-1 X-2 X-5

/()

in general, daci avem o fractie de forma : T ,unde grad f(x)>grad g(x), se
g(X

efectueaza impartirea lui f(x) la g(x).

Atunci, I&dx :f c(x) +@ unde c(x) si respectiv r(x) sunt citul si respectiv
g(x) g(x) ’

restul impartirii lui f(x) la g(x).

-,E/ Exercitii rezolvate

1. Sa se calculeze:
el e
j—dx=1n|x|1:1ne—1n1:1
X
a. !
t1 12 1 1
J—zdx:_— =4 ]l=—
b. 1% x|l 2
1
1 1 x[l 1 1
C. | ——dx=—arctg—| =—arctg—
£x2+52 5 gs‘o 575
1
—5|lt
j21 L | L L WY DL
4 0¥ -25 10 |x+50 1076 10 10 3
1
1
| L= Linpr+7] =Lan10-m7y=1nt0
e 03¥+7 3 0 3 37
1
1
[0 = in[3 +5v+| =In16-In8=In2
f 03x”+5x+8 0
g.
x+1
1 1 —
1 1 1 4 At 2 5
dx = dx =—-—=qarctg =——| arctg — —arctg ——
e = e B T T U TR
2 (X+Z)2+ T T
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2. Sa se calculeze:

1
1
a) | ——— dx; R —
) '!.4x2—5x+1 ) '(|;x2+4x+5
Rezolvare: a)

1 n8x—8 iC
8x-2

3
'[2; dx :lilng—lnij;
4x” =5x+1 30 22 14

b). [

1
J ! dy=arctg(x+2)+C, I,; dx =arctg3—arctg?;
0 X +4x+5

x +4x+5 (x+2)* +1

3. Sa se calculeze integralele din functii rationale utilizind descompunerea in
fractii simple:

W[ _a b [ O [

o (x+2)(x+5) x> —8x+7 X x+1)-(x+3)
Rezolvare:
a) In general daca numitorul are doi factori liniari atunci fractia se va descompune

x+1 A N
(x+2)~(x+5)_x+2 x+5

in doua fractii simple: . Dupa ce se aduce la acelasi
numitor se obtine:
x+1=(x+5)A4+(x+2)B, dupa care vom da valori lui x pentru a afla mai usor pe A si

B.
1 4
x—>—2:>—1=3A:>A=—§; x—>—5:>—4=—3B:>B=§

x+1 1 1 4
Asada " k=l — 4. dx = ——ln x+2|+ —ln Y45+
sadat, J‘(x+2)o(x+5) J.( 3 x+2 3 x+5] | | | 5| <

b) Dacd numitorul se poate descompune in factori liniari cum este cazul nostru
x” —8x+7 = (x—1)(x—7)atunci descompunerea in fractii simple are forma:

x A
T e s T
x =8x+7 x-1 x-7
x=(x-7)A+(x—1)B.

Dupa aducerea la  acelasi numitor rezulta:

Pentru a afla pe A si B se dau valori lui x:

x—>1:>1:—6A:>A:—%, x—>7:>7:6333:%,

LT
Asadar, [——dv =[] = —+ =
? Ix2—8x+7x I( 6 11 6 x—

j:—lln|x—1|+zln|x—7|+c;
7 6 6
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x=2 4, 8 + ¢ =>x-2=x+D)x+3)4+x(x+3)B+x(x+1)C

x(x+1)'(x+3) :;+x+1 x+3

x—>0=>-2= 3A:>A—_2’ Y] = 3——ZB:>B=%, X—>—33—5=6C:>C=—g
2 5

2 e 2l -2 —dx———l Infx+1]~>Infr+3]+C.

Ix(m) ) j jm - n|x|+ et 1= nfr+ 3]+

4. Sa se calculeze integralele din functii rationale utilizind impértirea
polinoamelor:

2 2 2
8x* —6x+2 2 4x° —=5x+3 32
a) [———= dx =(4x* -6x+2In b dx =|2x*=5Inlx[-=
) [P (o oeramp (s by [ (2 -smp-2 s
3.4 3 3 .2 2 1
C) Ixz 1dx = x—+x H d) J.x gdx = x_+3x ;
J ¥ 30 )k 153 2 7 o
1 2 2 1 2
x° =25 X 1 X —3x x|l
e d =| = sa| s a =2
);[x+5 N (2 xJo’ f)'([x—'j 2|’
1 2015 2014 2015
x4+ 2x x|l 19
dr = ch) 2, h
g)£ PR T R TE )
1 3 1
J. SEN :j[x2—2x+4— 8 de;
0 X+2 d x+2
1 3 3
. 1
i) [ P g = X dr e 132 || 5
0 X—2 3 0
1
j tx _4x 3 i :J(x+l+ 21 ]dx EENRIN Y
) ) ¥4 243

3 : 3
K) dex :_[ x4+ 21 2,1z
x“+9 0 x°+9 2 34

0

(20 —4x+3 9 1
D [0 = [(2x—6+—)dr =[x — - ,
) | — !(2x 6+ — ) [x 6x+91n|x+1|]‘0 5+91n2

0

Exercitii propuse |+ =\

1. Sa se calculeze:

1 1 4
2) [——— dx; b) [ ax ¢ [28 ax s d) [
07x+3 0x—2 3 X— v X +9

2 4 1 12
1 | -8
1 ok LI L &x: n dx
)-([2x2+8 f);[xz—IOO y g)'([3x2—12 ’ )£x2—9 y
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) jx +20

s

2. Sa se calculeze:
1 1 1 1 2 1
a —_— dx 5 —_— dx 5 C ErS— dx 5 —_—
) J2-4x2—5x+1 ) Ix2+4x+5 ) '([xz—3x+1 ) J1-x2—2x+2
1
e) | 5———dr: dx
~([x2+6x+5 f) I —5x+3

3. Sa se calculeze 1ntegralele din functii rationale utilizind descompunerea in
fractii simple:
1

x+1 X ]
pob) - d)[—
a) I(x+2)(x+5) ) !x2_8x+7 dv ; ©) '([(x—3)(X—2) )j(x_l)(x+2) dhx
*1 ¢ 2x+l £ 3x-1 dr—1
Ot Masam s [Fae i
3x+4 o 4x-2 .
D[ D

4. Sa se calculeze'

—6x+2 40 —5x+3 Fxto1
a)j dx ; b)I—dx; c)IﬁdX;

1 'x2 2 0
1 3 1 2015 2014 2 2
x’ —3x +2x 3x"—5x+4
dx ; ——  dx;h) | &/ dx;
)'([ x+5 f)!:xz—3 g)-([ x+2 )~!‘ x!
5. Sa se calculeze:
1.3 1.3 143 ln 2
a).[x dx b)J'erde; c)jwdx;d)jwdx;
x+2 o Xx—2 o 2x+4 o 3x-1
X +xt—4x-3 A +9x+1
= T T dx :
¢) I x> —4 D '([ x*+9 N
6. Sa se calculeze:
1 1 2
X 2x
a dx; b ¢) | —dx
)Ix4+l ’ )IZx +2x+5 )j x—4 ;[x +5x+6 s
3x? —2x+1+5 ¢ 5x—1 2x% +3x— L 3x’ —5x+4
_——dx h dx s
)J. -x"+x-1 ,f)-!.x2+4x : )J. )j- ’
) [N S S— dx;k)]—"‘3 v )j— ;
1x(x7-|—1) 1x(ln2x+1)lnx 0x2+4x+5 0(x+1)(xz-i-4)
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IV. Aplicatii ale integralei definite

1. Aria subgraficului unei functii
Definitie:

Fie f:[a,b]—[0,0) o functie continua. Multimea r, = {(x,y]a <x<bh0<y< f(x)}

se numeste subgraficul lui f gi reprezintd mulfimea punctelor din plan cuprinse intre
graficul lui f, axa Ox si dreptele verticale x =a, x =b.

A 4

b
Daci f:[a,b]—[0,%) este o functie continui atunci Aria(T, )= j f(xdx.

b
Dacid f:[a,b] >R este o functie continui atunci Aria(l"/) = j|f(x)|dx.

Exemple:
1). Sé se calculeze aria suprafetei marginita de graficul functiei, /:R >R, f(x)=6x-2,
de axa OX si dreptele de ecuatii x=0 si x= 1.

Rezolvare: A= j| F0)|dx= j F(x)dx = j (6x —2)dx =(3x* —2x) :) =1.

2). Sise calculeze aria suprafetei marginitd de graficul functiei /:R—{0} > R,

f(x)= x—_zl de axa OX si dreptele de ecuatii x=1si x=¢ .
X

x—1 o1 o1 1.le 1
dx=||——— dx=(Inx+-)| =—;
x '!.(x xzjdl ( x)‘l e

Rezolvare: 4 :J.
1

Activitate Raspuns
independenti

a=¢

Fie f:[lio) >R, f(x)= . S4 se determine a € (l;e2 ) astfel

x(1+Inx)
incat aria suprafetei determinata de graficul functiei f, axa OX si dreptele
de ecuatii x =a si x=¢".sa fie egald cu In3.
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£ Exercitii rezolvate

xn
x+3
Sia se determine aria suprafetei cuprinse intre graficul functiei f,(x), axa Ox

1. Pentru orice numir »<N*, se consideri functiile 7, :[0;1] >R, f,(x)=

si dreptele de ecuatii x=0six=1;

2
X

5

1 1
Rezolvare: A:J' dxzj(x—3+9-%)dx:—5+9lng;
0 X+

0

x+3

, 1
+—-2, x(1
2. Se considera functia /:R >R, f(x)= e X .
(x+3)Inx, x>1
Sa se calculeze aria suprafetei determinata de graficul functiei / (x), axa Ox

si dreptele x=1 si x=e;

e 2 e 2 2 e
Rezolvare: A= [(x+3)In xdx = X i3y 1nxe—j(x—+3x)-ldx:e—+3e—j(f+3)dx:
1 2 1472 x 2 )

2 2 2
€ 43e—| T 43x € +13.
2 4 1 4
x -1
3. Fie f:R>R, f(x)=5—-.
x +4

Sa se calculeze aria suprafetei cuprinsa intre graficul functiei f(x), axa Ox si
intre dreptele de ecuatii x=0 si x=2;

.2 1 1
Rezolvare: A:Ix—ldx:j(l—S- ! Ydx = x—éarctgf :1—§arctgl;
0x2+4 0 x> +4 2 2 )10 2 2

2" -1, x<0

x*-e', x)0 )

Sa se determine )0 astfel incdt aria suprafetei plane cuprinsia intre graficul
functie f(x), axa Ox si dreptele de ecuatii x = 0 si x= a si fie egald cu e - 2;

4.Fie /:R >R, f(x) :{

a a
—J.ex 2xdx=e—2=
0

Rezolvare: [x-e'dv=e—2=>¢" x’
0 0

(@ —2a+2)-2=e—2=a=1.
5. Fie /:R\{-5} >R, f(x)= X3
x+5

Sa se calculeze aria suprafetei cuprinsa intre graficul functiei f(x), axa Ox si
intre dreptele de ecuatii x=1 si x=2;

1 1
Rezolvare: A:jx—_3dx:J'@— 8

0 X+5 X+

1
jdx:(x—81n|x+5|) —1-8In%;
5 0 5
6. Fie /,F:R>R, f(x)=4x-3, F(x)=2x"-3x+5.
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b) Sa se calculeze aria suprafetei plane cuprinse intre graficul functiei
(x)
gx )—

, axa Ox si intre dreptele de ecuatii x=0 si x=2;

Rezolvare: 4= J‘ﬂdx .[(Zx—S:lO-Ll)dx:—6+101n3;
X+

0

Exevcitii propuse || =\

1. Calculati aria suprafetei mirginite de graficul functiei /:[a:5] >R, , axa OX
si dreptele de ecuatii x=a, x=b:

a) [:[01] >R, f(x)=x"+3x+13 b) 1 [ }—HR f(x)=sinx,
1 X
©) /:[0:2] >R, f)=—3 d) /:[0:2] >R =3
e) f[ ]—)R F(x)=xe"; f)f:[O;Z]—>R, f(x):x +1;
x+2
g)f[ }—HR f(x)=¢"sinx h) /:[0:2] >R, f(x)=— o
X —
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2. Volumul unui corp de rotatie

Daci f:[a,b]—>[0,0) este o functie continui atunci volumul corpului obtinut

prin rotirea graficului functiei f in jurul axei OX (numit corp de rotatie) este:

vol(C, )= nlj 17 (x)dx.

Exemple:
1). Sa se determine volumul corpului de rotatie determinat de graficul functiei
011> R, f(x)=vx*+9 intre dreptele de ecuatii x=0, x=1.

) [ e [ x’ 1 28z
Rezolvare: V = ;z!:f (x)dx =7r£ X +9 dx =7z}[(x +9)dx :72'(?+9x) ‘0 ==
2). Sa se determine volumul corpului de rotatie determinat de graficul functiei
f:[0;7] >R, f(x)=+sinx intre dreptele de ecuatiix=0,x = 7.

1 V3 1
Rezolvare: V = ;zj F(x)dx =7Z'j sin X dx =7Z'I sin xdx = 7 -(—cos x)
0 0 0

T
=x+1.
0

Activitate independenta | Réspuns

Sa se determine volumul corpului de rotatie determinat de | V=12r.
graficul functiei 7:[1;2] >R, f(x)=+v2x'+3x intre dreptele de
ecuatiix=1,x=2.

£ Exercitii rezolvate

1. Fie f:[3;0) >R, f(x)=+x-3.
Sa se calculeze volumul corpului de rotatie obtinut prin rotirea graficului
functiei f(x) in jurul axei Ox si a dreptelor x=3 si x=4;

4 4 2
Rezolvare: V(C,)= 71'".(\/)6—3)2 dx =7r.[(x—3) dx =ﬂ[%—3x] 4
3 3

3

z
>

2. Fie /:(0;2) >R, f(x)=+2x—x.
Sa se calculeze volumul corpului de rotatie obtinut prin rotirea graficului
functiei /:[0;1]—> R in jurul axei Ox si intre dreptele x=0 si x=1;
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1 1 2 3
2% X\ 2«
Rezolvare: V(C,)=x| f*(x)dx =r|(2x—x") dx =r| =—-=— || =—=.
) lf() !( ) (2 3j0 S
3. Pentru orice numir neN, se considera functiile 7 :[0;1] >R, f,(x)= i
Vx+1

gx)=2vx+1.

Sa se calculeze volumul corpului de rotatie obtinut prin rotirea graficului
functiei 7,:[0;1]]> R in jurul axei Ox si intre dreptele x=0 si x=1;
Rezolvare:

1 1 2 L2 1
1 1
V(C,)=r|f(x)dx=r L] dy =1 [ 2—dx = (x—l+—)dx: In2—--)x7;
( ./|) !fl (x) Z[[ [ +1 -([ x+1 ( 2)

o X+1
4. Fie f:R >R, f(x)=+x"+3x.
Sa se calculeze volumul corpului de rotatie obtinut prin rotirea graficului
functiei f(x) In jurul axei Ox si intre dreptele x=0 si x=1;

1 1 2 1 _
Rezolvare: Vc,)= 7Z'J.f2(x)dx ZEI(\IXZ +3x) dx =7r_[ (x* +3x)dx :% ;
0 0 0
3—-2x, x<1
5. Se considera functia /R >R, f(x)= 1 .
, Xl
2x—1

Sa se calculeze volumul corpului de rotatie obtinut prin rotirea graficului
functiei f(x) in jurul axei Ox si intre dreptele de ecuatii x=0 si x=1;

Rezolvare: ¥(C, )=z f*(x)dx=r[(\3-2x) dv=r[(3~2x)dv =.
6.Fie f:[-212] >R, f(x)=v4-x".

Sa se calculeze volumul corpului de rotatie obtinut prin rotirea graficului functiei
f(x) 1n jurul axei Ox si intre dreptele de ecuatii x=0 si x=1;

1 1
Rezolvare: V= ﬁj f? ()dx=r I (4—x7)dx :% 7.
0 0

=3, x(0

\/;—1 s xZO.

Sa se calculeze volumul corpului de rotatie determinat de graficul functiei
g:[0:1] > R, g(x)= f(x), in jurul axei Ox si intre dreptele de ecuatii x=0 si x=1;

7. Se considera functia /R >R, /(x) :{

Rezolvare: V' =z f> (x)dv=r [ (x ~1)dv =z [ (x=24/x + D :%;

8. Se consideri functia /:R\{-L1} >R, f(x) :%
e
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Pentru n = 1 sa se calculeze volumul corpului de rotatie determinat de graficul
functiei g: {O;ﬂ - R, g(x)=("-1)-f(x)in jurul axei Ox.
1 1

3 3
Rezolvare: V= n.[ g (x)dx =nj(4x2 +4x)+1dx :%,,;
0 0

Exercitii propuse |+ =\

1. Calculati volumul corpului de rotatie determinat de graficul
functiei / :[a;:6] > R, intre dreptele de ecuatii x=a, x=b;

a) /:[0:1] >R, f(x)=2x+1; b) f:[lie] >R, f(x)=Inx;
¢) /:[0:2] >R, f0)=x-¢; d) 7:[0:1] >R, f(x):%;
X

€) f:[l;x/ﬂ—)R, f(x):\/ﬁ; ) f:[01] >R, f(0)=2x+4(x +4x);
2) f:illie] >R, f(x):lnTx; h) /:[0:2] >R, f(x)=xJ2-x;

X
D) /0] >R 0= 525

x+1
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3. Alte aplicatii ale integralei definite

3.1 Limite de siruri de integrale

Exemple de siruri cirora li se calculeazi limita cu ajutorul integralei definite

Fie f o functie definitd si marginitd pe intervalul inchis [a : b}, care se

imparte in n intervale partiale, formand ceea ce se numeste diviziune a intervalului
A, =(a=x,(x(x,{...{x,_(x,=D).
Se vanota cu | A

, norma diviziunii A, = (x,,x,,%,,......x, ;,X,), adicd lungimea celui
mai mare interval [xk_l ; xk}, iar pentru fiecare interval se va lua un punct arbitrar
c, -

Numarul o,,(f.c,)=) f(c)(x,—x,_,) se numeste suma integrald a functiei f,
k=1

corespunzdtoare diviziunii Asi a sistemului de puncte intermediare (c,), .

Daca || A |- 0 pentru orice alegere a punctelor intermediare c, €[x,.x,|si daca
n—0

exista limita

n
limY" f(¢,)(x, —x,,) €R atunci rezultd ca f este integrabila in sens Riemann si ca
n—om s

b
ou(f.e) = [f@ds.

In general, intervalul inchis[a; b} se Tmparte n n intervale partiale,

—-a __ . . b-a . .
avand aceeasi lungime, asadar, || A|=x-x_= —0 s1 atunci,
l/l n H—»0
. b—a b—a._ |
lim=—=-> fla+k-——2)= j F(x)dx.
n—0 n k:] n Y

n 1
In concluzie, pentru intervalul [a : b}:[o ; 1] rezultd liml~z f (E) :_[ f(x)dx.
noop 4= n o

Exemple:

o . n 1
1). Sa se calculeze: lim n- ) ——.
n—w on +k

n n 1 1
Rezolvare: a,,:n-z 21 L ! —>I 21 dx:arctgxozarctglzg.
x
0

=1 N +k2 n k11+(k\J2 n—o +1

2). limy 8%

2 2
nowf=in® +4k
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" 4 8k L8 & o8t &
Rezolvare: a,=) — 4k2=2” ]:’2 ==y n__ 2.3
R "':‘1+4~; " k11+4.(k) n
n

Fie f:[0:1]->R, f(x):% o functie continui si deci integrabild pe [0; 1].
+4x

C 1 n e 1 .
Alegem diviziunea A, :(0;—;—;—; ....... ;—:lj, cu norma diviziunii || A, |==—>0si
n

n n—ow©

sistemul de puncte intermediare c € {E—} Atunci,
n n

” 1+8-§ 1

Gulfie) =y —— fﬂdx

nk_11+4(k)2 n—>e 01+4x2
n

1 1 1 1 1
j”gx dx=}|:1+:x2dx+‘([1+8:x2dx:i.([;dx+j BY =

_ arctg? N

1
arctg2x 0" In(4x* +1) In5.

1
0

Rezolva singur
< 1 & K
1). Sa se calculeze: lim —- .
) no® g ;4;’12 -k
n+k

2). Si se calculeze lim > ——.
nowo =ip +k

3). Sa se calculeze: lim —-
4). Sa se calculeze: lim e,

5). Sa se calculeze: lim Lz k-{2°.

= . = 1
6). Sa se calculeze: lim n- ) —.
e 4T 2ntk)

7). Sa se calculeze: lim%-Zk2 K2k +n .

k=1
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3.2 Limite cu integrale

j fodi=  F@) Zf oo s
Definitie.  lim = lim Zim £ @ 2 ﬁ = 1im&.
e g(x) e glx) e g(x) o g (x) g (X)

Exemple:
1). Fie /:R>R, f(x)= 21 . Si se calculeze lim_ff(t)dt.
X + x> ooo
Rezolvare:
T t1 X LT . Vs
I f(@)dt =I s—dt =arcigt| =arcigx—arctg0=arctgx. lim _[ f(@dt =limarctgx =—.
o Ot +1 O xaoco X—>0 2
2
[ r@at
2). Fie f:R—>R, f(x)=x"7+x+1. Si se calculeze lim *——
X—> © x
Rezolvare:
P X
(t)dt F()
l'm'([f _lim O_I.m(F(x)—F(O))I im LX), e+l 1
FahRNETT Rt SN T e (x2018)1 T 018 o 20182 2018
) [ fydi
3). Fie /:[0:1] >R, f(x)= Y Si se calculeze lim 2 k
x+1 x>0 X
Rezolvare:
x2
F(@) 2 ! 1,2 2\/
F(x*)-F(0) F'(x*)-(x 2y. 4
L=1lim— :lim( . ) = lim ) ARG T A
=0 X x> 0 (x2) x>0 2x x>0 2x =0 x* +1
[ r@ar
4). Fie /:[0;2] >R, f(x)=x-v4—-x" Si se calculeze lim)“ —.
x— ( X
Rezolvare:
F(r)‘x
F(x)—-F(0))' J Ja—x?
L= lim — i « LI N Ca i SCE S
x>0 X x>0 (XZ) x>0 Dx x>0 Dx x—0 Z\X\ 2

194



MATEMATICA PENTRU CLASA A XII- a

Rezolva singur:

[ r@ar
1). Fie f:R >R, f(x)=3x"+4x+1 Sa se calculeze lim *—;

x—> © X

2). Fie 7: (o) >R, f(x)= x+l Sa se calculeze lim iz-;'-f(t)dl .
X x—> o X 1

| If (t)dt
3) Fie f:[lix) >R, f(x) :%. Sa se calculeze ILHLIXW
4). Fie f/,:R >R, fi(x)=x-¢", f,,(x) =Iﬁ(z)dt, n)0 Si se calculeze lim)&.
0 x—> 0 X
x-e", x<0 J.f(t)dt
5). Fie /:R >R, f(x) ={ "7 7 .Sise calculeze lim *—;
sinx, x)0 =0 X
[ r@ar
6) Fie /f:R—>R, f(x)=x"+x+1. Si se calculeze lim *— I
X—> o0 x
[ r@ar
7). Fie /iR >R, f(x)=x-49x’+10 . Si se calculeze lim *—;
X—> ®© x
[ +0f@ar
8). Fie f:(0;0) >R, f(x) L . Sa se calculeze lim -
x(.x+1) X— © X
9). Fie f:R>R, f(x)=(x+2)’ . Sa se calculeze lim %-If(t)dt .
X—> © x 0

F(x)

5

10). Fie f:(-L0) >R, f(x) :x—%xz +%x3 —In(1+x). Sa se calculeze lim , unde

x=>0 Xx

Fe=[ fd.
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3.3 Derivarea integralelor

Fie /:R—>Ro functie care admite primitive. Fie F o primitiva a lui f.

u(x)
Daci g(x)= [ f(dt = g'(x)= (F(t)

u(x )] =F'(u(x))-u' (x)-F'(a), iar F'(a)=0.

Exemple:

1). Fie /:R—(0;%), f(x)=¢'. Daci g(x)= .[f(t)dt , i se calculeze g'(x).

0
Rezolvare:

g =[F<t> 5 ) =(FOH=FO) = /() () = /(") -2x =" -2x.

arcitgx

2). Fie 1 (—— EJ—HR f(x)= I ¢“"dr.. Si se calculeze fl(x).

0
Rezolvare:

1

2

1
arctgx > 2
&t j = (F(arctgx)—F(O))l = f(arctgx)-(arctgx)’ = """ .(arctgx) =e" - 1
x4

f0= (F(t)

3). Fie 7/:R —(0;), , f(x)= .[e’z dt Sa se calculeze, f'(x).
0
Rezolvare:
Cum primitive functieic” nu se poate exprima cu ajutorul functiilor
elementare, fie F o primitiva a lui f. Atunci,

S :[F(t)g J =(F(x3)—F(0))’ = () () = f(xY)3x = e 327

Rezolva singur:

1). Fie /R >R, f(x):j\/%.
X2 +

2). Fie f:[l;») >R, f(x)z]: (1-1)’dt. Sa se calculeze ' (x).

Sa se calculeze f'(x).

3). Fie f:[-L1] >R, f(x)= J' wini g, Si se calculeze 7/ (x).

4). Fie f:R >R, f(x)= j.e (1> =3t +2)dt . S se calculeze f'(x).
0

arcsinx

5). Fie f:R—>R, f(x)= In(1+sin*r)dt . Sa se calculeze f'(x).

1N ‘—-—1
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3.4 Siruri de integrale

Definitie: Fie / :R—R un sir de functii care admit primitive pe [a:5], neN

b
. Numim sir de integrale, un sir de forma / = J'fn (x)dx.

a

Exemple:
1
1). Pentru orice numar n e N*, se considerd integralele 7, _I ol dx;
X+
0
Folosind, eventual, faptul ca A S S . Vxe[0;1],neN* sd se
2018 x+2017 2017
demonstreze ¢ —— <2017 Ly S——.
2018 2017
Rezolvare: Se integreaza inegalitatea data rezultand:
1 n 1 n 1 n
j o deI o dxsj Y, Vxe[0;1],neN*. Pentru n = 2017, rezultd
) 2018 T3 x+2017 4 2017
x20]8 1 xZOl8 1 . . .
——| <I,,, <————| sl inlocuind rezultd ceea ce trebuia demonstrat.
20187 |0 2017-20181|0
2). Pentru orice numir » <N, se considera functiile 7, :[0;1] >R, f,(x)= AR
Vx+1
1
Sa se demonstreze ca J' Soorn (X)dx m
x* 2017 1 1 2017 A 1
Rezolvare: Cum —— <x™", ¥xe(0;1)= Xdx < | x*Vdx = =—.
Jr+1 (0:1) !f””( e | 2018/0 2018

3). Sasearatecaj 2x —dx ( ("_1)7H2, eN

(1+x%)" 4n
Rezolvare:
Se aplica inegalitatea mediilor

2x

1 ox Loy s+n—1
j J Al de < [— 122 dx =
Ya+)\a+x) Mtx n

1 1

1 n-1 I (m-Dr+2
n1+x '

+——arcigx| =
0 n
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Rezolva singur:

1). Pentru orice numar neN*, se considerd functiile £, :[0;1] > R, fn(x):x—3.
x+

1
Sa se arate ca Ifzm(x)dx < ln%
0

1 n
2). Se considerd integralele/, = j x—+11dx vneN. Folosind eventual faptul ca
o X+

0<x’<x, Vxe[0;1]. Sa se demonstreze ca I, <1I,,;

1
3). Fie f,(x)=(4—x)", VneN*. Si se arate ci 3" < IJ’n(x)dx <4
0

n 1
Y Sasearate ci —— < J-fn(x) <
0

. 1
4).Fie f :R>R, f(x)= < —
) z ) x*+1 2(n+1) n+l
3 .n
5). Se considerd integralele’, =J'x2—+idx VneN. Sa se arate cd
X —
2
3n+1 _2n+1
T o+l

Il -1

n+2 n

3 n
6). Fie 1, = -[f_ldx VneN. Sd se arate ci [, ,—1,
2
2

3n+1 _ 2n+1

, VneN,
n+l

7). Fie f:(0;0)>R, f (x):ln—x+x. Sa se determine ratia progresiei aritmetice
X

avand termenul general 7, = J (f(x)—x)dx.

e
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4. Aplicatii practice ale integralei definite

1. Un gaz aflat intr-un cilindru exercita
asupra unui piston de arie S o fortd F=p-S
unde p este presiunea gazului. Admitand
faptul ca, gazul se supune legii Boyle-
Mariotte, p-V =const., sa se determine lucrul
mecanic efectuat de gaz pentru deplasarea
pistonului pe distanta de la a la b fata de
fundul cilindrului. ( a este pozitia initiala a S

pistonului, b este pozitia finala a pistonului). a
Dacia ludm cazul particular, atunci cind -
forta gazului este de 10 N, sd se determine

lucrul mecanic efectuat pentru deplasarea
pistonului pe distanta x de la a=10 ¢m la b=30 cm.

Rezolvare: p-V =K, K:const.:ng,iar F:p-S:%-S,unde V=S8-x . Asadar,

-S'. Cum lucrul mecanic este

. o, A K
consideram forta ca functie in x rezultdnd F(x) = v
x

b
L= IF(x)dx , rezulta 1n cazul nostru,

b b b b
. . b
L=jF(x)dx=jK—de=jK—de:j5dx:K-1nx =k(Inb—Ina).
" " V(x) °Sx S X a

Pentru cazul particular rezulta

30 30
L= Jldelex 10 =10N-(30—-10)cm =10N -20cm =10N -0,2m =2J.
10

( Joulul este unitatea de masura pentru lucrul mecanic, 1J =1N-m ).

2. Sa se determine coordonatele centrului de greutate ale unei plici omogene OABC
a cirei suprafati este mirginiti de graficul functiei /:[0:3]>R,, f(x)=¢", de

dreptele de ecuatii x=0, x=3si de axa Ox.

Rezolvare: Y
Coordonatele centrului de greutate sunt date de y=¢e

b b

[x foodx [ 72@ds B

1

formulele x,; =4———, y; :5:11— A

[ rds [ rds 1

’ ‘ 0(0,0)  C(3;0) X

Atunci,
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3 3 3 3
Jx~f(x)dx .[x~exdx x-e'| —e
0 o 0 [0 2+1
_[f(x)dx Iexdx e’ €
0 0 0
3 3 2x 3
2 2x €
(x)dx e““dx
If 1 J. 1 210 1€&-1 1, ,
Ve == =—.4 =—. =—. —(+))
¢ 2 ¢ 2 -1 4e-1 4
Ie’dx
0

3. Se stie cd drumul dintre doua magazine arata ca in figura aliturata, fiind o curba
al carei grafic este dat de functia /:[l;0)—>[0;0), f(x)=Inx. Si se calculeze

lungimea drumului AB, daci 1<x<2( x este exprimat in km).

A(1;0)

Rezolvare: A calcula lungimea acestui drum, inseamna sa calculam lungimea arcului de

b
curbd AB a carui formula este Z:I,/1+[f’(x)]2dx unde a<x<b.

2
In cazul nostru, f’(x):(lnx)' :lsi atunci, l:_[ 1+(lj
X | X

2 2 2 2 2
dx:I x-zi—ldx:J'\/x +1dx.
1 x X

e o t
Utilizdnd metoda substitutiei, x> +1= t|()2 =>x'+1= = 2xdv=2dt=dx="=dt,
X

integrala care se obtine este
t—1

r r—1+1 1 1 .
Iz dt:I 5 dt:J.(H > jdz:z+—ln—. Asadar, integrala ceruta este
-1 -1 -1 2 Jt+1

2 2

2 _ -
1= /1+(lj dx:[\/x2+1+%ln }‘1:\/3—\/5+1(1n\/§ L2 1).
x
1

200 5+l 2+1
4. Un mester vrea si construiasci un clopot inalt de 3m iar forma sa sa fie cea a
unui corp de rotatie, obtinut prin rotirea graficului functiei f:[0;00)—[0;0),

+1-1

2
X
JxP+1+1
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f(x)=+/x in jurul axei Ox. Si se calculeze aria suprafetei clopotului pentru a sti de
cat material este nevoie ca sa-1 construiasca.

y
Rezolvare: Aria suprafetei clopotului este aria suprafetei
corpului de rotatie pentru 0<x<3, x fiind exprimat in
metri. Atunci, conform formulei care da aria suprafetei
b
unui corp de rotatie A= 27r.|‘f(x)-41+(f’(x))2dx
0(0,0) 3 X

A

In cazul nostru,

A= 272"[\/_ 1 +£ \/_j dx=2r J\/_ ’4x *1 dx = ﬂf V4x+1dx. Se utilizeazad mai departe
metoda substitutiei, v4x+1=¢=4x+1=1> = 4dx=2tdt . Atunci,

3 3
ﬂj\/4x+ldx=ﬂjt~t%=§~ z Nax+l

Lz +C.
3 2 3

3 3
I N 3

Asadar, 4= ﬂI\/4x+1dx = % 4x3+1 ‘0 = %(131/13 _1) =24m*.
0

5. Cildura specifici a unui kilogram de apa variaza in functie de temperatura t,
dupi legea 7(r)=1+2-10"7+9-10°7*. Si se determine cantitatea de cilduri necesari
pentru a incilzi 1m?3 de api de la 10° 1a 50°.

Rezolvare: Dacd pentru un kilogram de apa caldura specificd e modelata dupa legea

f (t):1+%t+%t2, atunci, pentru un m?®, cildura specificdi e modelatd dupi legea

£(#) =1000 + % t+ % > =1000+0,2¢+0,009¢*. Caldura specifici se determind derivand

dQ(t)

cantitatea de caldurd Q(t) in raport cu t. =1000+0,2¢ +0,009¢*. Rezulta,

50

2 3
0- j F(t)d .[(1000+0,2t+0,009t2)dt:[1000t+0,2%+0,009%j10

10

=40000+250-10+375-2=40613 Kcal .

6. Un baraj are litimea 1= 20m si iniltimea h = 10m. Si se calculeze forta cu care
actioneazi presiunea apei asupra stiavilarului stiind ca nivelul maxim al apei atinge
fata superioara a barajului.

Rezolvare: Presiunea apei care actioneazd asupra barajului poate fi exprimata prin

forma P=P, + pgh, unde P, este presiunea atmosferica care este egald cu P, =10’ % , lar

densitatea apei este p

apa

=1000K% 5, g este acceleratia gravitationald pe care o

aproximam cu g =~ 10% 5.
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Cum presiunea se defineste ca fiind derivata Fortei in raport cu suprafata , avem
relatiile:

P=Z—§:>dF =P-dS. Dar, aria suprafetei este aria barajului luat ca suprafatd

dreptunghiulard  si anume, S=h-/=dS=I[-dh. Atunci, dF=P-/-dh. Integrand,
2

. ! ¢ h h
obtinem, F=[P-ldh=[(P,+pgh)-ldn=P,-1-h 0+pgl'h? 0"
0 0

2

2
=P -1-h+pg1-h—=1051y2~20m-10m+1000Kg 3-10m~20m-£m2 =2-10"+10" =3-10'N
2 m m 2

x=10m

7. O locomotivi avind masa de 10 tone si viteza v, =80km/h la intrarea intr-un strat
de zipada, are la iesire, viteza v, =060km/h60 km/h. Sia se afle lucrul mecanic

necesar pentru stribaterea stratului de zipada.
Rezolvare: e
Conform definitiei lucrului mecanic, variatia i
energiei cinetice ne da lucrul mecanic.
Astfel,

2 2
my mv~,

L -l Z(vzf—vzi)zL.

2 2%
Matematic, lucrul mecanic se poate exprima cu ajutorul integralei definite astfel,

v 2 2 2 2 2
L:jm-vdwm-% n :%z-(sozkm/h—sozkm/h)=@kg-{(@j m——(@j m_}

ch —-Ec,=L=

v, 9 ) s 6 ) s

=5000- (492, 84 -275, 56) =1086400 J =1086,4 KJ .

S-a calculat 80@ = 80-1000m = 200 m si 60@ = 60-1000m = @ﬂ
h 3600s 9 s h 3600s 6 s

8. Cildura molara la presiune constantid a unei anumite substante variazi cu
temperatura, dupi legea C=20J-mol ™" -k +(40-10°J -mol™" - k)T . Céti cilduri este
necesari, pentru a schimba temperatura a 10 moli de la 30° la 330° ?
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Rezolvare: Din expresia caldurii molare C=M-c=

d0 , seobtine dQ=n-C-dT,
n-dT

4190J

unde n reprezintd numarul de moli, c reprezintd caldura specifica a apei, ¢ = ———.
kg - grad
T,
Asadar, prin integrare se obtine Q =n- I C dT expresia céldurii care trebuie schimbata de
5
un corp de masd m, pentru a-si modifica temperatura de la 7, la 7,. c¢ variazd cu

temperatura;
330

T, 330 2
Asadar, Q:n~jc dT:10~j[20+(40~10’3)T] dT = 10-| 207 +(40-10%) L
: 3 2 (130

:10-(20-300+20~10'3-3002):78000 J.

2
10-[20-(330—30)+(40_10-3)@}

9. O bobina folositd intr-un motor de curent continuu are inductanta L= 20H si
rezistenta R =200 Q si este parcursid de un curent de intensitate 0,1 A. Care este
energia inmagazinata in cAimpul magnetic ?

Rezolvare:

Formula prin care se exprimd energia Inmagazinatd in circuitul inductiv este

1
1 . . . . -
w =L-_|.i di=—L-I* unde ,, W ” este energia totala furnizatd in circuitul cu inductanta,
0

adicd in bobind, ,, L ” este inductanta proprie iar,,i” este intensitatea curentului.

Dupd ce curentul i atinge valoarea finald (i=I)energia furnizata bobinei , W, produce in

interior un cAmp magnetic de inductie iar energia este inmagazinata sub forma de energie

potentiala.

I 1 1
=—L-1’==-20-0,1=10-0,01=0,1 J.

0 2 2

10. Un gaz ideal este mentinut in contact termic cu un corp foarte mare, de

temperaturi constanti T si suferd o destindere izoterma, in care volumul variazi de

la 7, =5/ la 7, =10/ . Care este lucrul mecanic efectuat ?

Rez: Cum P= nI;T s atunci,

1
A 1
Asadar, in cazul nostru, W =L- Ii di= §L~i2
0

f L URT
L= deV: j—dV:nRTan
7 w v

v v,
= nRT(In¥, -In¥,) = nRT In -2
v V.

1
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EXERCITII RECAPITULATIVE

1.Fie f:R >R, f(x):{ex ta X

lnx+x—1,x21.

a) Sa se determine «a € R astfel incat f(x) sd admita primitive pe R ;

2
b) Pentru a = - 1, si se calculeze j f(x)dx;
0

2
¢) Sa se calculeze jx- F(x)dx;
1

2.Fie f:(0;0) >R, f(x)=Inx.

a) Sa se calculeze J(4x+ 2)- f(x)dx;

el
b) Sa se calculeze I—gf (x)dbx;
X
1
¢) Folosind, eventual, faptul cd x* <x, pentru orice x €[0;1], sd se demonstreze ca

.e[fz(x)deI;

n

X

241

3.Fie /:R->R, f(x)=

1
a) Sa se calculeze I Jo (x)dix;
0

b) Sd se determine aria suprafetei determinata de graficul functiei f,(x), axa Ox si
dreptele x=0 si x=1;

1
c) Sa se arate ca ! £jfn(x)£L.
2(n+1l) n+1
C . 1 1
4. Se considerd functia f:R\{—3;3} SR, f(x)=—————+1.
x=3 x+3

1
a) Sa se arate ci j(x—3)(x +3) f(x)dx=1-1n2;
0
1
b) Sa se calculeze j 1 (x)dx;
0

1
¢) Si se calculeze I f(x)dh;
0
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5.Fie f.g:(0;0) >R, f(x)— ,g( ):—ln X.
a) Sa se arate ca g(x) este o prlmltlva alui f(X)

b) Sa se calculeze Ix f(x)dx;

¢) Folosind, eventual, faptul ca Inx < 1 Vx e[l;e], sa se demonstreze cd I f(x)dx < 1—1.
X e 1 e

6. Se considerd functia f,:R >R, f,(x)=2x+a, aeR
a) Si se determine a R astfel ncat F:R >R, F(x)=x"+8x+3sd fie o primitivi a
functiei f;

1
b) Sa se calculeze J'e" - 1, (x)dbx;
0
c) Sd se determine a R, astfel incat .[ /i (X)dx>0.
0

7. Se considera functiile f,g:R =R, f(x)= %i/; g(x)=x- .

a) Sa se arate ca g(x) este o primitiva a functiei f(x);
b) Sa se arate cd orice primitiva a lui f(x) este convexd pe R\{0} ;

1
¢) Sa se calculeze I_f (x)- g(x)dx;
0

x"+x-6

8. Pentru orice numar n e N*, se considera functiile f,:[0;1] >R, f,(x)= 5
X+

1
a) Sa se calculeze J.ﬂ)(x)dx;
0

b) Sa se arate ca dx;

x+2 1( 4 1
=— +

- = )51 sa se calculeze _[
x"+x-6 5

x-2 x+3 0 /2(x)
c) Sase calculezeJ‘f3 (x)dx;

9. Se considera functia f:R—>R, f(x)=x""" +2015".

a) Sa se determine .1[ F(x)dy;

b) Sa se arate cd orlioce primitiva a lui f(x) este convexa pe R ;

c) Si se calculeze .[x- f(x*)dh;
0

10. Se considera functiile f,g:R—>R, f(x)=(x+2)’—x’, g(x)=2x"+6x"+8x.
a) Sa se arate ca g(x) este o primitiva a functiei f(x).

/@),

b) Sa se calculeze '[

1
¢) Sa se calculeze I F(x) - g(x)dx;

-1
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11. Fie f:[0;0) >R, F)=x—+/x.

1
a) Sa se calculeze J' f(x)d;
0
b) Sd se determine a R, *astfel incat I F(x)dx=0;
0

¢) Sa se calculeze _[ 1) f(x)dx;

12.Fie f:R>R, f(x)=("+4x+a)-¢', acR.

a) Sa se determine « € R astfel Incat orice primitiva a lui f sa fie convexd pe R;

b) Pentru a=0, sa se determine aria suprafetei determinata de graficul functiei f(x), axa Ox
si dreptele de ecuatii x=0, x=1;

c) Pentru a=4, sa se determine constantele m,n, p € Rastfel incat

.[f(x)dx:(me +nx+p)-e'+C.
13. Se considerd functia f:R—R, F(x)=e"+3x>+3.

a) Aratati ca .[(f(x)—e"—3)dx=7;

b) Aritati ci I x(f(x)=3x)dx = é ;

¢) Determinati a (0;1), stiind ca I 1 ; (Bac 2021, M tehnologic-iulie)
WACIR f (x) 6
14. Se considerd functia /:R—> R, f(x)= x: 2
x“+4

1
a) Aratati ca .[f(x) x> +4 dx:%,
0

b) Aritati ci J.(fz(x)—l)dx:2ln%;
0

¢) Determinati 7:R — R, primitiva lui f pentru care F(0)=0.;
( Bac 2020, M tehnologic-august)

2
X+l P+l

15. Se considera functia /:R >R, f(x)=1+

1
a) Aritafi ci .f(xz +Df(x) de=—=
0
b) Determinati primitiva F a functiei f pentru care F(0)=0.

2
¢) Aritati ca J.( fo+f (l)] dx = ln% ; ( Bac 2020, M tehnologic-iulie)
1 X
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16. Se considera functia f/:R—R, f(x)=(x—-1)e".

1
a) Aratati ca IM dx = _l;
0 € 2

b) Demonstrati ca F: R — R, F(x)=(x—2)e"+2019 este o primitiva a functiei f.

1
¢) Aritati ca j £ f(x)dx; ( Bac 2019, M tehnologic-august)
0

17. Se considera functia f:R >R, f(x)=+3x"+6x+7.
1

a) Aritati ca j 72(x) de=11;
0

1
b) Caleulati [ dx=11;
L@

¢) Demonstrati cd, pentru orice a € (0;0), suprafata pland delimitata de graficul functiei f,

axa Ox si dreptele de ecuatii x=0 si x=a are aria mai mare sau egala cu a7.
( Bac 2019, M tehnologic-iulie)

18. Se considerd functia f:R—>R, f(x)=3x"+1.
1
a) Aratati ca J‘(f(x) -1) dx=2;
-1
b) Demonstrati ca orice primitiva a functiei f este crescatoare pe R

¢) Calculati .[ S () Inx dx. ( Bac 2018, M tehnologic-iulie)
1

3xt—x, xe (—oo;l]

19. Se considera functia /:R —> R, f(x)= 1 .
24—-Inx, xe (1;00)
X

1
a) Aratati cd J(f(x) -1) dx=2;
-1
b) Ariatati ca functia f admite primite pe R ;
n’ —4+In’2
—
( Bac 2018, M tehnologic-august)

2
¢) Determinati numarul natural n pentru care _[ f(x) dx=
0

20. Se considera functia f:R—R, f(x)=4x —x.
1 1

a) Aratati ca j (f(x)+x) dx=1; b) Aratati ca j (4x* = f(x))-e" dx=1
0 0

¢) Determinati aria suprafafetei plane delimitata de graficul functiei f, axa Ox si dreptele

de ecuatii x=1 si x=3.
( Bac 2017, M tehnologic-iulie)
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MODELE DE TESTE PENTRU BACALAUREAT

TESTUL 1

Subiectul I. (30p

1. Sa serezolve in R ecuatia: Vx* —4x+4 =3;

2. Cate numere de telefon de sase cifre distincte se pot forma cu cifrele 1, 2, 3, 4, 5, 6,
7,87?

< . (n+D)H+n!
3. Sa se rezolve ecuatia (n+Dtnl

=2020.

n!
4. Sa se calculeze suma: 2 +9 + 16 + ....+191;

5. Se considerd vectorii v, = 2i+3}, v, = —4i+2. Sa se calculeze 3-v, +2-v,
6. Sa se scrie ecuatia dreptei ce trece prin punctul M(-2;1) si este paralela cu dreapta

de ecuatie
22X +4y-1=0;

Subiectul I1. (30p)

1. Fie A:[ > 2 J I, :[1 Oj si M={X(a)| aeR.X(a)=1,-a-A}.
-10 —4 0 1

a)Sasearateca A4°-A4=0,

b) Sa se calculeze determinantul matricei X(a);

¢) Daca X(a) e inversabild, sa se calculeze (X(a))™.

2. Pe (4;0)se defineste legea de compozitie x*y=xy—4x—4y+20, Vx,yR. Se cere:
a) Sa se calculeze 3%4;
b) Sa se demonstreze cd x*x*...*x=(x—4)"+4, neN;

—_—

n termeni

c) Sd se rezolve In R, ecuatia log, x *log, x *........ *log, x=5,
2020 termeni
Subiectul III. ( 30p)
1. Se considera functia f:R—>R, f(x)=4"+5"
a) Sa se calculeze 7'(0); b) Sa se studieze monotonia lui f;

¢) Sé se calculeze lim f(x).

, 1

. . +—-2, xl
2. Se considera functia /:R >R, f(x)= e X .
(x+3)Inx, x>1

a) Sa se arate ca f(x) admite primitive pe R ;
1

b) Sa se calculeze j f(x)dx;
1

2
¢) Sa se calculeze aria suprafetei determinata de graficul functiei f (x), axa Ox si

dreptele x=1 si x=¢;
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TESTUL 2

Subiectul I. (30p
1. Sa se rezolve in N ecuatia: C”+C""' +...+C! =1023;

2. Cate numere de patru cifre distincte se pot forma cu cifrele 0, 1, 2, 3,4, 5,6,7 ?
3.Fie f:R—R, f(x)=2x"—4x+3.S4 se determine punctele de pe graficul functiei
care au abcisa egald cu ordonata.

4. Sa se calculeze suma: 1 +7 + 13 + ... +151;

5. Sa se calculeze: log, 81-log,27-log,9-log, 3-log, 1;

6. Se dau vectorii v,(2m—1;3) si v,(m+2;2) . Si se determine m e R astfel incat cei doi
vectori sd fie coliniari.

Subiectul II. (30p)
- . . . 1 0 -1 2) .
1. In multimea M2(R ) se considera matricele 7, = [0 j A= [ ) ZJ si X(a)=12 +aA,

unde aeR.

a) Sa se calculeze A’ unde 4° =4-4-4.

b) Sa se verifice daca X(a)X(b)=X(atb+ab), Va,heR.
¢) Sa se calculeze X(1)+X(2)+...... +X(2020).

2. Pe R se defineste legea de compozitie x*y=xy—5x—5y+30, Vx,y eR. Se cere:
a) Sa se arate ca legea este asociativa pe R ;

b) Sa se rezolve inR ecuatia Ix *+/x =5;

¢) Sa se arate ca exista a,h € Q— Zastfel incat a*beN.

Subiectul 1L ( 30p)
1. Se considera functia f: R >R, f(x)=e™ +e™;

a) Sa se calculeze lingw;
X x
b) Sa se studieze monotonia lui f;
c) Sasearatecd f(x)>2, VxeR.;
2. Fie functia /:R—>R, f(x)=sin’x.

a) Sa se calculeze f f(x)dx;

SR

b) Si se calculeze I £ (x)-cos xdx;
0
ﬁ

6
¢) Sasearate ca 0< <
) !f(x) %
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TESTUL 3

Subiectul I. (30p

1. Sa se rezolve in R ecuatia: lg(x* —3x) =1;

2. Intr-o urna sunt 8 bile albe si 4 bile negre. Care este probabilitatea ca scotand doua
bile din urna fara a le vedea , acestea si fie albe ?

3. Sa se determine imaginea functiei f:[-1;1] >R, f(x)=x"—5x+6.

4. Sa se calculeze: C)y,y+Cay + Copg +eeveet Caoo

5.Daca ae (0;%) sisina =§ sa se calculeze sin2a.

6. Sa se calculeze lungimea segmentului determinat de punctele A4(-2;2), B(-3;3).

Subiectul I1. (30p)
-1 1 1
1. Se considera matricele 4= [ | J, I, = [0 ?j din M2(R).

a) Sa se verifice cd A’ = 4A,;
b) Sa se determine x e Rastfel Incat det(4—x/,) =0,
c) Sa se rezolve ecuatia AX=XA unde X € M,(R).

2. Pe R se defineste legea de compozitie x*y=xy—7x—7y+56, Vx,yeR.
a) Sa se arate ca legea este comutativa.
b) Si se arate cd legea este asociativa.

c) Sa serezolve in R ecuatia x*x*..*x=736.
H —_—
6 de x

Subiectul III. ( 30p)
1. Fie functia f:(0;00) >R, f(x)=x(1+Inx);
a) Sa se calculeze linl1f(x)—_{(l);
X X —
b) Sa se determine intervalele de convexitate si concavitate ale functiei f;
c) Sa se scrie ecuatia tangentei la graficul lui f in punctul de abcisd x, =1 ;

2. Fie functiile f,g:R—R, f(x)=sinx+x-cosx, g(x)=x-sinx.
a) Sa se arate ca g(x) este o primitiva a lui f(x);

H
b) Sa se calculeze I g(x)dyx;
0

Vs

2
¢) Sa se arate ca J.f(x)dx >0, Vxe {0%}
0
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TESTUL 4
Subiectul I. (30p
1. Opt alergatori alearga intr-o cursa. Cate situatii de clasament exista daca se
considera ca nu ajung mai multi n acelasi timp.
2. Sa se determine coordonatele punctelor de intersectie a graficului functiei
fR—>R, f(x)=x"-3x-10 cu axa OX.
3. In progresia geometrica (b,),., se cunosc primul termen al progresiei, 5, =5si al

cincilea termen al progresiei, b, =405. Sa se determine al optulea termen.

4. Rata dobanzii pe care o acorda o banca la depunerea unei sume de bani este de
6% pe an.Ce dobanda obtine o persoana ce depuen la bancd suam de 1800 de euro pe
un an ?

5. Daca cosx = % xe (0",90“), si se calculeze sin(180° —x).

6. Sa se determine ecuatia dreptei ce contine punctul A(2;1)si are panta egald cu tg%;

Subiectul II. (30p)
1
1. Se considerad matricele de forma M, = [0 TJ e M,(R).

a) Sasearatecd M,-M, =M, ,,Va,beR

b) Sa se calculeze produsul M, - M, - M, -.....- M,y;

¢) Sa se determine matricele X € M,(R)pentrucare M -X=X-M_,, VaeR.a=0.
2. Pe R se defineste legea de compozitie xoy=-xy—x—y-2, Vx,yeR.Se cere:
a) S se arate cd xoy=—(x+1)(y+1)—1, Vx,yeR;

b) Sa se arate ca legea e asociativd pe R ;

c) Sd se rezolve InR ecuatia: xo(x+1)o(x—1)=-1.

Subiectul III. ( 30p)
1. Se considera functia f:R—R, f(x)=e"" —e(x+1).

a) Sa se calculeze lim————— JACIRNAC) :

x>0 X

b) Sa se arate ca f(x)>0,vxeR;

¢) Sa se calculeze lim f (x )

xﬁoox —

2.Fie /:(0;2) >R, f(x)=+2x—x".

a) Sa se calculeze Iz (2; dx;
X

b) Sa se calculeze Volumul corpului de rotatie obtinut prin rotirea graficului functiei
/:[0;1]> R in jurul axei Ox si intre dreptele x=0 si x=1;

1
¢) Sa se demonstreze ca 0< J' F(x)dx <2.
0
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TESTUL 5

Subiectul 1. (30p

1. Sa se calculeze log, 27 +log, 16—-3/125 .

2. Sa se arate ca expresia A2 +C;—P, este un numar par.

3. Se da functia f:R—=R , f(x)=2x+3, sa se calculeze f(0)+f(1)+........ +(6);

4. Fie functia f:R >R, f(x)=x"—2mx+4 , sd se determine parametrul real m, stiind
ca abscisa punctului de minim este egala cu 5.

5. Sa se arate ca expresia (sinx+cosx)* —2sinx-cosx , nu depinde de variabila x.

6. Fie punctele A(2;3) si B(-1;-5). Sa se determine coordonatele vectorului OA+OB.

Subiectul I1. (30p)
3x—my =5 3 -m 0
1. Se considerd sistemul {-3x+y+z=-1,meR,si 4=| -3 1 1
x+2y-3z=1 1 2 3
a) Sa se determine m e R, astfel incat A sa fie inversabila;
b) Sa se calculeze 4°;

¢) Sa se rezolve sistemul pentru m = 2;
2. Se considera polinomul /' =4X* -15X> -5X +6 e R[ X] .

a) Sa se calculeze f(—1)+f(—%);

b) Sa se arate ca f este divizibil cu polinomul g=X>-X-2;
¢) Sa se rezolve in R ecuatia f(x) =0 ;

Subiectul I1I. ( 30p)
1.Fie f:R>R, f(x)=(x+3)e "
a) Sa se determine £'(0);

J'x)

b) Si se calculeze lim .

X—0 f(x)

¢)Sa se determine punctele de extrem ale functiei f.
x+3, x(0
3.¢", x>0 '

a) Sa se arate ca f(x) admite primitive pe R ;
1

2. Se considera functia /:R >R, £(x) ={

b) Sa se calculeze .[f (x)dx;
-1

1
¢) Sa se calculeze sz - f (x)dx;
0
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TESTUL 6

Subiectul I. (30p
1

1. S& se calculeze 8-%—125—3.
2 2.5

2. Sa se determine ratia unei progresii aritmetice (a,)

3. Sa se rezolve ecuatia J/x” +5x+5 =-1.
4. Sa se determine pretul initial al unui produs care dupa doua iefteniri succesive cu
cate 10% are pretul de 567 lei.

unde g, =8 si a, =—1

n=l?

5. Fie xe (O;Zj . Daca sinx :% , sa se calculeze tgx.

6. Se dau dreptele de ecuatii: d,: y—(m+1)x+3=0si d,: y—7x—5=0.Sd se
determine parametrul real m, stiind ca dreptele sunt paralele.

Subiectul T1. (30p)

1+x 2 3
1. Se considera matricea A(x)=| 4 5+x 6 |, xeR.
7 8 9+x

a) Sa se calculeze determinantul matricei A(0);
b) Sa se arate ca det[A(x)+ A(—x)] =0}

¢) Sa se rezolve ecuatia det[A(x)]=0.

2. . Se considera polinomul f = X° -2X*+2X +a e R[X].

a) Sa se determine « € R pentru care polinomul f are radacina x, =1;

b) Pentru a = -1 sa se determine catul si restul impartirii lui f la polinomul g =X +2;
¢) Pentru a = 3 sa se calculeze x’+x,’ +x,’ unde x,,x,,x,sunt raddcinile polinomului f;

Subiectul III. ( 30p)

1. Fie f:(—o0,-3)U(l;+0) > R, f(x)=In(x>+2x-3).

a) Sd se calculeze f’(2) ;

b) Sa se arate ca f este o functie concava pentru orice x e (—o0,—3) U (1;400) ;

¢) Sa se calculeze limita limf(—x).

X0y

. . P_5x+4, x<I
2. Se considera functia /:R >R, f(x)= o =
x-lnx, )l
a) Sa se arate ca f(x) admite primitive pe R ;
b) Sa se arate cd orice primitiva a lui f(x) este convexa pe (1;0) ;

¢) Sa se calculeze I f (x)dx;
0
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TESTUL 7

Subiectul I. (30p
og; 1

lu
1. Sa se arate ca (3/6) +3-27€Z.

4dx-2

2. Sa se determine numarul intreg x care verifica inegalitatile: 0< <2.

3. Si se determine valorile reale pozitive ale lui x stiind ca 1g3/x, %si 21g xsunt

termenii consecutivi ai unei progresii aritmetice.

4. Sa se calculeze 1g(rg1”)-1g(1g2°)-1g(1¢3")-.....-1g (1g45°).

5. Sa se determine y)0din relatia sin®77° +cos”> 77° = (y=D(y +1);

6.In plan se considera punctele A(-3;1), B(2;-2), C(4;2). Sa se scrie ecuatia medianei
din varful A al triunghiului ABC.

Subiectul II. (30p)

Sy . -1 3. .
1. Se considera matricea 4= [ 3 9) si multimea G = {X(a)|X(a) =I,+ad, ae R} .

a) Sa se calculeze det(/, +24)si sd se arate ca A° =-104;

b) Sa se arate ca X(a)- X (b)= X (a+b—10ab),a,beR.

¢) Sa se determine produsul X 1 ¢ 2 . ¢ 160 .
100 100 100

2. . Se considera polinomul f(X)=X’-3X*+aeR[X].

a) Sa se determine a € R pentru care f are radacina x=3;

b) Sa se determine valorile lui a € R pentru care f admite o solutie dublain Z ;

c) Sa se calculeze suma S =x’+x,’ +x;,’unde x,x,,x, sunt radacinile polinomului f

pentru a=3.

Subiectul III. ( 30p)
1. . Se considera functia f:(0;00) > R, f(x)= ln_x
X

a) Sa se calculeze £'(1);
b) Sa se studieze monotonia lui f;
¢) Sa se calculeze lin(} F(x).
20
2. Se considera functia /:R—>R, f(x)=x"+1.
x+1

1.2
a) Si se calculeze _[x_—dx;
o J(X)

b) Sa se calculeze _[ de;
5 x+1

2
¢) Sa se calculeze f;f )dx;
X
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TESTUL 8
Subiectul I. (30p
1. Se determine multimea valorilor reale ale lui x pentru care —4( 3x+2 (4.
2. Si se rezolve ecuatia \3x+4 =2+/x .
3. Sa se rezolve in multimea numerelor reale ecuatia 3* +2-3' =7.

4. Sa se determine cat la suta din a +b reprezintd numarul a . stiind ca este egal cu 25%
din b.
5. Se considera patratul ABCD de centru O. Si se calculeze O4+O0B+0C +0D.
6. Sa se demonstreze ca expresia (sinx+cosx)” —2sin x-cos x este constanta, pentru
orice numar real X.
Subiectul II. (30p)
—x+2my+z=1 -1 2m 1
1. Se considera sistemul de ecuatii {mx+y-2z=3 ,meRsi Am)=|m 1 -2 |este
x+2y+z=1 1 2 1
matricea sistemului.
a) Sa se calculeze A(1)- A(-1);
b) Si se arate ca pentru orice numar real m, determinantul matricei sistemului este
negativ;
¢) Pentru m=3 sa se rezolve sistemul.

2. Se considerd polinomul f(X)=X"-2X"-4X’+aX+beR[X], a,beR.

a) Sd se determine a si b stiind ca polinomul f este divizibil cu polinomul
gX)=(X-I(X-3)

b) Pentru a =2 si b = 3, sd se rezolve ecuatia f(x)=0;

c¢) Sa se determine a,b e R astfel Incat polinomul f sa fie divizibil cu polinomul X-2 si
restul Impartirii lui f la X+2 sa fie 3;

Subiectul II1. ( 30p)

1. Se considera functia /:R\{L;3} > R, f(x)= zx;z ;
x —4x+3
a) Sa se calculeze 7'(x), f'(2);

b) Sa se studieze monotonia lui f;

¢) Sa se calculeze lim f(x)-(2x-3) ;

x+e ' +1, x >0

Jx*+4, x(0

a) Sa se arate ca f(x) admite primitive pe R ;
1

2. Se considerd functia /R —> R, f(x) :{

b) Sa se calculeze I x- f(x)dx;
0

c) Sa se calculeze volumul corpului de rotatie determinat de graficul functiei
g:[-2-1]> R, g(x)=f(x), in jurul axei Ox si intre dreptele de ecuatii x=-2 six=-1;
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TESTUL 9
Subiectul I. (30p

. = 23 .
1. Fie numarul a=-—==1,a,a,a,....qa,.... Calculati a, +a, +a, +....+ ayy, -
15 ’ ;

2.Fie f:R—>R, f(x)=x+5. Sase calculeze f(3)+ f(3)+ f3)+...+ f(3°);

3. Fie /:R—>R, f(x)=x’-27. Calculati produsul £(1)- £(2)-....- f£(2020);

4. Sa se calculeze i +i” +i";

5.1n plan se considera punctele A(-1;4), B(-3;—4), C(4;3). Fie G, centrul de greutate al
triunghiului ABC. Determinati ecuatia dreptei AG.

6. In sistemul de axe XOY se considera punctele 4(0;3), B(2;5), C(3;7), D(5;9).
Demonstrati ¢a AB = CD.

Subiectul II. (30p)
11 1

1. Se considerad determinantul A(a)=[1 5 25|, unde a este un numar real.
1 a a°

a) Sa se calculeze valoarea determinantului D(3):

b) Si se rezolve ecuatia D(a)=0;

¢) Sa se rezolve in R ecuatia D(5*)=0.

2. Se considerd polinomul /(X) = X* +(m-2)X* - mX —3 e R[ X ] avind radacinile
x,%,,x, €C.

a) Sa se determine m e R astfel incét polinomul £ sa fie divizibuil cu polinomul X -2 ;
b) Pentru m =3sa se rezolve ecuatia f(x)=0;

c¢) Pentru m=4 sa se calculeze x,” +x,” +x,’.

Subiectul IIL. ( 30p)

1. Se considera functia f:R >R, f(x)= 2046

X +4

a) Sa se calculeze £'(0);
b) Sa se calculeze limx- f'(x);

c¢) Sa se arate ca functia f este strict descrescatoare pe [1;00).

2. Se considera functiile f,F:R—R, f(x)=x-e"sl F(x)= J' f(dt
0

a) Sa se arate cd F(x)= f(x)—e" +1;

b) Sa se calculeze _[ £ (In x)dx;
1

1
¢) Sa se calculeze J x- £(x7)dx.

0
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TESTUL 10
Subiectul I. (30p
1. Determinati numarul de submultimi nevide ale multimii 4= {x, y,z,t}.
2. Se considera functiile f,g:R —>R, f(x)=4x—6, g(x)=-2x+6. Sa se determine
coordonatele punctului de intersectie a graficelor doua functii.
3. Intr-o urna sunt 6 bile albe si 8 negre. Care este probabilitatea ca la extragerea a
patru bile din urna, féra sa le introducem 1n urna, acestea sa fie albe.
4. Demonstrati ci (2+iV3)’+(2-i3)> eZ
5. Determinati numérul aeR stiind ca punctul A(a;a+2) apartine dreptei d:
4x-2y—-6=0;
6. Se considera vectorii u=3-i+5-7, v=2-i-3-jsi w=2-u—v. Si se calculeze
modulul vectorului w=2-u—v.

Subiectul II. (30p)
X+my+z=m-3

1. Se considera sistemul de ecuatii  <2x-3y+z=-1 ,unde meRR.
(m+Dx+y-2z=4
1 m 1
a) Sa se determine me R, stiindcda | 2 -3 1 |=-6.
m+1 1 =2

b) Pentru m= 2, sa se rezolve sistemul de ecuatii.
¢) Pentru m= 0, si se calculeze A? unde A este matricea asociata sistemului de ecuatii.

2. Se considera polinomul f(X)=2X"+(a+2)X* + le Z,[ X |avand radacinile
X,%,,x,€C

a) Sa se determine a e Z, astfel incat f (1)=0;b) Pentru a=2, si se rezolve ecuatia
f(x)=0;

¢) Sa se determine a e Z, astfel incat polinomul f sé fie divizibil cu polinomul X +1.

Subiectul III. ( 30p)

1..Fie /:R >R, f(x)=x2010-1,

a) Sa se arate cd 1+2+22423+. .. +22009 = f(2) ;
S

b) Sa se calculeze limita lim 5 ¢) Si se arate ca f este convexd, VxeR.
X—>. x —

2. Se considera functia f:R\{-1;1} >R, f(x) =%nxl+l
X —

a) Pentru n = 0 sa se determine multimea primitivelor lui f(x).

3
b) Pentru n =2 si se calculeze j £ (x)dx;
2

¢) Pentru n = 1 sé se calculeze volumul corpului de rotatie determinat de graficul

functiei g: [O;ﬂ — R, g(x)=(x"-1)- f(x)in jurul axei Ox.
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Partea a III-a . REZOLVARI

STRUCTURI ALGEBRICE

| [I. Legi de compoziti INDICATII / RASPUNSURI |

|1. Legi de compozitie |

1. 2)8; b)x=3; ¢) E=2; 2. b) xe{2:3};c) xe{l;27}.3.2a)-7;b)x=9;¢) x>2; 4. )
10;b) xe{-10;9}. ¢) x = 0, prin urmare avem o singura solutie. 5. a) x =0, prin urmare
avem o singurd solutie. byn=7;c) x =1. 6. a) xe(-3;2); b) n=10;¢) 2016. 7.a)x =
I;b)yn=8;c)x=1; 8.a) xe(-2:1);b)n=10;c) 10073. 9. a)x =1;b) xe(-3;2);c)
n=21.

2. Parte stabili |
1 a)(1 b 1 a+b
1.S td ca Vx, —-1; —1;0). 2. A-B= . = M .
e aratd cd Vx,y e(-li0)= x*ye(-Lx) (0 J (0 J {0 ) je
12. Se aratd cd Vx,ye(—0;4) = x*y e(—0;4); 13. Se arata ca
Vx,ye(30)=x*ye(3;0); 19. VAx),A(y)e H= A(x)- A(y) e H.

. Asociativitatea si comutativitatea unnei legi de compozitie .

4. Din conditia de comutativitate a legii, x*y=y*x, Vx,yeR rezultd a=2;
5. Din conditia de comutativitate a legii, x*y=y*x, Vx,yeR rezultd a=8;
6. Din conditia de asociativitate a legii, (x*y)*z=x*(y*z), Vx,y,zeR rezultd

2axz+4a’x =2ax+xz = 2a=1, 4a* =2a. Rezultd a :%.

7. Din faptul ca legea este comutativa, x*y =y*X, rezultd a=b si din faptul ca legea
este asociativa rezultd a=b=0 sau a=b=1.

E. Element neutru. Elemente simetrizabile .

4. x*y=yix=ax+by=ay+bx= x(a-b)+y(b—a)=0= a=>b. Cum legea admite
element neutru rezulta x*ezx:x*%zx: 3x§+ax+a-i+4=x3 a=-3=b=-3.

5. a=0, b=2, a*b+acb=2+0=2;
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x+y=2 .

"7 cusolutia § ={(1;1)}.
x—-y=0
13. Se determina elementele neutre e, =1, e, = 4. Sistemul dat devine

{2xy—3—3y+5=1

6. Se determind e= g si f= —%. Rezulta sistemul {

x+y=8xy
2P-35=-4 . g .

:>S=§,P=£. X siy se determina din ecuatia ,Z_EHE:().
8P-S=0 11 11 11 11

4. axe=a=f(f(@)-f@@+m=a= fa)-f(+m=f" (@)=
m=f"(e)=e= f(m)=(m+2)’. Sestie cd pentru /:R—>R, f(x)=x, inversa lui f(x)
este /'(x)=3x. Din X¥**x=¢rezulti (£ ) - () +m)=m+2)] =
f(&z/x_Q—i/;+m):(m+2)3:> 3/x7—3/;+m:f“((m+2)3):i/x_z—i/;+m:m+2:>

A ~3[x-2=0. Notand cu r=3/x se obtine ecuatia > —r—2=0= re{-1;2}=

e {-1;8}. Suma solutiilor ecuatiei este S=-1+8=7.

S. Exercitii recapitulative .

7. a) 1¥2=31-2-6-1-6-2+14=6-6-12+14=2;

b) 2#%x=3-2-x-6-2—6-x+14=6£ —12— 65 +14=2,VxeR ;

¢) Intrucat numiarul 2 compus cu orice numir real x dupi legea de compozitie din
enunt va da tot 2 si calculdnd de la stdnga la dreapta pentru fiecare numar se obtine
E=1%2%3%_..%2019%2020=2.

Observatie: Se poate demonstra prin inductie matematica cd 1*2*3*....*n =2 pentru
orice numar natural n.

8. a) Se aplica proprietatea asociativitatii;

b) IxsVx =5 (lx-5)- (x-5=0= x {25125} ;
¢) a*b=(a—-5)(b—5)+5eNdaca, de exemplu, a—5:§,b—5:%,rezulté a:%,bzg

9. a) (x+D)(y+D)-1=—(xy+x+y+1)—1=—xy—x—y—-2=x0y.

b) Se aratd ¢d (xoy)oz=xo(yoz), Vx,y,zeR.
(xoy)oz=(—xy—x—y—Z)oz=—(—xy—x—y—2)-z—(—xy—x—y—2)—2—2=
—xyz+xz+yz+2z+xy+x+y+Z—z-72; (1)
XO(yoz)sz(—yz—y—z—Z):—x(—yz—y—z—2)—x—(—yz—y—z—2)—2:

—xzxy+xz+2x—x+yz+y+z+Z-7Z; (2)
Din (1) = (2) rezulta ca legea este asociativa;
¢) xo(x+Do(x—D=-1[-(x+Dx+2-D]o(x-)=-1< —(—x2—3x—2)-x—l:—1:>

x(x* +3x+2)=0= xe{-2;-1:0}.
10.2) (x-3)(y—-3)+3=xy—-3x—3y+9+3=xy—-3x—-3y+12=x*y
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b) din punctul a) rezultd x*3=(x-3)(3-3)+3=3, VxeR

0 5 La2.3. L #3950

10 10 10 10 10 10

) x*x*x=30(x-3)' +3=30 (x-3)'=27=x-3=3=x=6.
11. b) 5':2—25; 02 12. bye=ll,c) x'zlox_(g)9:>11':11;

13. 2) xoy=(x—6)(y—6)+6)6, Vx, 6.

b) (x—6)*+6=x>—12x+36+6=x>—6x—6x+42=x0x;

C) xoxox=7(x—61+6=7T=(x-6)-1=0= (x—6-D(x—6)"+x-6+1)=0=
(x=7(x* —11x+31)=0. S={7}. 14. b) x=3; ¢) xoxo...ox=2"" (x=1)"" +1;

2015 de x

_12x-35

15. a) 3; ¢) xe{0;3}; 16. b) x'= I ,VxeR—-{3}; ¢) x=3;
o
17. by =23 200D, 1 g ox-2l=>x-2=Isau x-2=-1= xe{1;3}
x=2 x=2 x—2
©A=2  18. b)x=T;0)E=4;  19. b) e=L=x'= "0 iR} o) B
3 9x—18
20. a) (x+3)*(l+3)=(x+3—3)(l+3—3)+3=x~l+3=l+3=4; b)e=4;
X X X
. 3x-8 7
c) x =—3,VxeR—{3}; 21. ¢) x=10; 22. a) ezg;b) x=2017; ¢)
_
xxxx..x=3"(x=2)"" +2; 23. b) x=2018; ¢) x*x#*..x=2"".(x-3)"""+3;
%/_/ %/_/
2015 de x 2015 de x
24. b) =228 G R0 S:{§}; 25. b) =208 oot
49x—-49 7 9x-36

26. b) x*y=3xy—12x-12y+52=3(x-4)(y —4)+4. Cum legea este asociativa, rezulta
ca 201 M0k | w2100 =4
¢) Se demonstreaza prin inductie matematica. x*x=3(x—-4)"+4,
x*x*x=3(x—4) +4, ... , x*xkxk, Fx=3""(x-4)"+4,
n factori
27.¢) x¥x*...xx=+2015x" = x/2015 ; 28.c¢)
2015 de x

x#Ex#,.. kx=8<364x =8 = 4x=8=x=2.
%,—/
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| 1L Grupuri | INDICATII/ RASPUNSURI |
2. Morfisme si izomorfisme de grupuri .

7. f este izomorfism de la grupul ((500)*) la grupul (R, *,-)dacd si numai daca f este

morfism de grupuri, f(x*y)=f(x)-f(y), Vx,ye(5;0) si f este functie bijectiva
(injectiva si surjectiva).

Din prima conditie rezulta m= -5, asadar, f(x)=x-—5. Mai trebuie aratat ca f(x) este
bijectiva.

8. f este morfism de la grupul (R,+) la grupul (R,*,-)daca si numai daca
F(x+y)=f(x)- f(3), Vx,yeR. De aici rezulta, 37 =37t 3wt — =1,

9. a=-3

10. Din conditia fizomorfism rezultd f(x-y)=f(x)* f(y)=a=a’, ab—3a=0,
ab—3b=0, b=b>-3b-3b+12. Din aceste egalitati rezulta a=1,b=3.

12. Se verificd relatia f(x-y)=f(x)* f(y) & Jw+1=x+1=Jy+1.

14. Se considerd izomorfismul f:G >R *, f(x) :i_—xde la grupul (G,*)la grupul
+x

(R+) . Se determina inversa functiei f. Din f(x)=y rezulta x = =y asadar, inversa lui

1+y
feste f'(x)= :_x (*). Cum f este izomorfism deci, morfism de grupuri,
X
1 1 1
=f(x)- A= f—) fe—) o f(————) =
(S =D =) [ =[G [ G [ o)
- 1 1— 1 1_; 1_L
S 2elel o 2241, 2201541 L, L 2016 2015
T L] 2016 T R (U
214+1 2241 2-2015+1 2016
| [111. Inele si corpuri | INDICATII/ RASPUNSURI |

1. Inele si corpuri. Definitie .

1. a)e=2;x=4 -x; ¢ =3; b) Fie x e (Z,*,0)astfel incat exista x'e (Z,*,0) astfel incat
xox'=x'ox=3= (x-2)(x'-2)=1=x-2[l=>x-2=+1= xe{l,3}. Asadar, elementele
simetrizabile in (Z,*,0)sunt 1 si 3.

2. (R,*)- grup comutativ,e =-4;x’=-8—-X; (R,0) € =-3,

x':—4+L,‘v’xeR\{—4} ;
x+4

Presupunem ca inelul are divizori ai lui zero(elementul zero al inelului este elementul
neutru de la prima lege e= - 4); = Ja,b € R,a = —4,b = —4 astfel incat
aob=-4=ab+4a+4b+12=-4 < (a+4)(b+4)=0=a=-4,b=—4. Contradictie cu
presupunerea facuta. Inelul nu are divizori ai lui zero.
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15.R. e,=7, ¢ =8
18. R. Din comutativitatea primei legi rezultd a =biar din asociativitatea ei rezulta
a e{0;1}. Din elementul neutru se determind a=1, e=—c, iar din distributivitatea celei

de a doua lege faté de prima rezulta ¢=0. Asadar, (R,*,0)dacd a=b=1, c=0.

2. Morfisme si izomorfisme de inele .

5. {(-2)=0, f(-1)=1 rezulta f(x)=x+2; Se arata ca f este un morfism bijectiv intre
grupurile subiacente;

6. Pentru (R,+,2) ¢, =0, ¢, =1 pentru (R,*,0) ¢, =4 , ¢ =5. Atunci, din f(0) =4,
f(1) =5 rezultd  f(x) =x+4 ; Se aratd ca e morfism bijectiv intre grupurile subiacente;
7. Pentru (Q,+) e, =0, ¢, =1 pentru (Q*,) e, =7 , e =8 Atunci, din f(0)=7,
f(1)=8 rezultd  f(x) = x+7 ; Se aratd ca e morfism bijectiv intre grupurile subiacente;

|3. Inelul claselor de resturi modulo n \

. . o 00 3
4. 2) 4 ?;b) 1 2 : ©) 1 ?;d) 4 4 3|:5.2)6:b)2:¢)6; 6. a)0;b)
4 3 0 2 30 412

012205 7.0 5[5 0 5=l - s3] 0 s-(63): 0
5-{653)-

8. a) s={@0}; b) s={G2};0) s={@0};d) s={G0)}; 9. P:%;IO. x=4;
11. xeZ,;12. a) |U(Zg)|=(/)(8):8(1—%):4;c) |U(Z7)|:(p(7):7(1—%):6, sau pentru
p prim rezulta p(p)=p-1; 13. a) U(Z6)={i;§}; b) U(Z7)={i;2,§,4,§,8}; c)

U@y ={1:35.7): d) UZy) =2, - {0}

| [1V. Inele de polinoam¢ | INDICATII / RASPUNSURI

1. OPERATII CU POLINOAME
1.1. Forma algebrici a unui polinom .
10

5. a=1b=2,6. a=—1, b=—4, c=4;9. az?,b:—l;lﬂ. a= 36, b= 54, m=2, n=3;
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11. a=-3, b=-2; 12. m=-5; 13. a=2, b=0, c=3; 14. a)
f=aX’+bX +cel,[X]. a.b.cel, ={6,i,2}, a+0. Coeficientul ¢ poate lua 3 valori,

coeficientul b poate lua 3 valori iar a poate lua 2 valori. In total, numarul de polinoame

este dat de numarul total de posibilitati de aranjare a tripletului (a,b,c)adica

2.33 =18 polinoame.
b) 4+5¢5=100 polinoame;

1.2. Valoarea numerica a unui polinom .

2. a) 16; b) _g; c) 4-42; 4. 0 ;8. 0;9. 1;10. f2=0=>m=5; 12.

a=—4, b=-3;
13. Q)= 142422 +23 + ... + 27= 28 -1 =255; 14. m=-2, n=1; 15.
f(X)=2X>—-4X+1;
16. 7(5+3)=12+43: 17.

1 1 1 1 1
f(l):1+ﬁ+1+ﬁ+ﬁ+ﬁ+ﬁ+ ..... +JB+M+JE+JE:4EN.
S+ fED 3041

19.2) a,+a,+a, +..+ay+a, = 5 5

b) Se dezvolta dupa binomul lui Newton,

[X2+(X+1)} =X+ (XX +D+ (X)X +1)* +....... Rezulta

ay+aytag=1+1+2=4. 20. f(3-2)=143-2=0a=-4, b=2;

21. Din linia a treia se scad linia a doua si linia intdi inmultitd cu 2. Se obtine
a b c

determinantul A=|a*> b*> c*|care este egal cu 0. 22. Cum polinomul din dreapta are
a b c

gradul trei rezulta ca si polinomul din stdnga are gradul 3, deci gradul lui f(x) este 3.

Se deriveaza consecutiv egalitatea data pana se ajunge la " (X)— " (X)=6. Dupa ce

se aduna toate relatiile se obtine f(X)=X’+3X>+10X+7.

|1.3. Operatii cu polinoame |

2. a) c(X)=X"+9X+27, r(X)=83; b) cX)=—X"-X+1, r(X)=6; ¢)
c(X)=2X"-3X+5, r(X)=-13; d) c(X)=X>-2X+4, r(X)=7X+21; k)
c(X)=2X>-X+1, n(X)=0.

6.a) f=2X+3;b) f=X"-4;¢) f=X-5;d) f=X-3;€) f=X"+2X+1.

7. Gradul polinomului din  dreapta este trei rezulta ca @ si
grad (f(X +1)—Xf(X))=3adica gradul lui f este 2. Asadar, se considera polinomul
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f(X)=aX*+bX+c care se inlocuieste in  relatia  datd  rezultind
—aX? +(a—-b)X*+Qa+b—-c)X +a+b+c=—X>+5.

Dupa identificarea  coeficientilor ~se  obtine a=1, b=1, ¢c=3. Atunci,
f(X)=X>+X+3iar

FO+ Q)+ fB) 4ot fU0) =1 +2° +...+10°) + (142 +...+10) +10-3 = 470.

8. Cum gradul polinomului din dreapta este 2 rezulta ca gradul celui din stdnga este tot
doi, prin urmare gradul Iui f este 1. Fie acesta f(X)=aX +bcare se inlocuieste in

relatia data in ipoteza.
Din identificarea coeficientilor rezultd 7 (X)= X —2. Restul impartirii lui f la X+1 este

-3. Atunci,

r(10)=-3.

9. Se formeaza trinomul de gradul doi care are radacinile J2015 si 2015, rezulta
g(X)=X?-2015 si impartind f la g rezultd f=(X*—-2015)( X"+ X"+ X)+2015de
unde rezultd ci f(~/2015) = 2015.

10. F=(X’+X)-c(X)+r(X), "(X)=aX+b. Din f(0)=b, f(-1)=—a+b rezultd dupa
ce se calculeaza f(0) si f(-1) ca a=0 si b=1. Asadar, restul este r(X)=1.

11. Se formeaza trinomul de gradul doi care are radacinile 3+2+2 si 3-2v2 . Rezult,
din f(x)=g(®)-c(x)+r(x)= f(x)=>—6x+Dx™+D)+1= fB+22)=0+1=1.

|1.4. Schema lui Horner \

1.f(-1)=2; 5. m=8; 9. »(X)=13X+28;

f(3)=26 3"-3"+8=26 a—b=18

, = =

f(9) =656  |9"-9"1+8=656 |a’—b>=656
a=3"=27=m=3, b=3"=9=>n=2. Rezultd, f(X)=X’-X"+8. Cu schema lui
Horner, rezultd ¢(X)=X>—-6X+30, r(X)=-142.

=a=27, b=9, unde

2. Divizibilitatea polinoamelor

2.1. Divizibilitatea polinoamelor .

2.a=-2,b=8;4.a)m=8;b)m=2;¢c)m=-1;5.a)a=4, b=-2;b)a=3,b=-3;¢c)a=
-9, b=12;
e)a=b=-5; 6.m=-5;7.b=124a;8. a=-1, b=-3;9. f(H=7'1)=0s1 f"1)=0;

10. f/O=F'O=,"D=0si f"D)=#0;
2.2. Cel mai mare divizor comun. Cel mai mic multiplu comun .

2.8) (f.g)=X-3; [f,g]=§%; D) (fg)=X+2 : © (fig)=X-1 .

3.a) (f.g)=X-1; b) (f.g)=X"-1; ¢ (f.g)=Xx"-1.
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3. Radacinile polinoamelor

l§.1. Ecuatii polinomiale .

1. §={12:3};3.a=0,b=-3, c=2; 4. a) S={8}; b) S={8}; ¢) S={+6}; d)

S ={+8};

e) S={26};0) S={17}; g)S={l'_ ‘l\/_} h) 5= { - _M} D s={3112};
i) s ={ixi}; k) s ={#22:02i2}; D) = {-21};m) §={-1:2};m) § ={1:2:3};

0) S={~V2:J2:5}; p) S={-31}; @) 5= { 1—"/_} r) S={-3;-1;2};s) §={-21;3};
t) S={-4-1;2}; u) S={-3-2:21}; V) S:{—z;—ﬁ;—l;ﬁ};x) §={-2,-1,2,3} ;

y) S :{iz;_liziﬁ}. 5.a) S:{il;i\/g} ; e) §={+2:43};7.a) ordinul lui x este 2;

b)3;¢)3;d) 2;, 8. a=5,b=-2;9. a=—%,b=3; 11. ¢) ordinul lui x, este 3 ;

|3.2. Descompunerea polinoamelor. Polinoame ireductibile |

15. Trebuie sa ardtdm ca fare raddciniin Z,, VmeZ,.

Pentru m=0 rezultd £ =X°+5=(X’—4)(X" +4) este reductibil.

Fie m=0. Se aratd mai inti ci x° = 6 VxeZ,.Cum (Z7, +,-) este corp, rezultd ca
pentru orice element m 0, existd inversul sau, n e Z, astfel incit men=1. Prin urmare,

f(n)=n°+men +5=1+1+5=0. Asadar, n e radacina polinomului f, adica f e reductibil
peste Z,, YaeZ,.

[§.3. Relatiile lui Viete .
3. x7+x+x"+x=5-25,=6. 4. a) m=-3;5.a=9; 6.E=-6; 7T.a=2;
={-2+3}; 8.2)d=0;b)9;¢) 0;d) 64; ¢) 10; 1) -8; g) 4:h) —26:i) 16; 9. m=4;

10. Zx =-1, Zx” —2:>Zx =-3 iar ixfz(z}:xi ) —3Zx- Zr =—1+32=5
i=1 i=l1

i,j=1 i,j=1
i#] i#]

Rezultd (-3)*+4-(-1)=5, Adevirat.
11. Se aduce la acelati numitor in suma dupa care se obtine suma
x+x, +x0 +2(x, +x, +x,)

=3 deoarece se aplica relatiile lui Viete la numitor iar la
XXX

numarator radacinile se inlocuiesc in ecuatia data.
12. Din f(-1)=0, f'(-1)=0, f"(~1)=0 rezulti a=3, b=1, c=0.
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16.2) m=6; S={-214};b) m=15; S={-3;1:5};¢) m=1; S:{l-ﬁ;l;1+ﬁ}; d)
m=23 S={1;35};€) m=8 S={~4-1:2};f) m=4 S ={1-V5:L1+5};

2012 1 2012

17. 5= — 3 -3 intrucat > x, =G i
a

X, XXX -1 o

xlxz...xzon +...+ XXy e Xo010%2012

n

Xy Xy e Xy = (—=1)" % unde n=2012;

n

18, /= (X =20 + (X + 2™ = (X Chop X 24 =279 )
+(X2015 +Chs XM 24 + 22015) =2X7 1202 X2 4.

2015

Rezultd ) x =0
i=1

19. Deoarece x = 1 nu este radacina a polinomului dat rezulta ca se poate inmulti in
ecuatia polinomiala asociata cu x-1 obtinandu-se ecuatia x’ —1=0 de unde rezulta
x* =1. Cum x,,x, sunt radacinile polinomului rezulta ca sunt radacinile si ecuatiei nou

rezultate. Asadar, x’ =1,x,” =1. Atunci,
671 671
x4 x,0 = (xl ) ox,’ +(x23) o= x4 x =0 +x,) - 2xx, =—1.

21.a) m=3; b) c«(X)=X*+5X+18, r(X)=60; ¢) m=1;

l§.4. Polinoame cu coeficienti numere rationale, reale, complexe .

1. ©) f(X)=(X-D2(X+2)°+1>1;2. S= {1 ~{3.1 +J§,—i,i}

4. Trebuie aratat ca polinomul nu poate avea toate radacinile reale. Pentru aceasta se
calculeaza suma

X +x +x7 = (X, +x)" =200, +x,x, + %) = (a+1) —2(a’ +2) =—a’ +2a-3 . Cum
discriminantul ecuatiei de gradul doi in a este negativ

A= (—2)2 —4-(=1)-(-3)=4-12=-8(0 , rezulta ca polinomul nu poate avea toate

5. f=X“ +(1—2m))(2 +2mX +2m* +3= (X" —m)* +(X+m)2 +3>3, VmeR

6. Se verifica cd ecuatia are radacina intreagd -2, dupa care, cu schema lui Horner se
determina ecuatia de gradul doi care trebuie sa nu aiba solutii reale ceea ce este
echivalent cu conditia A (0= ae(-2,2).

7.a) Cum f=(X’-1)(X*-4)—1=X"-5X"+3 asociem ecuatia corespunzitoare, care
este una bipatrata: x* —5x*+3=0 . Se face notatiax” = y de unde rezulta

513 xz_SiJl_ 5+J_ 5- J_

Va2 = 5 == =T

b) Cum x, =—x,,x, =—x, = x,

2015 20]5 20]5 ZOIS X 20]5 2015 2015 20]5 OEN
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8. f(X)=(X—x)X-x)X—-x)=Inf(X)=In(X —x)+In(X —x,)+In(X —x,) =
SO 111 L w3

f(X) X-x X—x2 X—x3 l1 x, fQ) 2
1 & 3 7'() -1
9. Y& ) 3420 =329 3 5. o
lek ; X — AZ X — zka 1 f(l) -2
10. Fie a e Rradacina reala a pohnomulul. Rezulta
@ -\B+)a* +(B-2)a+2\3=0=

@ —a* —2a+3(-a* +a+2)=0=> a trebuie si fie radicina comuni a ecuatiilor

a3—a2—2a—0 Si -a’+a+2=0 de unde rezultd o, =-1, a, =2.

vvvvv

polinomul dat la acesta. Rezulta, a,=+/3.

E.S. Exercitii recapitulative .

l.a) /(- 1)+f( )— :b) e(X)=X>-3X+1, #(X)=0;¢) d=16;
2.2)9;b) c(X):X2+X—2, FX)=7; € §={-L-1+3];
Jbaym=11b) c(X)=X>+4X -7, r(X)=20;¢) S={-3-2:—1};
4.2)0; b)f(1)=0; ¢) c(X)=X>+X+1, r(X)=-2X-1;

5. aym=-6; b) c(X)=X-2, r(X)=0; ¢)8;
6. a)-7;b) g=X"-X-2=(X-2)(X+]), f(-D=0./(2=0; ¢) S={—%;—1;%;2}

7.b) c(X)=X>+X+1, n(X)=0;¢)d=4;

8. a)a=-1;b) c(X)=X>—4X+10, n(X)=-21; ¢)—12;
9. b)-10;¢)15;

10.a) S={-3:-1;2} ;b)a=-1;¢)f(1)=3+a+b;

11.2) m=-3;b)9; ¢) gX)=f(X-1)=(X-1)} +3(X-1)2 +3(X-1) +2 = X3+1=
(X+1)(X? — X +1) . De aici observam ca X?> —X+1 nu are radicini reale deoarece
discriminantul ecuatiei de gradul doi atasatd polinomului este negativ.

12.a) a=0; b) Presupunem ca f are radacind dubla adica x| = x> . Folosind relatiile
lui Viete, rezulta :

X1 = X2 = 2 este radacina dubla , x3= -1 iar a = 4.
¢) Plecénd de la ecuatia x’ —3x* +3=0si punand conditiile ca x,,x,,x,sa fie solutiile
ecua‘;lel 51 insumand rela‘;nle obtinute, rezulta
Zx 32x +9=0< Zx =3[(x, +x, +x,)7 = 2(x,X, + %X, +x,%,)] -9 =18.

i=1 i=1

13. a) coeficientul lui X? este 2 ; b) x* +9x* -36=0=x,, = +2i3, Xy, = +/3. ;

4
0) (- +x+D=0=x"=1=x""=(x")"" =1 atunci ) x> =4.
i=1

14. a) fse scrie de forma f(X)=(X>+2)"+X°+2)0, (V)x € R, rezultd ci f nu are
radaciniu reale.
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1 N 1 +i _ XX XXX, XXX, XXX

b) —+—+— 0;¢) gX)=(X*+X)-q(X)+aX+b
X X X X, XX, XX,
0 :1 b:1
Cum g0) N =a=12'"-1, b= 1. Asadar,
g =-12""+2 —a+1=-12""+2

X)) =12 1) X +1.

15.2) (X’ -4 -1=X"-8X>+16-1=X"'-8X*>+15= f(X) ;

b) Cum f(X)=(X*-4)>—1=(X*-5)(X*-3) se poate vedea cd polinoamele X -5 si X?
-3 nu au radacini intregi. ¢) De la punctul b) observam ca

FX) =(X?=5)(X?=3) = (X =B)X +B3)(X —=/5)(X ++/5) aceasta fiind descompunerea
1n factori ireductibili Tn R[.X].

16.2) g(X)- (X -D+2=(X +2X* +2X +])- (X -D+2= X"+ X’ - X +1=f.

b) g(X)=X’+1+2X (X +)=(X+D(X*+X+])=x, =-1€R, si x,, ¢R.

¢) Cum a este o radacina a polinomului g rezulta ca g(a)= 0. Atunci, conform punctului
a)rezultd : f(a)=g(a)-(a-1)+2=2€eN. ;

17. a) S:{i,z} :18.2) a=0;b) 1; ¢ S:{i};

19.2) f(0)=0, f()=0. f(2)=0. /3)=0 ;

b) F(X)=(X*+X+2’ =X+ X +442X° +4X* +4X = X* +2X° + X2,

¢) 2m=2=m=1 sau m=3.

20. a) Suma coeﬁcwn‘;llor polinomului f este egala cu valoarea polinomului in 1 .

Ay + )+t gy = f(1) = 14220 430 =11 =3,

b) f este ireductibil in Z,[ X]deoarece f 0)=2, fA)=2, f(2)=2 deci fnu are radacini
in Z,[X].

¢) Cum f(X)=(X’+2)-q(X)+aX +b, a,beZX] rezulti a=0, b=2, r(X)=2

21. a) Se verifica pentru fiecare element din Z[ X].

0°=0, 1°=1, 2°=2, 3=3, 4°=4, 5*=5;

b) f(é) =0=3+QBa+1)3+a+4=0=a=2, sau a=>5.

¢) Pentru a=5= f(X)=X’+4X+3. Din

fB)=0=/(DB)= (X)) =X+ +3X +1).

22.a) Cum f(D)=1>+(a+2)i+3a+2=4a=1=a=4.

b) Pentru a=2= f(X)=X>+4X +3. Atunci,

f0)=4 & X*+4X+3=4 X*+4X-1=0< X2 +4X+4=0 cu singura solutie
x=3.

¢)Cum X+3=X-2= fi(X-2)< f(2)=0. Evident, f(2)=2+4-2+3=0.
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Analiza matematica

| [I. Primitive | INDICATII / RASPUNSURI |

1. Primitive. Functii care admit primitive| ‘ INDICATII / RASPUNSURI ‘

8. ) /(=" 1b) f(x)=40242r-1""1 ) [(x yo 3l gy XL

240x  —x X +2x-3

&) f(x )—2’“ 3h f=

+4

2 8 1 2 -1 -l
9. a)a—g :—g;b) a:—l,b:—3,c:—2; c) a:—l,b=5,0=l;d)a=g,bzg C_15

10. 8) a=-$.6=2.b) a=-Lb=> . ¢)am—1b=3: d) a=—2.b=11;
2 2 3 3 4

e) a=1b=3; f)a= —+%,b =0; 12. Se calculeaza limitele laterale in 1.
e

2
()= lin11 X3 4, 1,)= lin|1\/25x2 -9 =4, f(1)=4. Rezulta ca f este continua in 1 si
e or

atunci, este continud pe R . Conform teoremei, rezulta ca f admite primitive pe R.

13. Se calculeaza limitele laterale in O.
1.(0) = lim 3™ 3 i 03X 55 1,(0)=lim(2*" +e")=2+1=3, £(0)=3. Rezultd ci f
x—0 X x>0 3x x—0
X0 0 00
este continud 1n 0 si atunci, este continud pe R . Conform teoremei, rezulta cd f admite
primitive pe R.

15. a) a=5: b) a:—%; ¢) a=-5: d) a=1;

3. Integrala nedefinit: INDICATII /

RASPUNSURI

3 2 5 4
1. a) x*—xX’+5x+C;b) 2%—4%+3x+c; ) %—2x3+2x+c; d) %—21n|x|—3.l+c;
X

3 2 3 2
e) x2+51n|x|+£+C; f) x—l—%+C; o) L 32 1c:h) 22 43X —ox+
X x 3x 3 2 3 2
6 X 3
i) %+15—5+C;j) e —e"+C; k) 4-%+2x2+x+C; 1) 3x’ —6x" +4x+C;
n
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4 3 2

4
m) %+9%+27%+27x+c; n) %—2x3+6x2—8x+C; 0) 2+401n|x|+16x+c;
X

p) x+6In|x|

B

2. a) ﬂx x—%x3x+C;b) %xz x+x+C;c) —%+§x23/x_2+c;d) 4\/_—%3/x_2+c;

1 3x
a —arct +C;b) arct +C;C) —=arct +C;d arct —+C
) gs g6 ) JE ng_ ) 87
e) L =7 +C;f)in—x 10 C;g x_2ﬁ+c;h)i 4)C_3+C;
14 |x+7 20 4[ 2 24 |4x+3

4. a) Scosx—4sinx+C; b) —In|cosx|+In[sinx|+C; ¢) %tgx+%x+c; dx+Ce)tgx +
G
f) —In|cos x|+ In|sinx|+C; g) %(—ln|cosx|+ln|sinx|)+C;h) x—cosx+C;1i) 2sinx+C;
Rt
1)) zctgx+C; 5. Fx)=e"+xX’+C, F0)=2=C=1=F(x)=¢e"+x" +1;
6. F(r)=0=C=2;17. F(4):%:>C:O; 8). F(x)=—— 2017x+2018;
x
9). F(x)z——2x +2.  10). F(x):%ln(x2+1).

11. F(x)=¢" +x3+c, F0)=2=C=1=F(x)=¢"+x +1;
12. F(r)=0=>C=2;

13. F(4)=Z = C=0.
16
14*, a) %x/xz—25—§ln‘x+\/x2—25‘+c; b) %\/x2—7—%ln‘x+\/x2—7‘+c;
c) §\/x2+9 +%1n‘x+\/x2+9‘+c; d) §\/x2+3 +%ln‘x+\/x2+3‘+c;
e) 3\/9—x2 +%arcsin§+c; f) 1n(x+\/x2+1)+C; 2) 1n(x+\/x2+9)+C;
x+«/x2—9‘+C; i) In x+\/x2_5‘+C;j) arcsin$+C; k) arcsin%+€;
2
D x?—%\/xz—1+%ln‘x+\/x2—l‘+c; m) %\/x2+2+21n(x+\/x2+2)+C;

h) In
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I1. Integrala deﬁnitz'1|

| INDICATII / RASPUNSURI

1. Integrala definiti. Formula Leibniz - Newton| | INDICATII
RASPUNSURI
1 71 1 4 2
1.a) [war=5| =L b) [4x ot o [sx 32 p 3,
! 7107 ! 0 1 313 3
1 x X 1
d) j(9x2—2x+3)dx= 9.2 2.2 13y || =3-1+3=5;
] 3 2 0
‘ ‘ ‘ SR L -3
2 3V | gz | 2l 222
e) .([x(x —3x)dx_£(x 3x )dx—(4+3 3}0_4 I=—
; fo, X x* 1 13
3x—4)(x—3)dx=|Bx" —13x+12)dx=| 3-—+13-—+12 =—
i)!(x )(x—3) !(x x +12)dx 3 5 x)o
1 X 1 ) x3 x2 ] 1
g) _([(Zx—l) dx:.([(4x —4x+l)dx:{4-?—4-?+xj0:§;
1 1 X4 x3 xZ ] 65
h) [(x+2)dx=[(*+6x* +12x+8) dx=| Z-+6—+12+8x || ==
! ! 4 3 2 0 4
2
L2 51 u 32
2).a) [xoae = =2.| =2 b)j d —jﬂd -7,
g 2., 7 07 3 24

0 I2x~+3xdx :i(z Lz ;. _J

f) j(3\/¥+4\/_ j(3 X2 dey j (2 2430 J

3

g)j xdx jxxzczx Jde

IS

h)J.x«/_dx J‘xx‘dx _[*dx=

. 1 13
l) ![mjdx —J'g x3dx § 5 X

0

2 -1 -3
=[(20% + 30 )ax o X X L
1 973

=42 +632 -5;
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2/ 3 5 3 2
).[(XH) _J‘x +2x+1dx J‘ 2+2x R PR L
1 5 3 1

x

13 L
In8 0 In4 In2’

3). a) jsxazx =
0 0 In8 In8 In8 In4 In2

¢) .I[e"dx =e—1; d) IS"-Z‘dx :j6‘dx :&;

17 11
6"—4")-3"dr =[(18" —12")dx =—————.
©) I( ) I( =8
4 o, o b 1 5
). a). .!‘;dx —ln|x|1 =In2; ) .O[mdx :ln|x+4|O:ln5—ln4:1nZ,
1 2 2
o | Lo =Liprrg=tnd, a dex :lln|3x—9|‘ SLAMLY
1 2x+6 2 23 J3x-9 3 2 3 5
[x+3 fx+2+1 h 1 1 3
e) -([x+2 =[ e =£(1+m)dx=(x+1n|x+2|)‘0=1+1n5;
1
4
Tk —1-8Im2
D)3 3 8

0

.[(1——+—)dx _10—%—61112

j(x—?»)2 " —I “6:+9

5

fx— 2)(x+3) (X =2)(x+3) , _rx+3
h
) ;[ -[(x 2)(x+2) '[x+2

1 1 0o 1 1
. b) [—dx ==-arctg—; ¢) [———dx = g —:
);|;x2+9 3 e )'([x2+5 BN
4 1
d) J';dx :l.l.f; e)J' LERDPNR B

x—21_1 1
2x2+32 2 4 4 x' -4 4

x+2

=—In—;
0 4 3

D f B +3dx [ 112 —lnx—3j‘ 1421
+16 23 |x+3|)o 2
6). a) j 2x4+4 Sk :ln|x2+4x+5|0:1n10—1n5:1n2; b) -In2; ¢)0; d) —In8 ;
X% +4x+
7). 1; b)——g )\/— 5 e) V2+2; 8a)—b) )l’;;d)%;e)

8/2-6+41n3;f) %—1114; 9). a3—2a2+2a—4=O:>(a—2)(a2+2):0:>a:2; 10).

a’-2a-3=0=a=3;
11). &’ —4a+3<0=ae[L;3].
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2. Proprietiti ale integralei definite INDICATII

RASPUNSURI

3 3 2
T este impard. f(-x)= () T f();
1+(—x) 1+x

1.. functia f:R >R, f(x)=
1+x

Conform proprietatii
3 2 2 xz
+(—-2
TG

E 3 2
3.a) [|x—2fdc= [ (—x+2)de+ [ (x—2)dx :(_%+ 2x) Z: 0. S-a explicitat
-1 2

-1

mai intdi modulul. In cazul nostru ¢ = 2;
-1

4. .[ (2x* —4x +5)dx)0 deoarece determinantul ecuatiei 2x” —4x+5=0este
-3
A =-26(0aceasta lnsemnand ca functia f:[-3;—-1] >R, f(x)=2x"—4x+5)0este

pozitiva.

5). Deoarece (\/x2 + 3x)' = ﬂ)& Vx €[0;1]= functia de sub integrala este

24/x% +3x

crescitoare pe [0;1], atunci din 0<x<1= f(0)< f(x)< f(1) & 0<x* +3x <2 =

1 1 1
J'de < _.'\/x2 +3xdx < Izdx, mai departe rezulta inegalitatea data.
0 0 0

S +8x—5]' 87 +12x+8

6. Cum /) :[ Al o +1)?

studiind semnul lui f’ se observa ci f este

crescdtoare pe [—%;2] asadar din —% <x<2= f(- %) < f(x) < f(2)dupa care se

1 1 1

integreaza inegalitatea pe [0;1] : -7< f(x)<3= J(—7)dx < j f(x)< j 3dxrezultand
0 0 0

relatia data.

7). Cum sinx(l, Vxe [O;%] se inmulteste cu sin® x si se integreaza.

X

8). Seia functia f:[1;2] >R, f(x)= _; . Cum f ‘(x) este pozitiva rezulta ca f este

X+

strict crescatoare pe [1;2]. Din1<x<2= f(D< f(x)< f(2)=0< f(x) s% . Dupa care

2 2
se integreaza inegalitatea conform proprietatii 5. 0< .[ f(x)dx < J&dx = % ;
1 1

3
9) . ¢) se arata cd In(x+1) < x—%xz +% dupa care se integreaza pe [0;1]; f) se stie ca

>—x>+1, L(
et l+x

integreaza inegalitatea e* >x+1,VxeRpe [0;1]; h) se inegreaza inegalitatea

2
X

e >2x+L,VxeR=¢e

~ dupd care se integreaza pe [0;1]; g) Se

e* —1>In(1+x)pe [0;1] dupa ce in prealabil se demonstreaza ca functia
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001l >R, f(x)=e"—1-In(l+x)este crescatoare pe [0;1]; 1) se demonstreaza prin

integrarea inegalitétii 0< al —<
I+x™

x", Vxe[0;1],neN.

10). Din sinx(1= 3% 1 rezulta j Smxdx{_f —dx—ln|1+x| =In2.
1+x 1+x

11) x2011 ./‘(x)SXZOII '3:>J..x2011‘f(.x)dx SJ‘XZOII 3dx:3 x2012 1 _ 3 ’

: ! ! 2012(0 2012

12). xe[0:1]=1<1+x* <2=1In1<In(l+x”) <In2dupd care se integreaza pe [0;1];

1 0 N 1 5 1
13). :[If(x)dx::[l(e +2)dx+£(x2+x+3)dx:g+6—;.

1 0 1 1 1
14). - _6+tima
) :[lf(x)dx £(2x+4)dx+£(3x+1+3)dx 6+~ Ind

15). x>0=sinx+xcosx>0, Vx>0=

2
16. Fie f:R-{-5} >R, f(‘c)——. f‘(x)z(isJ Y0 = f este crescatoare, atunci,
X+

din 3£x£5:>f(3)§f(x)Sf(S):OSf(x)S%.

17. 0<x<l:>0<x2<1:>—1<—x2S0:>8§9—x2§9:> Jo—x? <3.
1 x—1,4

18. —(—(— ( (
Fa
19. Cum l— ! , Vxe[le], rezultaj ln—xsj ldx:lxezl—l.
x e X e e |1 e

111. Metode de integrare | INDICATII / RASPUNSURI

1. Metoda integrérii prin pérti | INDICATII / RASPUNSURI

1.
a) Ixexdx:J(ex)'-xdx:ex~x—'|.ex~x'dx:ex x—e"+C
jx~e’”dx =<e* ~x—e")

1
=e'1-¢ —(eOOO—eO)ze—e+l=l.
0 0

b) J‘(x+1)-exdx:'|.<ex)l (x+Ddx=e* -(x+1)—j(x+1)1 efdi=e" - (x+)—e"+C=e"-x+C

j(x—i—l) e'dx =(e" )2—e2-2—e°-0—2e2
= =26,

))j e'dx = j )dx x’e” —IZx e*dx =x’e" —2_[ dx xle* =2[x-¢e —I “dx] =
=x’e" —2x-e" +2¢" +C=e" (x —2x+2)+C
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‘ 1

sz-e*dx =e*(x2—2x+2)‘ =el-1-2=¢-2.

! 0

d) 36-28¢;

e) _[(x2 —2x)~exdx=j(ex)1 (x=2x)dx =¢" - (x* —ZX)—I(XZ —2x)" -e*dx =
e (x> —2x) — j (2x —2)e"dx = (¥)
j(zx—z)edezeX(zx—Z)—jex-2dx:eX(2x—2)—2e*+c

(*)=e" - (x* —2x)—[ex(2x—2)—2e"} =e" - x*—4xe* +4e* +C

1

1
j(xz—Zx)-e'”dx =(e’“-x2—4xe"+4e") 0ze—4e+4e—4:e—4.
0

gl 4,2
In2 In*2 In’2’
1 1 o ! 1! )
h) .[x~e’xdx=.[x~ dx=-xe™” +J‘e"‘dx=1——.
0 0 -1 0 e
i)
3 T 7o B T3
Ie’“sinxdx:'[(e") -sinx drx=e"sinx 2—J.ex-(cosx)dx=e2 —e*cosx 2+Ie"(—sinx)dx:>
0 0 0 0 0 0

1( Z |
e"-sinxdx =—| e? +1]. ——("+1);
2[ j ) 5+

O oy

k) ][.e" -sin2x dx =]£(ex)l -sin2x dx =e" sin2x

0
—2e" cos2x
0 0 T

T % .
—J.4e"s1n2x dx =
0 0

) 1, , _2-2¢"
0]:5(6 (-2)-(-2))= -

2.a) Jlnxdxz jx'lnxdxz x~lnx—Ix~ldx:xlnx—jdx= xlnx—x+C.
x

—2e" cos2x

0 T

i . 1 . . 0
Iex~s1n2xdx=g e"sin2x

Ilnxdx =(xInx—x)
1

f:elne—e—(llnl—l):e—e—0+l:1.

2\ 2 2 2 2

b) J.x-lnxdx:_.- Rl lnxdx:x—~lnx—J.x—~ldx:x—lnx—ljxdx:x—lnx—lxz+C
2 2 2 x 2 2 2 4

e 2 2 2 4 _

lenxdx: x—lnx—lxz e:e——e—+l. ¢) Se +1 od) S 2;

/ 2 4 1 2 4 4 16 e

e e 2 1
€) [ (4x-3)Inxax | (4%) In xdbx = 2x In x
1 1

e | © e
—j(2x2)-ldx=2ez—_[2x dx=2e"—x*| =’ +1.
I by 1 1

2 &
¢ —J‘x~3ln2x'ldx=.... 8e” —4e;
X

f) jln3xdx:Ix1~ln3x dx=xIn’x
e e e

e
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2 2
Inx 5
x-log, xdx |x- —dx—— x-Inx dx=..... = ;
g)! = ! In?2 In2 4 41n2
3. a)

T w
J'x'sinx dx = Ix-(—cosx)’ dx =—x-cosx
0 0

=T,
0

T " 7
+ Icosx dx=—-mcosz+0-cos0+sinx
0

T

. . V1
—jsmx dc=rnsinz—0—(—cosx)| =
0

T

b .cosx dx= | x-(sinx)’ dx=x-sin
)Ix x 2.;)c( X) x-si xO

=cosr—cos0=-2

4

e)

oty

T
2 T 5

x*-sinx dx = Ixzo(—cosx) dx =—x"cosx|2 +I2x -COS X dx
0 0

f) _[x2~cosx dx:Ix2~(sinx)1 dx:xzsinxg—
0

0

,].2x~sinxdx
0

) [oin'x dr= [12C028 g (¥ Lsin2e)fr_z
0 0 2 2 2 2 0o 2
: E T
4. a) jx.sinzxdx:jx.ﬂ dx:jzdx_jx.coszx .
0 0 2 0 2 0 2
x_zg_l xsmx%_fsmzxdx —”_2+l
S A T 16 4
D : S
b) Ix~cos2x dx = Ix 1+cos2x dx = Ifdx+jx cos 2% dx =
0 0 2 0 2 0 2
=x_2%+l xsin2x%_'5[sm2x 1
4l 21 2 |y o 2 16 4
; : z 4
¢) J. x2 dx:J.x(lgx) dx=x-tgx|4 — J.ngd :z_"_ln\/a'
0 cos ’x 0 N 5
i z T oz ju
y 4 - 4 -
d) -[ 'x2 dx = Ix'(_Ctgx)l db = —x-cigx i ,[Ctgx dx = (—x-ctgx+In|sin x|) ..
J sin *x J P pe
6 3 g : g

(¢
A

Qc_.w\>—-

1
2 f
X -arcsin x A = J‘( ll_xz)l.arcsinxdx (— 1—x arcsmx+x)
V1-x7 0

(e} [\J|»—
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T

—7]x~0052x dx

0

I
f) jx2~sin2xdx:jx2.[°052xj o= 2 CO82X
0 0 2 2
V4 . 1
pa
_J-x(stxj .
0o 32

: e e
g) Ix2-cos2x dy = J‘xz.[smbcj X sin2x 2_J-x(_cos2xj .
0 0 O 2

, COS2x
x .
2

2 2 0

h)
3 3 3 B 3 B
J.tg3xdx=j(tg2x+1—1)~tgxdx=J-(tg2x+l)tgxdx—'|.tgxdx J(tgx) -1gx dx — '[ X dx =
5 5 5 5 5 3

i 3 i i 3 i
i) J-x-tgzxd Jx 1-cos’ x j dx — dex: Jx-(tg x) dx Ix dx =

0 0 cos’ x o cos’x 0 0 5

N3
2=
:(x-tgx+lncosx——j 4.
2
0

! LY x 1 ', arcig x
i) |x-arctg’x dx=|| = | -arctg’x dx = —arctgx| —|x* —2=
J)I g ![2) g 2 %o ! 1+x°
I(x +1-1)- arctg Y = Iarctgx dx— J-arclg X .

L, 1 e x ' arctg x arctg’x |1

Iarctgxdxz_[x -arctgx dx = x-arctgx —I dx j — dx=
0 0 0 +x o 1+x 2 |0

1 1
k) .[(arcsinx)z dx = J-x' -arcsin x dx = x-arcsin x
0

dx =

—Ix~2arcsinx~

1
V1-x?
. 1 0 . 287 . 1
:x-arcsmxO—ZIarcsmx-(—\ll—x ) dx = x-arcsin x +2x

0—2 1—x” arcsin x

4 1
1) J.xoarccos—dx [ arccos——— —j
2

| X

80 2" 41 1+3° —6305 1
1) a) —=103 b) 0’ C) 33 5 d) 36 ’ ) 5 f) ) - ) 22’
7 e —e 3 4 e”—e2 ez—e
2).a : b). ;1 ¢) — 3 d). — 3 e). M . . .22—2'
) )121112’ ) 4’ ) n7’ ) 3’ ) 6’ f) 3 g) € €y
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3.a).9-3 1 b) 050 T3 d) 123 €05 D133 g) ﬂ; h) s i)
—2+2\/§;
i) 3-242; k)ﬂ
11 2 7 632-3 . 1
4).a). In2; b)4; ©) —:;d) =(27-Dse) —; ;1) In*2; m). =3
)a) nsb) ’C)127d)3(\/ﬁ 1)96)24’f) 4 sl)n 7m) 29
7 -1 T
5).3) ﬁ’ b) 7, c) arclg —Z,
2 4 2 1 7 z . 577
6).a) =; b)e-1; c) —:;d) —;e) —:; D In2; g) —; h) e* -1;1) =——;
)-a) 55 De-ly 0 i d) ie) mihIn2s g) o7 et 1D S
3. Intgrarea functiilor rationale Il\{DICATII
RASPUNSURI
1.1
1 l—b1—612 2-4n2; d 1 h
)-a) In ) n2; c) n ) e) — ,1)207 )12n3 )
1+llnl;
6 2
i) 4+— 2). a)
22
[— ! dr= | ! de=t Ly 8 8l o 1878 ¢
4x° —5x+1 5 (3)? 423 53 3 18x-2
CIERI RS
8 8
3
oot = (n ),
J4x* —5x+1 30022 14
1 ‘ 1
). Ix2+4x+5dx=_[(x+2)2+1dx=arctg(x+2)+C, !mdx =arctg3—arctg? ;
1. 1++5 r 1.1 1 3 .1 3
| R ) “(n=-In=); f) n=—In==In>;
c) ﬁn_1+£ ) 2 e) 4(n3 ns)f)n4 n2 n2

3). a) In general dacd numitorul are doi factori liniari atunci fractia se va descompune
x+1 A B

tn doud i e le: _
mn aoua rac‘;11s1mpe (x+2)-(x+5) x+2+x+5

. Dupa ce se aduce la acelasi

numitor se obtine:
x+1=(x+5)4+(x+2)B, dupa care vom da valori lui x pentru a afla mai usor pe A si B.

x—>—2:>—1=3A:>A=—%; x—>—5:>—4=—3B:>B=i

Xl (_E.L L4 ) = s 4 .
Asadar, I(x+2)_(x+5) J. 373273 55 dx 3 n|x+ |+3 n|x+5/+C;
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b) Daca numitorul se poate descompune in factori liniari cum este cazul nostru
x> —8x+7 = (x—1)(x—7)atunci descompunerea in fractii simple are forma:

X !
X —8x+7 x-1 x-7
x=(x-7)A+(x-1B.
Pentru a afla pe A si B se dau valori lui x:

; Dupa aducerea la acelasi numitor rezulta:

x—>1:1:—6A:A:—é, x—>737:6B:B:%;

Asadar, J.z;dxz (_1.L+Z, ! j:_lln|x—1|+zln|x—7|+c;
—8x+7 6 x—1 6 x-7 6 6

2 4 2
4). )j 02 e~ (4x’—6x+ 2l 5 b) [ g :[2x2—51n|x|—éj ;
1 1 x x )
4 3 2 1 2 1
c)j > 1d - 9dx = X +3x > dv =| = —5x H
J ¥l 3 - 2o 2 7o
.3 1 2015 2014 2015
x*—3x x +2x x| 19
N[ a =2 ;9 [~ v = shy —;
)73 2’ ¥ 2015)0” " 24

5). a). ix+2 i :j(x —2x+4——j dv : b) jx s

0

3 1
dx = x—+x2+4x+131n|x—2| 5
3 0

0
1
e) _[x +x2—4x—3 dx = (x+1+ jdx :—+—1n—
0 x —4 -4
3 .3 3
x +9x+1 1 9 1«
Y RS2SR U (RPN ) PR
o X +9 d x°+9 2 34

6. ) %:b) %(arcth—arctgg); 0) ln%; d) 3In2-2In> SHORILEED lng—ian;

¢) 10+41In2: h) %; k) 1-21n2; 1) %(ln§+arctg%);

| [IV. Aplicatii ale integralei definite | INDICATII / RASPUNSURI |

1. Aria subgraficului unei functii | INDICATII / RASPUNSURI |

a)%;b)l; o) Zidy2- ln ce) 1; 1) 6 + 5In2; g) —(e ~1):h) _m%

2. Volumul unui corp de rotatie INDICATII / RASPUNSURI

13¢* -1
L) 553 b) we-2):0) TEED

;d>§;e>—;f>—;g)
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3. Aplicatii variate ale integralei definite | INDICATII / RASPUNSURI

3.2 Limite cu integrale

1 1 1 1 1
1).1; 2). —; 3).0; 4).0; 5-.6) —; 7)1, 8.0, 9. —; 10). —.
) 1:2). 25 3.00 4.0 5) 2.6) 15 7) 15 8. 0 9). 5 10).

3.4 Siruri de integrale

2018
1). Cum *—< L Vx e (0;1) , integrand de la 0 la 1 rezulta

x+3 x+3

1
1
! Frops (X)dx S!mdlen(x+3) 0

:lni.
3

2 2016 2018 2017 .
2). 0<x” <xx™, 1< 41| 1 (1) = Ly < Ly

4). Cum 0<x<1=0<x’<I=1<x’+1=1<— .
X7+
n 1 »n 1 n 1
n . 3 'x_ X n
<x", Vxe(0:1). Atunci, J' 5 dxéj' 2+1dx£J.x =

0 0 0

< 2|-x" =

¥ x
2 x"+1

n+l 1 n+l

lﬁjﬁ,(x)dxs i

1 .
0 Rezulta ceea ce trebuia.

X
2(n+1)|0
5). 1 -1 =

n+2 n

3 n+2

J~(x +1 X +1 _J- X (x —1) 3"*'—2"*'.
2 x* -1 x—l ’

5 x* -1 n+1

Exercitii recapitulative | INDICATII / RASPUNSURI |

1. f(x) admite primitive pe R < feste continud pe R < feste continua in | <
LO=1,)=f1. LM)=lim/@)=1+a, ,()=limf(x)=0=/(1). Din

x(1 x)1

l1+a=0=a=-1.
b) j F(x)dx :j(ex-‘ —1)dx+j (Inx +x —1)dx =

2

1 2 x
+(—=-x)| =
1 (2 )l

(e,

2 2 2 2 2
c) J.x-f(x)dx:Ix~(lnx+x—1)dx:.[(x-lnx+x2—x)dx: %lnxl
1 1 1

ln4—l—l.
e 2

+xlnx| —x

:ln4—l.
6
x* 7 2 2 1
2.2) j(4x+2)-1nx:j(47+2x) Inx =(2x +2x)-1nx—j(2x +2x)-—dx =
X

2

=(2x° +2x)-lnx—(2%+2x)+C.
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“1 £ In’x
b) | = Inxdx=|tdt=—=
-l[x -[ 2

¢) Din x* <x, Vxe[0:1] si din faptul ca Inxe[0;1], Vxe[l;e] rezultd In*x<Inx. Prin

lezl, unde s-a facut notatia lnx=t:>ldx=dt.
X

integrare rezulta jlnz xdx < Iln xdx =1.
1

e
—x| =1.

e e , e
Ilnxdxzjx ‘Inxdx=x-Inx ) -
1 1

e 1 e
jx'—dx=x~lnx
X 1

s

AN

1 1 1 ]
3. | f,(x)dx = dx =arctgx
1[ 0 '([xz +1 0

1

b)A:':[ﬂ(X)dx:'l‘xfil _J( _l_x +1de:_§_%;

c) Cum 0<x<I=0<xX’<I=1<x’+1=1<——<2x" =
X

X xn 1 n 1 n 1
—< , Vxe(0;1). Atunci, dx < dx < | x"dx
3 S S V(o). Aunh, [Tdes] mdes]

n+l n+1] .

o < j f, (X)dx < X' Rezulti ceea ce trebuia.
2(n+1D|0 n+1(0

4.2) [(x=3)(x+3)- f(x)dx :j(x—3)(x+3)-[x%3+L+1]dx=

x+3
1 2 1
=[5= =3 —I(1+6 ! de=x !
5X =9 x*-9 0

_3ljt
+6- L F3

=1-In2;
0

X+

1 1
1
b) !f(x)dx:£[§+ﬁ+ljdx=(ln|x—3|—ln|x+3|+x)0=1—1n2;
1 of 1 1 1 |x- 1 X 1
%) = 1 |de=| —1In - —arctg—— =
c) If(x) I(x2—3+x2+3+ ) [2\/5 . farcg\/g+xJ0
3I_1 7,
2\/' 1+f N
5. a) g(x) este o primitiva a lui f(x) pe (0:0)daca si numai daca
g'(x)= f(x), Vxe(0;0)
g'x)= (zln xj ;-ZInx&:ln i—f(x) Vxe b)I —dx—.l[lnxdx=1;
¢) Cum ln—x<l Vxe[le], rezultaJ' J‘ =—x —1—1.
X 1 e

1

6. a) Din F'(x):(x +8x+3)'=2x+8:2x+a=f(x):>a:&

1
1
b) je*-(2x+1)dx=e*(2x+1)0—
0

je"-de:l;
0
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c) jf3 (x)dx20:>j(2x+3)dx20:>a2+3a20:>ae(—oo;3]u[0;oo).
0 0

7. a) (x) este o primitiva a functiei f(x) < g'(x) = f (x), VxeR.
! 4
g'(X)=(x-3/;)'=[x~x2]'=(x3)'=§3/;=f (x), VxeR;
b) Orice primitiva F a lui f este convexd pe R—{0} daca si numai daca
F"(x)=0, ‘v’xeR—{ }

Cum F"(x)= f(x)— ——)0, VxeR—-{0}.

J_
1 1 s 1

©) [ (0 g0 =[ g ') g0y =g* ()| -
0 0

1 ' 1 _1 , 1 B 1
!g(x)-g (x)dx = {f(x)-g(x)dx—i(x\/;) 07

1 1
8. a)j' dx:jx+2—8dxzj[ _
x+2 o X+2 o
b L Vo4 +“‘2> 1)1 4x+124x-2  5(x+2) _ x+2
x=2 x+3) 5 (x=2)(x+3) 5(x-2)(x+3) x*+x-6

1 1
J.zx;zdlej.[ 4 +Ljdx=llnﬂ—iln2.
0 X +x—06 5\x=2 x+3 5 3 5

0

1
! jdx:[x—8ln(x+2)] :1+8lnz;
x+2 0 3

1 3
)jx i 6dx:j X204 516 Jdv ="~ +5x-16ln|x+ 2+ C.
x+2 0 x+2 3

! 1008 [
9.a) [ +2015 v =| >+ 205" WU _ 1 2014
> 1008 1n2015)[0 1008 1n2015
2015
b) F" 1007 - x'% 0. VxeR:
) FIO=/100= o>
p 5 2016\ |1 .
©) [ (™ +2015" el =| = L[S, 1 2014
0 2016 )|0 2 2016 21n2015

10. a) g'(x) =6x"> =12x+8= f(x) deoarece
S =(x+2) —x’ =x’ +6x" +12x +8—x’ =6x" +12x+8.

b) de =6x+121n|x|—8-1+c;

©) jf(x) g(x)dx = j ¢ g0k =g ) j g(0)- g (¥)dx =

-1

Jlg'(x)-g(x)dx :Egz(x) e §(2x3 +6x +8x) 1_ =
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5

1 1 3 5 1 8
11.a _Jotde=[( —2xdx +0)de=| 2. 2 | =2
)l(x ¥ l(x wx+) 3 S o715
2

a a 2 16
=0=a(——— =0=>a=—;
0 Q) 3‘/;) 7

© X2 S
b) '([(x—\/;)dx—0:>(?—§- xj

2 ) 2
0) [ f(de= 12

~[ /- S 0de=

If'(x)'f(X)dx:%(xz—2xJ;+x) 12:3—2\/5.

12.2) F'(xX)=f'(x)=(x*+6x+4+a)-e" >0 A, <0=a>5.

1
b) 4 :J'(x2 +4x)-e"dx =" (x* +4x)
0

1 1
O—I(2x+4)-e)‘dx:e+2;
0

c) (1) I(xz+4x+4)-e"'dx:(mx2+nx+p)-e“+C:>

(2) j (x+2)*-e'dv = (x> +4x+4)e" —2(x+2)e" +2¢" =" (x> +2x+2) = din egalitatea

celor doua relatii cd m=1, n=2, p=2;

| |_Modele de teste pentru bacalaureat | INDICATII / RASPUNSURI |

TESTUL 1
Subiectul I. (30p

1) Va* —4x+4=3|0)" = »* ~4x+4=9=x" —4x-5=0= xe{-1:5}. Din conditia de
existentad

x* —4x+4)0care are loc pentru orice x real si pozitiv, intruct discriminantul ecuatiei de
gradul doi x* —4x+4=0 este negativ, rezulta S ={-1;5}.

8  8.7-6-5-4.3. 21

2). A= = =20160.
F A5 e 2
! ! .n! ! |
3). wzzozojm=2020:>&Tz)zzozojnw:zozo:n:zols.
4). 2=a, a,=191, S”:W’ observam ca 9-2=16-9="7=r fiind ratia unei

progresii aritmetice cu termenul general a, =a, +(n—1)-r =191=2+(n-1)-7=
189 =(mn-1)-7T=n=28.

Atunci, suma termenilor aflati in progresie aritmetica este S,, = w =2702.

5). 3-vT+2Vj=3(2?+3j)+2(4?+2})=6§+9]-8§+4} =-2i+13;.
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6). Ecuatia dreptei d care trece prin punctul A(x,,y,)si are panta m este
Y=Yy =my(x=Xx,).

. . . 2 1 2 1
Se gaseste mai intdi panta dreptei (g): —2x+4y-1=0<y= ZX+Z =>m, = YREh Cum
1 . .
cele doud drepte sunt paralele, d||g=m, =m, = m, = 5 Asadar, ecuatia dreptei d este

y—l=%(x+2):>—x+2y—4=0.

Subiectul I1. (30p)
5 2 5 2 5 2
1.2) A2=A-A=( ]( ]:[ J:A;Atunci,Az—AzO2

-10 —-4)\-10 —4 -10 -4
10 5 2 1-5 -2
b) Cum X(a)=1,—a-A= - | “ 4 . Atunci,
0 1 —-10a —4a 10a 1+4a
1-5a 2a
det(X(a)) = =(1-5a)(1+4a)+2a-10a=1-a;
10a 1+4a

¢) Dacd X(a) este inversabila, rezulta ca existd (X(a))™" astfel incat X(a)-(X(a))' =1,.
Vom nota cu X(b) pe (X(a))"' rezultdnd X(a)-X(b)=1, < X(a+b—ab)=1, <
(1—5(a+b—ab) —2(a+b—ab) J_{l O]

<> a+b-ab=0 de unde rezultd cd b= Ll;
a—

10(a+b—ab) 1+4(a+b—ab) 01

Asadar, pentru b= Ll se obtine inversa matricei X(a) si anume
a—

(X(a)'=X(b)=X (LJ

a—
2.a) 3%4 =3-4-4.3-4.4420=1F -} -16+20=4;
b) Se demonstreaza prin inductie matematica.
Se observa ¢d x#*x=(x—4)’+4, VxeR; Presupunem ca P(n): x#*x*...%x=(x—4)" +4este
—_
n termeni

+4este adevarata.

n+l

adevarata si demonstram ca P(n+1): x*x*..xx*x=(x—4)
%—/

n+1 termeni

x*x*....*x*x=[x*x*....*x]*x:((x—4)” +4—4)(x—4)+4:(x—4)”(x—4)+4:()5_4)"+l +4

n+l termeni n termeni

Rezulta ca P(n) este adevarata, Vne N.
¢) Conform punctului b) rezulta ca ecuatia data este echivalenta cu

(log, x—4)"" +4=5= log, x—4=1sau log, x—4=—1= x {832} .

Subiectul I11. ( 30p)
l.a) f'(x)=4"In4+5 In5= f'(0)=In4+In5=In20;
b) f'(x)=4"In4+5"In5)0, Vx € R = f este strict crescatoare pe R; c) lim f(x)=0.

2. a) f(x) admite primitive pe R daci si numai daci f este continui pe R . In cazul nostru f

244



MATEMATICA PENTRU CLASA A XII- a

trebui sa fie continud in 1 <7 (1)=7,(1) = f(1).

INOE 11m(x +L—2) 0, ,()= 11m(x+3) Inx=0= f(1). Rezulta ca f este continua in 1
x(] X>1

deci si pe R, adica f admite primitive pe R.

1
1 3

b) [’ +——2)dx (x——l—sz 1=
! 3 x LEYE
3 2

c)A:!(x+3)lnxdx=(%+3x]1nx j(—+3x) dx—?+3e j(§+3)dx:

2 2
€ o43e—| 1 43x
2 4

Subiectul I. (30p
1). Se aplica binomul lui Newton: C+C} +C; +....+C/ =2"; In cazul nostru

(Cr+C+C7 4.t CL+Cy )+ C) =1023+C)) =
2" =1023+C° = 2" =1023+1=2" =1024 = n =10.

8765;14
2 4= 8- 4>' M

3). Aaa)eG, = f(a)= a=2da’-4a+3=a=2a"-5a+3= Ojae{ ;} Rezulta

e e +13
14

TESTUL 2

=1680;

33
unctele, A(1;1), B(=,>).
p LD (2 2)
4). Se observa ca 7—-1=13-7=6=r( ratia unei progresii aritmetice).
a,=a,+n-1)-r=151=1+(n-1)-7=150=(n—-1)-6 = n=26. Atunci suma

1+7+13+....+151 este egala cu suma a 26 de termeni aflati in progresie aritmetica si

anume S, = a+151):26 =1976.

5). Deoarece log,1=0=>log, 81-log, 27 -log,9-log, 3-log,;1=0.
6). Cum vectorii v, v, sunt coliniari rezulta

2m_l:E:2(2m—1):3(m+2):4m—2:3m+63m:8.
m+2 2

Subiectul I1. (30p)
so(-1 2V (-1 2} (-1 2) (-1 2) (-1 2
l.a) A = . = . - =4;
-1 2 -1 2 -1 2)\-1 2 -1 2
b) X(a)- X(b)=(1,+a-A)-(I,+b-A)=1,+(a+b+ab)A=X(a+b+ab).
) XD+X(2)+..+ X(2020) =, +1- A+ (I, +2- A)+....+ ([, +2020- A) =
=20207, +(1+2+3+...+2020)4

2. a) Se aplicd proprietatea asociativitatii;

b) fxidx =5 Rx -5 (x-5=0=xe{25125};
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13

¢) a*b=(a—-5)(b-5)+5eNdacd, de exemplu, a—5= b—5=§,rezulté az%,bz;

Wll\)

Subiectul III. ( 30p)
1. a) lxi EAC RA) f(O) =f'(x)=2-"-2-¢>; f'(0)=0; b) feste crescitoare pe (0;o0)si
descrescatoare pe (—2:0); ¢) 0 este punctul de minim al functiei. Rezulta,

(0= f0)= f(x)=2, VxeR..

2.2) jf'(x)dx = f(x)+C=sin’ x+ C;

b) | f7(x)-cosxdx =

O o [y
o'—.m\-ﬁ

£ z
sin® x-cos xdx = Il“dt— 5= 2 ==
0

T . < <
¢) 0<x< g, si cum sin X este crescatoare, rezulta

IA
O = [N

z
. . T . 1 | ¢,
smOSs1nxSsm€:>0£smxS§:>0£s1n xSZ:> OSIsm X
0

TESTUL 3
Subiectul I. (30p
D). 1g(x* =3x) =1= x> -3x=10= x’ —3x—10=0= x € {-2;5} . Din conditiile de existenta a

ecuatiei rezultd x* —3x)0 = x € (—»,0)U(3;), atunci § ={-2:5}.

8!

Lo 14
S

102!

3) Imf =[f(1); f(~D]=[2:12]. deoarece f(x) este descrescitoare pe intervalul [-1;1];
4) Chy +Cay + Coy + oo+ Coond =27 1 din
formula2” =(1+1)" =C’+C +C} +C> +......+C"

5) cosa=+1-sin’a = ’ \/g 2\/— Asadar, sin2a = 21 2\3/_ 4\/5.

9

6). AB=1(x,~x,)+(;—1,) =J(—3+2) +(3-2) =1+1=+2.

Subiectul I1. (30p)
-1 1 -1 1 -1 1 -4 4 -1 1

sl D Dl e
1 -1 1 -1 1 -1 4 4 1 -1

-1-x 1

b) det(A—xIQ):O:(
1 —1-x

]:O:(—l—x)2—1:0:> X +x=0=>xe{-1;0}.
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—-a+c=-a+b

-1 1 b b)Y (-1 1 -b+d=a-b .
) 1 _¢ . = “ . Rezulta, b=c, si a=d.
1 -1)lec d c d 1 -1 a-c=-c+d
b—d=c—-d

2. a) Pentru comutativitate: Evident, x*y=xy—7x—7y+56 = yx—7y—T7x+56, Vx,yeR.
b) Ca legea sa fie asociativa  trebuie sa  demonstrim  relatia
(x*y)xz=x%(y*z),Vx,y,ze R
(xxy)rz=(xy—Tx=Ty+56)*z=(xy—Tx—Ty+56)-z=T(xy—Tx—Ty+56)—Tz+56 =

=xyz—Txz=Tyz+56z—Txy+49x+49y—-392-7z+56. (1).
x#(y*z)=x%(z—Ty—=Tz+56)=x-(yz—=Ty—=Tz+56)=Tx—=T(yz—Ty—Tz+56)+56 =
=xyz=Txy—Txz+56x—7x-Tyz+49y +49z-392+56. 2).

Din (1) si (2) se observa ca cele doud expresii sunt egale, rezulta asociativitatea legii de
compozitie.
¢) Se foloseste faptul ca x*x=(x—7)"+7= x*x*..*x=(x-7)°+7. Din
—_—
6 de x

(x=7)°=729=(x-7) =3 =>x-7=3=x=10.

Subiectul III. ( 30p)
oy e SO-fO - i . .
1.a) f'(x)=2+Inx ; 111111—1, = f"'(1)=2. b) f este convexa pe (O,oo) si concava pe
X x_

(—oo;O). c) 2x—y—-1=0;

2.2) g'(x)=f(x), VxeR; g'(x)=x"sinx+x-cosx=sinx+xcosx = f(x), Vxe R

3 3 T3
b) _[g(x)dx :J.x~sin xdx =x-(—cos x)|2 —.[(—cos xX)dx =1;
0 0 O 0

T

2
¢) x>0=sinx+xcosx>0, Vx>0= If(x)deO.
0

TESTUL 4
Subiectul I. (30p
1) Cei 8opt alergatori pot ocupa oricare unul din cele 3 locuri, I, II, IIT adica 8-7-6 =336
sau 4 = 8! _ 8:7-6-5!
(8-3)! 51

2). G,nOx={4;B}, unde A(x;:0), B(x,:0).

Solutiile ecuatiei f(x)=0 sunt x, =-2,x, =5 rezulta ca punctele de intersectie cu axa OX
sunt A(—2;0), B(5;0).

3). b=b-¢""'= b =b-¢" =405=5-¢" = ¢* =81= ¢ =3. Atunci,

bo=b ¢ =5-37 =10935.

=336 situatii;
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6

4). D=p% din N= D/, =6% din 1800:m-1800=108eur0.

lan

5). sin(180° —x) =sinx, VxeR Pentru x e (O;Zj atunci,

2
2
sinx=+/1-cos’ x =, |1— L fl—l:\/g:&.
3 9 9 3
: : % o 3 :
6). Ecuatia dreptei deste y—y, =m,(x—x,) unde m, :tgg:tg30 =5 Atunci,
y—1=§(x—2):>\/§x—3y+3—2\/§:0.

Subiectul II. (30p)

1 a)(1 b 1 a+b
l'a) Ma.Mb: 0 1 : 0 1 = 0 1 :Mtr+b;

b) Conform punctului a) rezulta

1 1+2+...+100

1 5050
M -M,-... Mgy =M, 5. o0 = 0 1 = 0 1

1 1
¢)M,-X=X-M, YacR Ma~X:X~Ma:>( aj(x y]:(x yj[ TJ:Z:O, t=x.
z

01 t

<[

z t 0 x
2.). a) (x+D)(y+D—-1=—(xp+x+y+)—1=—xy—x—y—2=x0y.
b) Se aratd ca (xoy)oz=xo(yoz), Vx,y,zeR.
(xoy)oz:(—xy—x—y—2)oz:—(—xy—x—y—2)~z—(—xy—x—y—2)—2—2=
:xyz+xz+yz+2_z+xy+x+y+z—z_z; (1)
xo(yoz)zxo(—yz—y—z—Z):—x(—yz—y—z—2)—x—(—yz—y—z—2)—2:
—xyz+xy+xz+2x—x+yz+y+z+Z -7 (2)
Din (1) = (2) rezulta ca legea este asociativa;
¢) xo(x+Do(x-D=-1[-(x+Dx+2-D]e(x-D)=-1< —(—x2—3x—2)~x—1=—13
x(x* +3x+2)=0= xe{-2;-10}.

Subiectul III. ( 30p)

b) f(x)=e"" —e>0,Vx>0=feste crescitoare pe [0;00) < Vx>0« f(x)> £(0) . Cum
f(0)=0 rezultd ca f(x)>0,Vx>0.

fl(x)=e"" —e<0,vx<0=Teste descrescitoare pe (—0;0]<>Vx<0< f(x)> £(0) . Cum
f(0)=0 rezulta cd f(x)>0,vx>0. Asadar, f(x)>0,VxeR.

f(x) lim e —e(x+1) e —e

¢) lim=——= 5 =lim =00,
x>0 x7 —]  xow x = x> Qx

1. a) lim

x—>0
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1
_ 1 L
2.2) .[2 2x dx = J‘ﬂdx =I2dt =2t =22x—x* 0 =2, unde s-a facut substitutia

J(x) 0 V2x—x’
V2x—x* = t|()2 = 2x—x" =¢*iar prin derivare rezulti (2—2x)dx = 2tdt .
' l 2x* X\ 27
b) V(C,) = 2dx = |(2x—x?) de=n| = - || ===,
) V(C,) ﬂ!f(X) ﬁ!(x x*) [2 3j0 ;

¢) Cum 0<x<1=0<x*<1=-1<-x><0 si 0<2x<2de unde, prin adunarea lor rezultd

1 1
1
1<2x—x* <2 adicd 0<\2x—x* <2 = Oij(x)deI\/z dx=\/2x0:\/2.
0 0

TESTUL 5

Subiectul I. (30p

1). log,27+log,16—3/125 =log, 3’ +log, 4> —3/5’ =3+2-5=0;
! ' !

%), 4= SU 543l o 5! 54;%

5-2)! 3! G-2121 3.2

P =4!=1-2-3-4=24= A +C. - P,=20+10-24=6.

3) f(0)+(1)+........ +f(6)= 2(0+1+2+3+...+6)+3-7=2-21+21=63.

4). Abcisa punctului d eminim la o functie de gradul al doilea este datd de formula

b 2m
-——=—=5=
2a 2
. 2 . .2 . 2 . .2 2
5). (sinx+cosx)” —2sinx-cosx=sin" x+2sinx-cos x+cos” x—2sinx-cosx =sin” x+cos” x =1.

6). OA(2;3), OB(~1;-5)= OA+OB =2+ (~1):3+(=5)=(1;-2).

Subiectul I1. (30p)
1. a) A este inversabild <> det 4#0; Rezultd, me R \{185} :
94+3m —-4m —-m

by A4/=| -11 3m+3 -2|; ¢ §={(-21,-34,-30)}.
-6  -m-4 11

2.2)-7;b) g=X-X-2=(X-2)(X+D , f(-1)=0,£2)=0; ¢) S:{—%;—l;%;z};

Subiectul III. ( 30p)

lL.a) f'(N)=e"+(x+3)e (3= f'0)=-8. b) llmw =-3.
xon e (x4 3)

¢) Din f ’(x) = 0 rezultd ca x= —%este punct de maxim.
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8
ol —oo . .
'(x) ++++0 -
f(x) s-\

2.a) 1.(0)=1,(0) = f(0) =3 =T continua in 3, rezulta ca f admite primitive pe R

1
:3e—l;
0 2

+3e*

b) j‘lf(x)dx :i(x+3)dx+.:[3-exdx={x—22+3sz)

1
1
c) .[xz 3etdy =3x’e"| —
o 0

1
J.3~2x-exdx =3e—6xe”
0

1 1
+6je*dx=3e—6.
O 0

TESTUL 6
Subiectul I. (30p
1). g.%_125.%:8.i_125.izl_l:
2 2.5 16 250 2 2

2). a,—q, =(4—l)'r:>—1—8=3r:>r=%9=—3;

3). A +5x+5=—1|0" = +5x+5=-1= 2> +5x+6=0= x e {-3;-2}.

4). Fie x pretul initial. Atunci, dupa prima ieftinire se obtine pretul x—% %

Dupa a doua ieftinire se obtine pretul de 567 lei adica

9,109 5o 90x_9x—567:>81x 567-100 = x = 700.

10 100 10

/ | f sinx 1 2 1
5). cosx=+/1-sin’x =, [1— 1—— - ==
» \/7 cosx 2.3 3 3

1 —(m+1)

6). d |ld,= =T=m+1=>m=6.

Subiectul I1. (30p)
1.a) det 4(0)=0;  b) det[A(x)+ A(-x)]=0

¢) det A(xX)=0=x’+15x*-18x=0=x¢€ {0 15+\/§}
2.a)a=-1; b) c(X)=X>-4X+10, r(X)=-21; c)—12;
Subiectul III. ( 30p)

1. a) Cum f'(x):%zfﬁ):g;
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b) f(x) se mai poate scrie de forma

f(x) =In(x* +2x—3) = In(x +3)(x —1) = In(x + 3) + In(x — 1), atunci f (x) = % + % iar
X+ X —

1 1

(x+3)% (x—1)>
Asadar, f este concava.

S @ =

(0 pentru orice x € (—0,—3) U (I;+0) .

2 B
¢) lim f(x) — lim In(x~ +2x—3) “ lim 22x +2
x>0y X—0 X x>0 x° 4 2x—3

lui I’Hospital.

=0, dupa ce, 1n prealabil s-a aplicat regula

2.a) I (H)=1,()=f(1)=0=f continud in 1, rezultd ca f admite primitive pe R;
b) Orice primitiva F a lui f este convexd pe (I;00) daca si numai daca
F"(x)>0, Vxe(l;0)

Cum F"(x)= f'(x)=(xInx)'=Inx+1)0, Vx e (1;0).

e 1 e 4 2 e 2
5 1 x e x° 1
c X)dx =| (x> =5x +4)dx +| xIn xdx = x———x2+4x +—Inx| —|—-—dx=
)-([f( ) -([( ) Jl. (4 2 0 -1 J1.2 X
15 4,¢ 1xe 5 &
2 2 2201 2 4°

TESTUL 7

Subiectul I. (30p
D). 0 427 =39" —3=1-3=2;

4x-2

2). 0< <2[3=0<4x-2<6 [+2=2<4x<8

:43%§x£2:> xe[%;Z}mZ={l;2}

A . . . . a+c =
3). a,b,csuntin progresie aritmeticd , atunci b= T . In cazul nostru,

7 lgx+21gx
3 2
4). 1g45° =1=1g1=0=lg(1g1°)-1g(1g2°)-1g(1¢3").....-1g(1g45°). =0;
5). sin*x+cos’x =1, VxeR=sin*77" +cos* 77’ =1=
(-D(y+D=1=1"—1=1=1’=2=y=1/2

6). Mai intai se determind coordonatele mijlocului segmentului [BC],

M(2+4;_2+2
2 2

:>14z3-(§1gx+21ng:> 14=7lgx=1gx=2=x=10"=100;

)=M(3;0).

x y 1
Atunci, ecuatia dreptei AMeste: |-3 1 1|=0=>x+3y-3+3y=0=x+6y-3=0.
3 01
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Subiectul I1. (30p)

- , (10 =30 -1 3
1. a) det(Z, +24) = =-19; 4> = =-10- =—104;
6 -17 -30 90 3 -9

b) X(a)- X(b)=(I, +ad)I,+bA) =1, +(a+b—10ab)A = X (a+b—10ab);

¢) Cum X(a)-X (%) =X (%) = produsul este egal cu X (%).

2.a) a=0; b)Presupunem ca f are ridacina dubla adica x; = X2 . Folosind relatiile lui
Viete, rezulta :
X1 = X2 = 2 este radacina dubld , x3= -1 iara=4.
¢) Plecand de la ecuatia x’ —3x* +3=0si punand conditiile ca x,,x,,x,sa fie solutiile
ecuatiei si insumand rela‘;iile obtinute, rezulta
3
Zx 3Zx +9=0< ZX =3[(x, +x, +x,)7 = 2(x,X, +X%,X, +x,%,)] -9 =18.
i=1

i=1

Subiectul III. ( 30p)
—-x—Inx I—Inx
La) £ =2 —— =" = )=t

1- lnx

b) Observam din punctual a) ca f'(x) = =1-Inx)0 < x(e=>

Pentru x{e, f este strict crescitoare, si pentru x)e f este strict descrescatoare.

)j —j 2l g —dx G+ 1) ,n2
f() (x+1)(x —x+1) o x+1

0

f(x) _(x+1)(x —x+D) ro, 5
b)j _j G dx_j(x X+ Dby ==

C)If(x) —jx +1dx jdz Inf|=In|x’ +1]+C.

TESTUL 8
Subiectul I. (30p
1) —4( 3x+2 (4]-2= -6(3x(2[:3= —2<x<§ =xe [—2;§j )
2). B3x+4= 2\/;\()2 =3x+4=4x=3x-4x=-4= x=4. Conditii de existentd a ecuatiei:
{3x+4>0'
x)0
3). 3423 =73 (142:3) =7} 7= 3" =1= x=0.
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4). a:£~b:a=l-b:>a+b=§b sau b=4a=a+b=a+4a=>5a.
200 4
x:Sa =a=>x= 100a _ 20. Raspuns, 20%.
100 Sa

6). (sinx+cosx)* —2sinxcosx =sin® x+2sin xcos x +cos’ x —2sin xcos x =sin” x +cos> x = 1.

Subiectul I1. (30p)
-1 2 1 -1 2 1 0O 6 —4
1. a) AD)-A-D=l1 1 =2|{-1 1 —=2|=|-4 -5 3|
1 2 1 1 2 1 -2 2 2
-1 2m 1
b) det[A(m)]=\m 1 —2|=—-2m"—2m—6(0 deoarece discriminantul ecuatiei de gradul
1 2 1
doiin meste A=5"—4ac=4—-48=—-440 .
c¢) Pentru m = 3 rezulta determinantul matricei sistemului este A=-30, iar A_=-20,
A,=-10, A, =10.
2.a) f(X)} (X-D(X-3)< f)=0si fB)=0=a=2,b=3;
b) f(x)=0 x* —2x° —4x* +2x+3=0=x,=x, =—1, x, =1,x, =3.
¢) f(X)P (X-2)= f(2)=0 =2a+b=16;

r=f(3)= f(-2) = —2a+b=-13. Din rezolvarea sistemului rezulta b= % a= 27?

Subiectul III. ( 30p)

La) f(x)= —x"+4x-5

————. f'(2)=1;b) feste descrescatoare pe R.c) lim f(x)-(2x-3)=
(x"—=4x+3) ¥

— 2_ —
limx—2~(2x—3)=lim2x 7x+6_1. 4dx-17

=1l =2. S-a aplicat regula lui 1’Hospital.
xom x* —4x +3 wom X2 —4x 43 xow2x— P 8 P

2.a) 1.(0)=1,(0)= f(0)=2=f continud in 0, rezultad ca f admite primitive pe R ;

1 1 1 11
b . _ X 1 _ 2 L ox .
) gx 1 (x)dx 2[x(x+e +1)dx !:(x +x-e" +x)dx <

-1 5 -1
c) V:ﬂj x> +4 dx:ﬁj'(x2+4)dx:?7z;
) )
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TESTUL 9
Subiectul I. (30p

1). a—f§—153333 = ata, tay et Ay, =5+3+3+3+....+3=5+3-2019 = 6062 .

2). fO+fB)+f3)+..+f3)=B+5+B +5)+3 +5)+...+(3°+5) =
3[0 _1 3 3][ _3
3-1 2

3). Deoarece f(3)=0 rezulta ca f(1)- £ (2)-....- £(2020)=0.

=3+3"+3+...+3°+5.10=3-

+50;

4). P+ i =i i =i i =i
1-3+4 4-4+3 * ¥ 1
5). G(_ _3 * ; _3+ j=G(O;1). Ecuatia dreptei AG este -1 4 1|=0=3x+y—1=0.
0 11

6). AB(2—0;5-3)= AB(2;2) si CD(5-7;9-7)=CD(2;2), asadar vectorii sunt egali.

Subiectul I1. (30p)
11 1

1.a) D3)=|1 5 25/=45+3+25-5-75-9=73-89=-16.
13 9
11 1
b) D(a)=0=1 5 25|=0= 5a*+a+25-5-25a-a’=0=
1 a &
4a* —24a+20=0= a2—6a+5:03ae{1;5}.
¢) D(5")=0=din subpunctul b) cd 5  =1=>x=0s1 5" =5=>x=1.

2..2) f ! (x—2):f(2):0:>m:%,

b) m=3= f(x)=0x +x*-3x-3=0=>x=—1, x,, =+/3;

) m=4= f(x)=x"+2x"—4x-3=x” +x," +x, =12.

Subiectul III. ( 30p)
2 12x48 1 .  x(2x+6)
l-a)f(x)zwjf(O)ZEQ b) lgx'f(x)=121;w:2;

¢) Deoarece —2x* —12x+8(0, Vx >1=> f'(x)(0,Vx > 1= f este strict descrescitoare pe [l;00).

2.. F(x):J:f(t)dt:jt-e’dtzt-e’g— fx)—e"+1;

T 4 X Ix
jedz=x-e -l =
0 0

e e e 2
b) J‘f(lnx)d :I lnx ™ dx —I lnx xde =% :1;
1 1

c) j).x-f(xz)dx =£x~x2 -exzdx:‘([x3 -e*zcl)c:".t-e’%:(x—;e"2 —e"zj:)

zf—e+l;
2
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TESTUL 10
Subiectul I. (30p
1). Numarul submultimilor unei multimi cu n elemente este egal cu 2" iar pentru
submultimi nevide 2"-1;  In cazul nostru, N= 2%-1=15;
2). f()=g(x)=>4x-6="2x+6=4x+2x=6+6=>6x=6=>x=1.
¢ 15
ct 713117
5).(d): 4x-2y-6=0;, A(ag;a+2)ed=4-a-2-(a+2)-6=0=2a=10=a=5.
6). u=3i+5j, v=2-i-3-jsi w=2-u—v.
w=2-u—v=23i+5)—(2i-37)=6i+10j-2i +3j =4i +13] .

M =\4?+13}\ =4 +13> = /16+169 =+/185..

3). P= 4). 2+i3)Y +(2—i3)Y =4+4iB3-3+4-4i3-3=2€e7Z;

Subiectul II. (30p)
1.2) 642+n* +m+3m+3—1+4dm=—6=(m+4)* =0=m=—4.
b) A =6+24+6+9-1+8=30. A =—-6-1+8+12+1-4=10, Ay =2+8-3+3-4-4=2,

A =—12-2+46-9+1-16=-32. pole 101 y—ﬁzizi,zzizﬁz_—m.
A 30 2° A 30 15 A 30 15
o 1Y (2 1 -1
o) A=2 -3 1|=[-3 10 -3|.
11 =2 1 -5 6

2.a) f)=0=a=1 b)a=2= f(X)=2X’+X’+1 Din f(x)=0=x=2.
o) fix+)= f(-)=0e f(2)=0=a=2.

Subiectul III. ( 30p)

2010 _q

1. a) Suma termenilor aflati in progresie geometricd ne da 1- =271

—ladica
tocmai f(2).

200
b) lim = Hm(x®™ +x™® + . +x+1)=2010;

x>l x — x—1

¢) f4(x)=2010 x?°? si din f *(x)= 2009-2010-x**)0 pentru orice x e R, rezultd f
convexé
X+ 2x + 1 x+1
-1 _.[

3
+C b)f =j(1+i)dx:1+1n4;
5 x—1

= —ln
X+

1

c) V= 7[.[ g (x)dx :ﬂ.[ (4x% +4x) +1dx :%7:
0 0
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Breviar teoretic

1. NUMERE REALE

Definitie: A amplifica o fractie cu un numar natural, diferit de 0, inseamna a

A . A v v A . . o a a-m
Inmulti atat numaratorul cat si numitorul, cu acel numar. —=——b=0,m=0.

-m

Definitie: A simplifica o fractie cu un numar natural, diferit de 0, inseamna a
a:

= m,b;tO,m;tO.
-m

A o e A - = A . . - a
Imparti atat numaratorul, cat si numitorul la acel numar. 5

S

Definitie: Fractia %,b = 0se numeste fractie ireductibili, daca nu se mai poate

simplifica adicd cel mai mare divizor comun al lor este egal cu 1,
c.m.m.d.c(a,b)=1, altfel spus, numerele a, b sunt prime intre ele.

Compararea fractiilor: Fie a,b,c,deN, a,b,c,d 0.

a, Cc a,. a a, ¢
—) - —)—<b —)—<a-d)b-
et p e < e p g T dbe

Definitie: Fie a,b,c,deN, a,b,c,d#0.

=S oad=bec.

Fractiile %si gse numesc echivalente daca si numai daci % ¥

Fractie subunitari, echiunitara, supraunitara:

Fractia %,b # 0se numeste fractie subunitarid, dacid a <b sau %(1 .
Fractia %,b =0 se numeste fractie echiunitara, daci a=D>b sau %: 1.

Fractia %,b =0 se numeste fractie supraunitara, daca a>b sau %)1 .

g - . - . . a
Definitie: Se numeste numir rational , numirul reprezentat prin fractia 3

(fractie ordinara )si toate fractiile echivalente cu aceasta;

Operatii cu numere fractionare: Pentru a aduna sau scidea numere
fractionare reprezentate prin numitori diferiti se aduc fractiile la acelasi
numitor prin amplificarea fiecirei fractii cu catul dintre c.m.m.m.c al
numitorilor si numitorul fractiei respective.
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i IRORE
Blogr GG B -6

. a < b . ep e
Inversul lui 5 este numarul —, oricare ar fi a, b diferite de zero.
a

(zj‘_é. [zj"_ﬂ b _ac+b
b al b al’l ¢ c '

a-c

b

NS

QU

> Q
Ul
> Q

WIS

>

1
N\
> Q

Definitie: Un raport in care numitorul este 100, se numeste raport procentual si se
noteaza de forma

P __ p%, sau (p -ﬁ) ; p se numeste procent.

100
. p . . a p a 1 a

% d =—=—-x; p% din —=——-— sau p-——

P =00 PP 00 Y P 00 b

100 p N 100-12

Dobanda obtinuta prin depunerea la bancd a unei sume S de bani pe o perioadd de
n luni cu procentul p al dobéndei anuale acordate de banca Proprietatea

a ¢
fundamentala a proportiilor: 4 Sa-d=b-c

Aflarea unui termen necunoscut dintr-o proportie

.

a, a)0

Modulul numerelor intregi: Fie acZ = |a|=10, a=0;
—a, a0
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Proprietitile modulului

1. |a|20, VaecR; 2. ‘a‘zO, <a=0 ; 3. |a|=|—a|, VaeR;
4. ‘a‘:b, SSa=1b; 5. ‘x‘:a, =x=za, a)0;
6. ‘x‘ﬁa, < xel-a,al, a)l;
7. ‘x‘Za, & x e[-o,—alUla+o], a)0;
Definitie: Fie a.bcR*, mneZ*; Atunci, a"def a-a-a-... a.
n  factori
Proprietati:
1. |[&°=1; d'=a; 0" =0]; 2. ; 3. |d":d"=a"" sau —=a""|;
a
4. |(a-b)'=a"-b" 5. [(a:b)"=a":b" sau (EJ . 5
b b"
1
6. a—n :in, 7. (-1)“ _ n par ;
a .
—1,n impar
Definitia radicalului de ordinul doi \/; eR, \/; >0, YVa=0 Janu
exista daca «(0;
Proprietatile radicalilor
Fiea,be R,
1.Va* =|d>0| 2.Va-b=+a-Jb 3.‘/\;:\/5,};;:0 4. Na" =(Ja)" = a?
; A A NS YN I e
xa x [a Y w
9. [WatyJa=tyal 10| 2L= 9 ypz0 11. |(xa) =x"a"
wb  y\b
[ 2_ _ / 2_
12- \/ai\/z=\/a+ ; bi\/a ; b unde a%2-b=k?.
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Calcul algebric

Formule de calcul prescurtat in R
1.|(a+b)f =a® +2ab+b; 2. |(a=b) =a* —2ab+b*;

3.|(a+b)a-b)=d*~b7);

4. ‘(a+b+c)2 =a’+b> +c’ +2ab+2bc+2ca‘

B

5/(a+b) =a’ +3a’b+3ab’ +b’) 6.(a—b) =’ —3a’b+3ab’ —b’

7. ‘aS —b* =(a-b)a* +ab+b*)|, 8. ‘a3 +b° =(a+b)a® —ab+b2)‘.

Reguli de calcul cu numere reale reprezentate prin litere

Factor comun |a~x+a~y+a-z=a-(x+y+z)| ‘x-(a+b+c)=x-a+x~b+x-c|

Desfacerea parantezelor: [(x+y)-(a+b+c)=x-a+x-b+x-c+y-a+y-b+y-c|

i_x\/g X _x\/g
Ja a’ aJb  ab

b _x(a—\/Z) X _x(a-t—\/g)
a+b a*-b " a—b  a*-b

Rationalizari

Medii
Media aritmetica m_ = x+Ty 5 Media geometrica m, = /x-y ,
Vx,y € R
Media ponderata m, = w;p,q € N *—ponderile.
prtq

e a . b
Ecuatii in multimea numerelor reale |(¢-x+b=0=>a-x=-b=>x=-—|, a=0.
a

‘xz =a= x=1+Ja,a)0.];
Ecuatia de gradul al doilea: o’ +px+c=0,a#0,a,b,ceR A=5*—4ac,

—b+A

X, =
1,2 *
2a

Dacd A(0= | S=9 Ecuatia nu are solutii
reale
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. {_ b } Ecuatia are solutie
Daca 2a dubla
A=0= X =X
—b—+JA —b++/A| | Ecuatia are doua
Daca s :{ 2w 2a } solutii reale diferite
A>20=

Intervalein R.

Intervale marginite

(a.b)={x< R a{x{b_}
[a,b]:{xEIFi (rixib}
[a,D)= {x e Rla= Yb}
(a.b]=4xe R|a(x =D}

Intervale nemirginite
alx}
a<x}
x{a}
x<al

(a.+=)={xeR

[a,+@) = {x e R

(-w,a)={xeR

(—w,a] = {x e R

Inecuatiiin R. Inecuatii de forma ax+b<0( ¢,

Fie a,b eR, a(b.

T

1]

l——l ~}
o
&

A~ T

<
~—
o
, &

*
\rg

<
Vi

mk ”

~J
v

v

xg—é dacd a)0
a

ax+b<0= s b dacd (0
a
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2. PROGRESII

Definitie: Se numeste progresie aritmetici un sir in care diferenta oriciror doi
termeni consecutivi este un numir constant r, numit ratia progresiei aritmetice.

1. Relatia de recurenta intre doi termeni consecutivi: a,,=a,+r,Vnxlj;
2. a,,.a,a, sunt termenii consecutivi ai unei progresii aritmetice <
an — anfl + an+1

2

3. Termenul general este dat de formula :

n

a, =a, +(n—1)r‘

4. Suma oricaror doi termeni egal depirtati de extremi este egal cu suma
termenilor extremi :

a.ta,,,=a+a,

_ (al + an ). n
2
6. Sirul termenilor unei progresii aritmetice:

5. Suma primilor n termeni : |S,

a,a,+r,a,+2r,....q +(n—1)r‘

‘am —-a, :(m—n)r‘

7. Trei numere x,, x,, x, se scriu in progresie aritmetica de forma :

‘x, =u—v, X, =u, ;=u+v|,u,velR ;

Definitie : Se numeste progresie geometrici un sir in care raportul oriciror doi
termeni consecutivi este un numir constant ¢, numit ratia progresiei
geometrice.

1. Relatia de recurenta intre doi termeni consecutivi: |b,,, =b,-q,Vn=1

2. b, ,,b,.b,,, sunt termenii consecutivi ai unei progresii geometrice <
bn = bnfl : bn+l
3. Termenul general este dat de : b,, = b1 : qVH

4. Produsul oricaror doi termeni egal departati de extremi este egal cu produsul
extremilor ‘bk b, .., =b-b,

1 . n
5. Suma primilor n termeni ai unei progresii geometrice : S, = b, l—q
—4q
6. Sirul termenilor unei progresii geometrice : |b, bq, bq’,.... bq""
b

m m=nie
M

7. Trei numere x,, x,, x, se scriu in progresie geometrici de forma :

u
X, =—, X, =u, x;=u-v| u,velR
v
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3. FUNCTII

Definitie : Fie A si B doua multimi nevide. Se numeste functie definita pe A cu
valori in B , un triplet de forma (A,B,f) in care, printr-un procedeu (lege,
corespondentd) notat cu f, fiecarui element x din A 1i corespunde un singur element y
din B.

S . 7
Convenim s notam o functie astfel, f:4-—> B sau 4— B, unde

Definitie: Fie /: 4 — B. Se numeste imaginea functiei f , mul{imea tuturor valorilor
functiei f pe care o notdm cu f(A) sau Im .

Definitie: Doua functii f si g sunt egale daca si numai daca, au acelasi domeniu de
definitie, acelasi codomeniu si stabilesc aceeasi corespondenta.

Definitie : Fie A si B doud multimi (finite) de numere reale si f: 4 — B. Graficul
functiei f reprezintd multimea tuturor punctelor de forma (x, f(x)) unde xe 4 iar f(x)
este valoarea functiei f'in x. G, ={(x.f(x))|xe 4. f(x)e B} < AxB.

Intersectia graficului functiei de gradul intii cu axele de coordonate, OX, OY:
y=ax+b
g b b
a=0 1 y=ax+b NOX:y=0=x=——= A(-—,0)
a a

b

b/ B(0;b) NOY :x=0= y=b= B(0,b)
g >X
/4(—3:0) °

/ a

i

G, N0y = B(0;b)

G, nox=A-2.0),
a

y ol
Gy
Ordonata punctului P Px;y)

~

| Axa abciselor

|\

0 X (\ X
/ Abcisa punctului P

Axaordonatelor  [( NE Gf = f( X)=y

Definitie : Un punct P(a,b) apartine graficului unei functii f,
Pla;b)eG, < f(a)=b.
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Functii monotone

Definitie : O functie /: D —> R, Dc Rse numeste strict cresciatoare pe D (respectiv
strict descresciatoare pe D < (V)x,,x, € D,x,{x, = f(x,){f(x,) (respectiv f(x,))f(x,)).
Definitie : O functie /: D —> R, D c Rse numeste crescitoare pe D (respectiv
descresciatoare pe D < (V)x,,x, € D,x,{x, = f(x,) < f(x,) (respectiv f(x,) > f(x,)).

O functie care este crescatoare sau descrescatoare pe D se mai numeste monotoni.

Definitie: Functia f: D — R, D < Rse numeste constanta
S VMx,x,eD= f(x)=f(x,).

Monotonia functiei de gradul intdi f:R >R, f(x)=ax+b, a,beR.
Pentru )0, functia este strict cresciatoare, iar pentru «(0 functia este strict
descrescatoare.

= b [N
+
- > B "
M 0 - . ¥
Semnul functiei de gradul intii
—s3 _2
f(x)= ax+b a
+00
a)0 - - - - - 0 + + + + +
a0 + ++ + + 4+ 0 - - - -
In concluzie, semnul functiei de gradul intdi este:
b
—00 — +00
f(x)= ax+b a
Semn contrar semnului luia 0 semnul lui a

: O functie /:D— R, D c Rse numeste strict crescitoare pe D (respectiv

strict descrescitoare pe D < (V)x,,x,e D= Mm (respectiv
X=X
f(xl) _f(xz) © )
X, =X,

e Compunerea functiilor

Definitie: Fie f: 4— Bsi g:B— C doud functii. Prin compunerea functiei g cu
functia f se intelege functia go f: 4 — C(si citim g compus cu {) cu proprietatea ca

(go)x)=g(f(x), VxeA.
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FUNCTIA DE GRADUL AL DOILEA

Forma canonici a functiei f:R—R, f(x)=ax’ +bx+c, a,b,ccR,a=0este

4a

2
R O Y
a

Graficul functiei este o parabold de varf V(— b,—f] unde A=b*—4ac
a a

Cl>0 f este convexa;

vy
+
A +
+
% + + X
AO; x1,x2 € C A=0,x=x2eR A)0,x, #x, €R
f(x) >0, Vx e R; f(x) >0, Vxe R;  f(X) >0, Vx e (—0,x,]U[x,,+0);

b}

V(—b —Aj - punct de minim; f(x)=0 < x= _b f(x)<0, Vx e (x,,x,)
2a  4a 2a

Pentru x e (— oo,—;j functia este strict descrescatoare;Pentru x e [—2£,+oo), functia este
a a

strict crescatoare.
a<(0 functia este concava

Y ' ¥ L f F Y V
X Vi * +//\+ x

\L > o] g o /1 i .
[8] - -
AO;x1,x2 € C A=0,x1=x2eR A0, x, #x, €R
f(x) <0, Vx e R; f(x) <0, VxeR; f(x) >0, Vx e[x,,x,];
V(—b,—A] - punct de maxim; f(x)=0 < x= _b f(x)<0, Vx e (—o0,x,) U (x,,+0)

2a  4a 2a

Pentru x e (— w,—zbjf este strict crescatoare;Pentru x e [—2i,+oo), este strict
a a

descrescatoare.
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4. FUNCTII SI FORMULE TRIGONOMETRICE

Semnul functiilor trigonometrice:
Sin: {—ZZ} —[-11] Cos: [0,7] > [-11] Tg: (—”,ﬂ) —R

il u,sin u)
+ Micos u,sin u) + M(cos u,sinu) + .
+ - - gu
Sinu Sin u Sinu
u X u X u X
Tos 0 > Cos U -
0 0 0 Cosu
- - + + )

arcsin:[-1,1]— {—72[721 arccos:[-1,1] —» [0,7[] arctg:R— [—ZZ}

Reducerea la un unghi ascutit

Fieue (O,%) Notam sgn f= semnul functiei f; cof = cofunctia lui f

in general, f E4u)=
sgnf(k%v_L u)-cosu,k = impar sgn f(k% tu)-cof (u),k = impar

FORMULE TRIGONOMETRICE

sgnf(kﬁiu)-sinu,k = par sgnf(kgiru)-f(u),k = par
(.7 2 2
sm(kiuj =

1. sina+cos’a=1=cosa=+yl—-sin*a; sina=+Vl—cos’a , aeR
i V1-cos 1
2 o=t sine cos & 1g%a +1= _—
J1-sin’ o cosa cos” a
. g
3. cosa=t——; sina=t—-"—;
1+1g’a J1+1gla
4. cos(a+ f)=cosacosfB—sinasinf3; 5. cos(a— B) = cosacos B +sinasin 3
6. sin(a+ B) =sinacosB+sinfcosa; 7. sin(a— B) =sinacos B —sin fcosa;
1ga +t 1ga —t,
8.1g(a+ f) =L &b . tga-p)=—82"16F &p ;
l-tga-tgf l+tga-tgf
toa - ctgfi—1 tga - ctgf+1
9. cugla+ py= LB o py= BB,
ctga +ctgf ctgo —cigf
10. sin2¢a = 2sinacosa; 11. cos2a =cos’> @ —sin> @ =2cos’> ¢ —1=1-2sin’ &
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5. NUMERE REALE - Clasa a X-a

Scrierea puterilor cu exponent rational cu ajutorul radicalilor se face dupi formula:

m

n m

X" =4lx

Proprietiti ale puterii cu exponent rational:

P

m P MDD m 2 mnp my\qg 2P m.oomom m.om m
xn.xqzxn q; xn:xqzxn q; xn :an; (x_y)n:xn,yn; (x:y)n:xn:yn;

Conventie: x° =1; ’"\/4/—:”’47/;, mneN* x>0 Q/_:m'"x’”, mneN* x=0[

Compararea puterilor cu exponent rational:
Fie x,1)0s1 m,neQ;

1. ‘Dacé x)1 atunci, x")x" <:>m)n‘ 2. ‘Dacé x €(0;1) atunci, x")x" <:>m(n‘ 3 x"=y"<ox=y

x", x)0, reR;

70 (0
01 X x" e (0,1
xeG;D | x" ;1) | ¥

Radicalii de ordinul trei

Definitia radicalilor de ordinul trei 3/2 eR, VaeR

Proprietatile radicalilor. Fiea,beR

3 n

1. g/aTza,VaeR. 2. |¥a-b=3a-p.] 3. %=§/%,b¢0,b¢0 4. 3/_n=\l3a"=a3

5. RacZ=a=k| 6. |aib=a’b 7. \/3a3b:a3/5‘ 8. ‘x%'y%:xy\3/ab‘
3 n

9. |[watyfa=cxyla 10, a_xfa oo 11 (xla) =l

AL

Rationaliziri ale numitorilor fractiilor

1 Y2 1 ia 1 R +ab 3

G| [ b ab

1 —ab e I a3

Vo b atb V& o ab
3 3

! = Ja+ \/Z; Sunt utile pentru rationalizari urmatoarele formule:

(3/;—%/5)(3/57+i/£+3/b7):a—b; (i/;+3/5)(3/a7—i/£+3/b7):a+b;
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6. NUMERE COMPLEXE
NUMERE COMPLEXE SUB FORMA ALGEBRICA

- 2
C= {Z‘Z =a+ibabeR,i” = _1} - multimea numerelor complexe.  z=a+ib=Re z+Im

z
OPERATII CU NUMERE COMPLEXE PUTERILE LUI i

Fie z =a+ib, z,=c+id. Atunci:

l.z,=z,<a=c si b=d. 1. i* =1
2. z,+z, =(a+c)+i(b+d). 2. i =
3.z,-z,=(a-c=b-d)+i(a-d+b-c). 3. %=1
4. z, =a—ib, conjugatul lui z, 4. %3 =
5 s actbd, becad 5.0 =Ll

z, c +d c +d i’ i

1 a b i",n  par
6.—= —i . 6. i7" =(-)"=(-D"-i"=

Zl a2+b2 a2+b2 ( ) ( ) .

PROPRIETATILE MODULULUI  |z/=va’ +b” - modulul numerelor

complexe
1. ‘Z‘ZO,ZZO@Z:O 2.z-;=‘z‘2
3. ‘z‘:‘;‘ 4. |z, 2| =z,] |z,
z

5. |2 :M,Zz #0 6. |z|-|z| |7 £ 2| <[] +2)

2 ‘22
7. |z" =‘z‘" 8. zeC; zeReoImz=0cz=12.
ECUATIL:

X*=a, al0= x=+iy-a

/2 2 /2 2
z2=a+ib:>z,_2:i[\/a+ az b ii\/_a+ 2a +b ] ,+’ dacd b pozitiv; ,-, dacab
negativ

—b+b* —dac —bti—A
—sau zidaca A0
a

ax’* +bx+c=0=x,, =
’ 2a
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7. FUNCTIA EXPONENTIALA
Def. f: R— (0,00), f(x)= a*,a)0,a =1

E S

Y

Dacia a )1 = f este strict crescatoare
x(x, =>a" (a”
Daci a < (0,1)= f este strict
descrescatoare
x,{x, =a")a"
Proprietati:
Fie a,b € (O,oo),a,b zlL,x,yeR=

x Y= g™ty

a’-a

(a-b)x =a*-a’

) =

ax, =a"7V,a#0

a}

[")/ ARy

b b*

a’ =1

a” Lx,aiO
a

pentru  alO,nu se defineste a*

Tipuri de ecuatii:

1. a’“=b,a)0,a #1,0)0 = f(x) = log, b
2.27Y=a*Y )0 = f(x) = g(x)
3.27Y=p2% 4,0)0= f(x) = g(x)-log, b
4. ecuatii exponentiale reductibile la ecuatii
algebrice printr-o substitutie.

5. ecuatii ce se rezolva utilizind monotonia
functiei exponentiale.

Inecuatii

a>1, ' <a*™ = f(x) < g(x)

ac0l) o’ <a*™ = f(x)=g(x)
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8. FUNCTIA LOGARITMICA
Def: f:(0,00) —R, f(x)=log, x,
a)0,a #1,x>0

y -
Y=logax

Daca a )1 = f este strict crescatoare
x;(x, =log, x,(log, x,
Dacid a € (0,1)=f este strict
descrescatoare
x,{x, = log, x,)log, x,

Proprietati:
Fiea,b
ce (O,oo),a,b,c #1,x,y€(0,0),me R=

a’ =x)0= y=log, x
log, x-y=log, x+log, y

log, = =log, x~log, y
y

log,a” =m, log,b” =mlog,b
log, b 1

log, b= 08 R log, a
log, a log, b

alog,, ¢ _ clogha , x = log,, x

log,1=0, log,a=1.

Tipuri de ecuatii:

1.log,,, g(x)=b,/.2)0,f #1= g(x) = f(x)'
2. log, f(x)=log, g(x) = f(x) = g(x)

3. log, f(x) =log, g(x) = f(x)=a"**™

4. ecuatii logaritmice reductibile la ecuatii
algebrice printr-o substitutie.

5. ecuatii ce se rezolva utilizand monotonia
functiei logaritmice.

Inecuatii

a)l: log, f(x)<log, g(x)= f(x)< g(x)
ae(0;1): log, f(x)<log, g(x)= f(x)> g(x)
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9. COMBINATORICA

Permutari

Definitie : Fie A o multime finitd cu n elemente. Se numesc permutiri de n elemente ale
lui A si se noteaza cu Pn, numarul tuturor multimilor ordonate formate cu cele n elemente ale
multimii A.

P=n!=1-2-3-..(n-1)-n,Vn21, neN. . Conventie: 0!=1;
Formula de recurenti pentru factoriale: Vn>1, neN=n!=n-(n-1)!.
Aranjamente

Definitie: Fie A o multime finitd cu n elemente si k un numar natural astfel incat »>k >0.
Se numesc aranjamente de n elemente luate cite k si se noteaza 4* , numdrul tuturor

submultimilor ordonate ale lui A, avand fiecare céte k elemente.

n!

( k)" Vn=>k=>0.
n—k)!

A = n(n=1)(n=2)...(n—k+1) sau 4" =

Observatie: 4" e N*,
Formula de recurenti pentru aranjamente: Vn>k>1, nkeN= A =(n—k+1)4"".

Definitie: Doua aranjamente de n elemente luate cate k obiecte se deosebesc prin natura
elementelor sau prin ordinea lor.

Combinari

Definitie: Fie A o multime finitd cu n elemente si k un numar natural astfel incat »>k >0.
Se numesc combiniiri de n elemente luate ciAte k si se noteazi C' , numirul tuturor

n oo

submultimilor de cite k elemente luate din multimea A.

!
Fie k.neN, O<k<nmAtunci, ¢ =—" .  (CreN*,
" (= k)t "

C'=Cl<p=qsaun—p=q.
Formula combinirilor complementare: an = Cn"'k,O <k<n.

n(n_l); etc.
2

Formula de descompunere a combinirilor : C* =C*, +C"/, Vk,neN, n)k>1.

Cazuri particulare: C)=C!'=1; C,=C!"'=n; C,=C'"=

: Pentru orice numair natural n si a si b numere reale exista relatia:

(a+b)' =C'a"+C a"™" -b+Ca" b +...... +C a4 CD
1)
(a=b)'=C a"=Cla™ b+ C a" B = 4 (-DFC " D L+ (-D)CD
1)
0 2 n n
Pentru a=b=1 se obtine C, + Cnl +C, +C, =(1+1)

Numaérul tuturor submultimilor unei multimi cu n elemente este 2" .

Termenul de rang k+1 al dezvoltarii este

T,.,=C a"* b, k=012,...,n

n
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10. ECUATIILE DREPTEI IN PLAN

1. Ecuatia carteziani generali a dreptei este  ax+by+c=0  (d)
Punctul M(xo0,y0) ed < a-x,+b-y,+c=0

. . . A Y=V _ X—X

2. Ecuatia dreptei determinata de punctele A(x1,y1), B(x2,y2): =

Yo =W Xy — X

3. Ecuatia dreptei determinata de un punct M(xo,y0) si o directie dati( are panta m)
y-yo=m(X-Xo)

4. Ecuatia explicitd a dreptei (ecuatia normals):

y=mx+n, unde m =1gp = Y2 =N este panta dreptei si n este ordonata la origine.
X =X

5. Ecuatia dreptei prin taieturi: X +% =1, a,b=0.
a

6. Fie (d): y=mx+n si (d’): y=m’x+n’
Dreptele d si d’ sunt paralele < m=m’sin#n’.
Dreptele d si d’ coincid < m=m’si n=n’.
Dreptele d si d’ sunt perpendiculare < mm’= -1.

Tangenta unghiului ¢ a celor doud drepte este |/gp = nom

1+m-m'
7. Fie d: ax+by+c=0 si d’: a’x+b’y+¢’=0 cu a’,b’,c’ = 0.si 6 = m((d,d")

Dreptele d si d’ sunt paralele < - b .

Dreptele d si d’ coincid o —=—=

Dreptele d si d’ sunt concurente < ﬁ, #* 7 < ab’-ba’# 0.
a

9 v oy a -a +b-b
cosf=———=-=

‘v‘- \/a2+b2~\/a'2+b'2
directori ai dreptelor d si d’.
Dreptele d si d’ sunt perpendiculare, |d L d'< a-a' +b-b' = 0‘

8. Fie punctele A(x1,y1), B(x2,y2), C(x3,y3), D(X4,y4) in plan.
Dreptele AB si CD sunt paralele, AB|| CD < () e R*,a.i AB=a-CD| sau

unde ;(—b ,a ),v_"(—b' ,a' )sunt vectorii

IMAB=IMCD.

Dreptele AB si CD sunt perpendiculare, |48 L CD < AB-CD= O‘
Conditia ca punctele A(x1,y1), B(x2,y2), C(x3,y3) sd fie coliniare este:

Vs~V _ X7 X

Yo =W Xy — X

2 2

9. Distanta dintre punctele A(x1,y1) si B(x2,y2) este AB = \/ (xz - xl) + (yz - yl)
Distanta de la un punct Mo(xo,Y0) la 0 dreapta h de ecuatie (h): ax+by+c=0 este data de:
‘axo +by, + c‘

va? +b?

d(Mo’h) =
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11. ELEMENTE DE ALGEBRA SUPERIOARA

a b Xy
Pentru doui matrice pitratice de ordinul doi avem: + =
c d z t
X y a-x a-y
a- =
z t a-z a-t
a b)(x y a-x+b-z a-y+b-t
c d)\z t) \cx+d-z c-y+d-t

. a b . g2
Teoremi: Fie 4= d e M,(C).Atunci 4" — (a + d)- A + (ad— bc) 1,=0,
c

a+x b+y
c+z d+t)

.. . .. a, ap a, ap
Definitie. Determinantul matricei 4 =

J este numﬁruldEt(A)z a0y —aydy =
ay Ay ay Gy
si se numeste determinantul de ordin 2. Termenii a,,a,,, d,,a, se numesc termenii dezvoltarii

determinantului de ordin 2.

ay dp dg
Definitie. Determinantul matricei 4 =| a,, a,, a,; |este numirul
az dy dsy
det(A) = a,,a5, 055 + Ay, 03,03 + 03,01, Ay3 — 130 Ay — Ay3A3,0y) — A3y 1 se numeste

determinantul de ordin 3. Termenii care apar in formuli se numesc termenii dezvoltarii
determinantului.

e Proprietitile determinantilor

P,. Determinantul unei matrice este egal cu determinantul matricei transpuse adicid daca
Ae M, (C), atunci det(4)= det(AT);

P,. Daci toate elementele unei linii (sau coloane) dintr-o matrice sunt nule, atunci determinantul
matricei este nul.

P,. Daci intr-o matrice schimbim dousi linii (sau doui coloane) intre ele obtinem o matrice care
are determinantul egal cu opusul determinantului matricei initiale.

P,. Daca o matrice are doua linii (sau coloane) identice, atunci determinantul siiu este nul.

P;. Daci toate elementele unei linii (sau coloane) ale unei matrici sunt inmultite cu un numir «,

obtinem o matrice al ciirei determinant este egal cu & inmultit cu determinantul matricei initiale.

P,. Dacid elementele a doui linii (sau coloane) ale unei matrice sunt proportionale, atunci
determinantul este nul.
P,. Daca linia i a unei matrici 4 este suma a doi vectori, atunci determinantul ei este egal cu

suma a doi determinanti corespunzitori matricelor care au aceleasi linii ca 4, cu exceptia liniei i
unde au cite unul din cei doi vectori.
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P;. Daci o linie (o coloani) a unei matrici pétratice este o combinatie liniara de celelalte linii

(coloane), atunci determinantul matricei este zero.

P,. Daci la o linie (o coloani) a matricii 4 adunim elementele altei linii (coloane) inmultite cu

acelasi numair, atunci aceasti matrice are acelasi determinant ca si matricea A4.

P,,. Daci 4, Be Mn(C ), atunci det(AB) = det(A)~ det(B) (Determinantul produsului a doua
matrici pitratice este egal cu produsul determinantilor acelor matrici). In particular

det( ")= (det(A))" ,neN .

P,. Determinantul Vandermonde:
I 1 1
a b c|l=0bB-a)(c—a)c-b)
a> b ¢

P,,. Daca A= (a,j) este 0 matrice triunghiulara (sau diagonala) (toate elementele de deasupra

diagonalei principale sau de dedesubtul ei sunt egale cu zero), atunci det(A)za”an...am.
(Valoarea determinantului este egali cu produsul elementelor de pe diagonala principali).

a 0 0
b ¢ Ol=a-c-f
d e f
e Aplicatii ale determinantilor in geometria plana
x y 1
(1). Ecuatia dreptei determinati de punctele A(xi;y1) si B(xa;5y2) este: [x;, », 1=0;
X, y, |1
x oy 1
(2). Conditia ca trei puncte A(x13y1) , B(x2;3y2) C(x33y3) si fie coliniare este : [x, y, 1[[=0;
D A |
| x y 1
(3). Aria triunghiului de varfuri A(xi3y1) , B(x23y2) C(x33y3) este 4 = 5 . ‘A ,unde A=x, y, 1
x5 yy |

Definitie. Fie A€ Mn(C). Matricea 4 se numeste inversabild daca exista matricea Be MW(C) cu

proprietatea ca A-B=B-A=1,, I fiind matricea unitate. A= det A A’ unde A’ se numeste
et

matricea adjuncta.

R ab . 1 d -b
In general, daci matricea A este de forma A = atunci 4~ = .
c d detA\—-c a
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12. LIMITE DE FUNCTII
P(X)=2x" + aix" '+ .coiininnnnnn. +a, ,20% 0 QX)=box™ + bix™ 1+ .ceeiiiininnns +bn ,bo# 0
0 n<m
@ n=m
by
X —>00 a), 0, n>m, gy 20
b, by
P(X) — 0, n>m, a, <0
m-——= by
i O(X)
X —>—00 a a n>m, n-m par
(0](_w) " [0]00
by by
a n>m, n-m impar
20 \(—e0)
by
Im P&) = a,(F0o)”
0, daci ¢ (_1 1)
hm Q= 1, daca q=1
0, daca ¢>1
nu exista, daca q< -1
lim sinx —1 1i 8x _ 1 smu(x) -1 tgu(x) -1
x——0 X x——0 X u(x)——0 H(X) u(x)——0 M()C)
. arcsinx . arctgx arcsinu(x) arctgu( )
=1 —==1 ———=1 =1
thno X tho P oo ulx) om TG
1 X 1 u(x)
1 (1+x); =e . 1 _ 1 (1+u(x))@ =e . 1
fim, fim [1+7] = | fim, Jim [ 1) -
. a' -l . In(l+u(x)) o) _
. In(l+x) Iim =Ina lim B =1 a ! g
lim ———=1 | =0 w0 B s —o ulx)
x—0
. (x) -1 .oxt (1+u(x)) -1 . u(x)
———=r | lIiIm =0 =r =0
xllvm—ﬂ) X x——n d u(x)*ﬂ) u(x) u(})@»w a ( )
a>1 lima = Jim ¢ =0 lim log, x = lim log, x =—x
x—— o xX—>—© xX——© x——0
ac(OD Jjm log,x=—0 |im log,x=o Jim ¢ =0 lm a ==
X——® x——0 xX—>® X—>—0
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13. DERIVATE
NR FUNCTIA | DERIVATA MULTIMEA PE CARE FUNCTIA DERIVATA
FUNCTIA ESTE DERIVABILA COMPUSA
1. C 0 R
2. X 1 R u u
3. x" nx"! R u” nu™lu’
4. X2 ax*! [0,o0] u? au*lu
5. l 1 1 1,
x X R’ 2z Y
6. 1 n 1 n .
o o R* u" o) u
7. 1 1
X = * u —Fw
Ix 2x R+ Vu 21
8. 1 R*+ n par \/7 1
n g n ’
\/; nn xn—l R*,n impar u nn un—l u
9. sin x €OSX R sin u u’cos u
10. €OoS X -sinx R cos u -u’sin u
11. t t
gx L R{Qk+1)E | keZ} gu L
cos” x 2 cos” u
12. ctg X 1 R\{k7 | keZ} ctgu 1 iy
sin® x sin’ u
13. | arcsin x 1 -1L,1) arcsin u 1 .
u
1-x° 1-u’
14. | arccos x 1 (-1,1) arccos u 1 ¥
1-x’ 1-u’
15. arctg x 1 R arctg u | I
1+x° 1+u’
16. | arcctg x 1 R arcctg u 1
1+x° 1+u’
17. aX a‘Ina R a' a'.Ina.u’
18. eX e” R e e'.w’
19. Inx 1 R+ Inu 1 o
X u
20. log  x 1 R+ logau 1 4
xlna ulna
21. uY ) = v.ulu +uvv.nu
/Y _fe-1g
L(f-g)=f"g+fg: 2 =afs3 [EJ e

4.(f N (fx)=

1

()
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14. STRUCTURI ALGEBRICE

Definitie

Notiunea de structuri algebrica se referd la o multime nevida de numere, pe care
se defineste una sau doud functii numite legi de compozitie si care verifica o serie de
proprietati numite axiomele structurii.

Definitie

Fie M= & , (o multime nevida). O aplicatie ¢ definitd pe produsul cartezian
MxM cu valori In M, @:MxM—>M , (x,y)>¢((x,y)) se numeste lege de

compozitie (internd) pe M.

Definitie:

Fie M# & ,(o multime nevidd) pe care este datd o lege de compozitie ¢ . O
submultime H a lui M cu proprietatea Vx,yeH = ¢((x,y))e H se numeste parte

stabila a lui M in raport cu legea de compozitic @. (Se mai spune ca legea ¢ este
corect definitd)

Definitie:

O lege de compozitie MxXM—M , (X,y) — X *y se numeste asociativa pe M daca
(x*y)*z =x*(y*z), Vx,y,ze M

Definitie:

O lege de compozitie MxXM—M , (x,y) — X*y se numeste comutativia pe M daca
X*y=y*X, Vx,yeM.

Definitie

Un element e € M se numeste element neutru pentru o lege de compozitie
MxM—M,
(x,y) — x*y,daca x*e=ex*x, Vxe M. (e daci existd este unic).

Definitie

Fie M#0 o multime inzestrata cu o lege de compozitice MXxM—M, (X,y) — X*Yy,
asociativa si care admite element neutru, e. Un element X M se numeste
simetrizabil 1n raport cu legea de compozitie , dacd existd X’ e M al. x*X* =x"*Xx=¢
VxeM.

Definitie

O multime nevida G inzestrata cu o lege de compozitie GXG—G, (x,y) — X*y se
numeste grup comutativ sau abelian daca sunt indeplinite conditiile:
1. (x*y)*z=x*(y*z),Vx,y,z € G.(Asociativitatea)
2. x*y=y*x, Vx,yeG; (Comutativitatea)
3. deeG ai x*e=e*x=x, VxeG; (Element neutru)
4. VxeG, Ix' €G ai x*x' =x" *x=e. (Elemente simetrizabile)

Definitie

Fie (G:#)si (G';0)doud grupuri. O functie f:G — G'se numeste morfism de grupuri
daca verificd proprietatea f(x*y)=f(x)o f(¥), ¥x,yeG; Un morfism f:G—>G se
numeste endomorfism al lui G;

Definitie
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Fie (G;®)si (G'o)doud grupuri. Un morfism f:G— G'se numeste izomorfism de
grupuri dacd f este o functie bijectivd;  Un izomorfism f:G—G se numeste
automorfism al lui G;

Definitie

Fie M =0 o multime inzestrata cu douad legi de compozitie MXM—M, (x,y) - x*y,
(x,y) >xoy.
Operatia "o" este distributiva la stinga fata de operatia
"k xo(yrz)=(xoy)*(xoz), Vx,y,z€M
Operatia "o" este distributivi la dreapta fati de operatia "+"
& (y*z)ox=(yox)*(zox), Vx,y,ze M
Spunem ca legea de compozitie (x,y) —xoy este distributiva fata de legea
(x,y) — x*y daca este distributiva si la stinga si la dreapta.

Definitie

O multime nevida I inzestrata cu doud legi de compozitie "+" si "o" se numeste
inel daca sunt indeplinite urmétoarele conditii:
1. (I;*) este grup abelian;
2. a doua lege este asociativa (xoy)oz=xo(yoz),Vx,y,zel.
3. a doua lege este distributivd fati de prima xo(y*z)=(xoy)*(x0z), Vx,y,z€/}
(y*z)ox=(yox)*(zox), Vx,y,zel.

Definitie

Fie (Z,*°)un inel . Un element ael, a#0 se numeste divizor al lui ,,0” la
stanga (respectiv la dreapta dacd 3bel, b=#0 astfel incit ash=0(bea=0). Un

element ,, a” care este in acelasi timp divizor al lui ,, 0 ” la stdnga si la dreapta se
numeste divizor al lui ,, 0 7.

Definitie

Un inel (/,*,0) are divizori ai lui ,, 0 ,, < 3a,hel, a,b=0astfel incat a-b=0,
boa=0.
Un inel (/,%0) nu are divizori ai lui ,, 0 ,, < aob=0=a=0sau b=0 sau
Va,bel,a#0 ,b#0=aob+0;

Definitie

Un inel (Z,* ) unitar, nenul fara divizori ai lui ,, 0 ,, se numeste inel integru. Daca
in plus, inelul este si comutativ, va fi numit domeniu de integritate.

Definitie

Fie (Z,#,0)un inel unitar. Un element a < (/,* ) se numeste inversabil daca exista
be(l,*0)astfel Incit aocb=boa=e unde e este elementul neutru de la a doua lege.

Notam cu U(I)={aeI|a—inversabil| - grupul elementelor inversabile ale
inelului (7,%,0) ;
Definitie

Fie (K,*,0)un inel unitar cul=0 . K se numeste corp daci orice element diferit de

elementul zero ” 0 ” al inelului este inversabil. Daca in plus, a doua lege este
comutativa, atunci K este corp comutativ.
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Definitie

Fie n e N*. Prin rest modulo n a lui ac Z se intelege restul impartirii Iui a la n( si
senoteazdi cuamodn). amodn e {0,1,2,3,...n —1}: R, - multimea resturilor lui a
la impartirea cu n.

Notim cu Z, = {();i; 2.0 —1} - multimea claselor de resturi modulo n;

Asadar, ack<amodn=k; Z =6ufu2u....un—1;

Teorema. Fie neN. Atunci —a=n—a, VaeZ,;

a e, este inversabil daci si numai daca a si n sunt prime intre ele, (a,n)=1;
Numirul elementelor inversabile ale inelului(Z,,+,) este dat de formula

Uz,

=p(n) :n[l—i]-[l—LJ-...-[l—Lj unde n=p," - p,” -...- p,* reprezinta
| P Dy

descompunerea in factori primi ai numarului natural n;

15. POLINOAME

Definitie (Forma algebrici a unui polinom)

Se numeste polinom in nedeterminata X cu coeficienti in corpul K o expresie
algebrica de forma f=a,+a, X +a,X* +a, X’ +...+a,X", unde neN iar

a,,a,,a,,a,,...a, € K se numesc coeficientii polinomului, q,se numeste termen liber iar
a, se numeste coeficientul dominant.

Notam cu K[X], multimea polinoamelor cu coeficienti in corpul K;

n
Dacd feK[X], atunci f= Z“:’X ",a,#0 este scrierea sub forma restransa a
i=0

polinomului f;
Definitie (Gradul unui polinom)

Fie 7= Zn:aiX "un polinom nenul din K[X]. Numarul natural n se numeste gradul
i=0

polinomului f si scriem grad (f) =n, daca a, #0 si a, =0,Vi)n.

Gradul polinomului nul (f=0), este — o, cu conventiile, —oo(n, —0+n=—o0.
Daca a, =1, atunci f se numeste polinom unitar.
Teorema: Fie K un corp si f,ge K[X]. Atunci:

a) grad(f +g) < max(grad(f),grad(g)) ; b) grad(f-g)=grad(f)+grad(g);
Definitie (Polinoame egale)

Douad polinoame f,geK[X], f=a,+a X +a, X’ +a, X" +...+a,X" si
g=by,+b X +b,X* +b, X" +...+b X"se numesc egale si scriem f =g dacd si numai
daca au acelasi grad, n = m si coeficientii termenilor de acelasi grad, sunt egali,
a,=b,,Vi=0,n.
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Definitie (Polinom constant. Polinom nul)

Un polinom, f=a,+aX+a,X>+a,X’ +...+a,X" €K[X]|se numeste constant
daca toti coeficientii polinomului cu exceptia termenului liber , sunt nuli.
f se numeste polinom nul daca si numai daci toti coeficientii polinomului sunt nuli,
a,=0, VieO,n.

Definitie

Fie f eK[X], f=a,+a,X+a,X* +a, X’ +....+a,X". Pentru xe K , numarul
f(x)=a, +a,x+a,x’ +a,x’ +...+a,x" se numeste valoarea numerica a polinomului f
in x. Daca f(x)=0 atunci x se numeste radicina a polinomului /< K[X] si spunem
ca x anuleaza pe f.

Definitie

Fie feK[X]un polinom arbitrar ales. Se numeste functie polinomiala asociata
polinomului f, functia 7: K — K,definitd prin 7(x)= f(x), VxeKk.

Teoremi: Daci f este un polinom cu coeficienti rationali si a,b < Q,b)0astfel incat
Jb2Q, atunci, existi A4, BcQastfel fincat f(a++/b)= A+ BJb respectiv,
fla=by=4-Bb .

Definitie(Adunarea si inmultirea polinoamelor)

Fie K un corp comutativ si
f.geK[X],f=aX"+a,_ X" +..+aX +a,,grad(f)=n,
g=b,X"+b, X" +.+bX+b, ,grad(g)=m, n=m .
Atunci, pe multimea K[X] definim operatiile:
f+g=a,+b,+(a, +b)X +...+a, X" +. . +a X"
frg=a, by +(ayh, +ab)X +....+(ayh, +ab, | +..+a,b)X" +..+ab, X"".

Definitie(Ridicarea la putere a unui polinom)

Fie feR[X]si neN. Atunci, f" = fefe....of ,ar f*=1, f=0.
Lo Tt

nde [

Teorema impartirii cu rest: Fie K un corp comutativ si /,g<K[X], g#0. Atunci
exista si sunt unice, polinoamele q si r

din K[X], astfel incat ' =g-q+rcu grad(r) ( grad(g).

(Polinomul f se mai numeste deimpartit, g se numeste impartitor, q se numeste cat iar
r se numeste rest.)

Teorema restului: Dacid feK[X],f=0si aeK, atunci restul Tmpartirii
polinomului f prin binomul X-a este egal cu f(a).

Definitie

Fie f.g e K[X]. Spunem ca polinomul g divide polinomul f si scriem g|/f (sau
polinomul f este divizibil prin polinomul g si scriem f:g), daca existd polinomul
h e K[ X]astfel Incat f=g-h.

Teorema lui Bézout: Fie K un corp comutativ si f un polinom din K[X].

Elementul ¢ € K este o radacina a lui f daca si numai daca X-a divide pe f.

In concluzie, f este divizibil cu binomul ¢=X-a < f(a)=0.
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Teorema: Fie K un corp comutativ si f un polinom din K[X]. Polinomul f este
divizibil cu polinomul g =(X -a)(X-b)< f(a)=0si f(b)=0.

Observatie: Daci polinomul g este trinomul de forma g =aX” +bX +c care se
poate scrie de forma g=(X —x )(X —x,) atunci, f este divizibil cu g

< f(x)=0,/f(x,)=0.

Definitie(Radacini multiple)

Fie f e K[X]un polinom nenul si a € K o rddacina a lui f. Un numar natural si
nenul k, se
numeste ordin de multiplicitate al radacinii a dacad (X -a)'|fsi (X-a)*'[f. In
aceste conditii, a se numeste radacina multipli de ordinul k al lui f.

Pentru k = 1, a se numeste radacina simpld; Pentru k = 2, a se numeste rdddcind
dubld, iar

Teorema: Fie f < K[X], K unul din corpurile Q,R sau C si ae K. Atunci, a este
radacind multipla de ordinul k a lui f daca si numai daca
f@=f(@=..=f"@=0si f“@@=0.

Teorema: Fie f,ge< K[X]. Polinomul f este divizibil prin polinomul g daca si
numai daci orice riadacina a polinomului g este ridéiciné si a polinomului f avand

acelasi ordin de multiplicitate.

Definitie

Fie f,g e K[X]. Un polinom d € K[X] este un cel mai mare divizor comun al
polinoamelor fsi g siscriem c.m.m.d.c(f,g) daca sunt verificate conditiile:

a) d|fsid|g; b) daci existd d'e K[X]astfel incat d'|f si d'|g, atunci d'|d .

Pentru un c.m.m.d.c(f,g) se foloseste si notatia (f,g) si daca exista este unic.
Definitie

Douad polinoame f si g din K[X] se numesc prime intre ele(relativ prime) daca

cel mai mare divizor comun al lor este 1.

Definitie

Fie f,geK[X]. Un polinom me K[X]este un cel mai mic multiplu comun al
polinoamelor fsi g, si scriem c.m.m.m.c(f,g) daca sunt verificate conditiile:

a) flm si glm; b) Vm'e K[ X]astfel incat f m'.

m' si glm', rezultd m

Pentru cel mai mic multiplu comun al polinoamelor f si g se mai foloseste
notatia [f,g].
Teoremi: Fie f,ge K[X] astfel incat f =0 sau g=0. Dacd d=(f,g)este un cel

mai mare divizor comun al lor, atunci [f,g]- (f.g)=f"g.

279




ADRIAN STAN

Definitie

Fie K un corp comutativ si f € K[.X] un polinom in nedeterminata X cu

coeficienti in K. Se
numeste ecuatie polinomiali sau algebrica, orice ecuatie de forma f(x)=0.

Numarul aeR se numeste ridécind a polinomului f daca si numai daca
f(a)=0, altfel

spus numarul ,, a ” este solutie a ecuatiei asociate polinomului.

Definitie

Fie K un corp comutativ §i f e K[X]un polinom astfel incat grad(f)=n>1.
Spunem ca f
este un polinom reductibil peste K daca se scrie ca produsul unor polinoame de
grad inferior cu
coeficienti in K. In caz contrar f se numeste polinom ireductibil peste K.

Teorema fundamentala a algebrei:  Orice polinom cu coeficienti complecsi de
grad mai mare sau egal cu 1 are cel putin o radicinid complexa.
Teoremia: Fie K un corp si f un polinom nenul din K[X]. Daca

X;3 Xy, Xy X, € K sunt radacini distincte ale lui f, avand ordinele de multiplicitate
respectiv kyoky kg k) atunci f se poate scrie sub forma
f=(X-x)" (X =x,)* (X —x)"..( X —x,)" - g, unde g e K[X].

Teoremi : Orice polinom f e K[X]cu grad(f)>1 se descompune in mod unic intr-
un produs finit de polinoame ireductibile peste K de forma /=7 -/, -..- f,.
Teoremai: Singurele polinoame ireductibile din C[.X] sunt cele de gradul intai.

Teorema : Daci un polinom are radicini in corpul K atunci f este reductibil in
KI[X].
Reciproc nu este adevirat.

. . b c d
Relatiile lui Viéte: xl+x2+x3=—;, XXy X, Xy X X = xl-xz-x3:—;;

f se mai poate scrie si sub forma f =a(X* -8 X +5,X —S,),a € K \{0}, unde
S, =x+x,+X, S, =xX,+Xx+XX,, Sy =X%, X,

in exercitii sunt utile si formulele:

2 2 2 2 .
1. | +x," +x, :(x]+x2+x3) =2(x,%, + X,%; + X,X;) |;

3
2. | +x, +x7 = (x1 AR x3) =3(x, +x, +x,)(x,X, + X,%; +X,X;) +3x,%,X;|  sau

3 3 3 _ 2 2 2
3. +x," +x —(x1+x2+x3)(x] AR aey AR =G = d5ih =JEgE ) 3P A6
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~

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

chx=c~x+C, ceR

16. PRIMITIVE

18.

1
———dx, A0
J b, AL )
al(x+—)" =(=—)71
R I 1 dee 2a 2a
. Ix"dx= +C ax’ +bx+c 1
71 | % A
a[()f+g)2 +(—)’]
xa+1
Ix“dx: +C
: Ax+ B mQRax+b)+n
o+l 19. J‘arxz+bx—0—cdx:j ax® +bx+c dx =
X 1
Iaxdx _ hal L C m-ln‘ax2+bx+c‘+n~.|.7ax2+bx+cdx
a
x x 20 || ———dx=In(x+Va*+ +C
‘J'edxze + C -[\/7)6 nr a4
1 1 2 2
. J-—dx:]nlx|—|—c 21. Iﬁdx=1nx+ x —a’ |+C
x X —a
J‘de:_l_kc 22,I —dx = arcsm Yic
x2 X Va
4 jsinxdx:—cosx+C 2 fﬁdx—w +a’+C
: J-cosxdx=sinx+C 24. J’%dx:x/f—cﬁ +C
X —a
1
__ X
J.sin2 xdx_ cigx+C 25. J‘i\/ﬁdx=—\/az -x’+C
a —x
I s—dx=1gx+C 26.
cos” x 2
J.\/xz+azdx:5\/)cz+a2 ﬂ-a—lnx+\/xz+a2 +C
J. tgxdx:—ln‘cosx‘+C 2 2
27.
2
J- cigxdx = In|sin x|+ C J.\/xz—ani)c:g\/xz—otz—%lnxﬂ/xz—a2 +C
J. 1 1 ‘ ‘ 28.
dx =—Inlax+b|+ C
ax+b a J.\/az—Xdezg\/az—XZ +%arcsin£+C
a
Iﬂdx= ln‘ax2 +bx+cl+C 29.
ax” +bx+c 1 1 1
1 1 x I(ax+b)" 7_(n—1)(ax+b)"" Z+C
IﬁdXZ—arctg—+C
x“+a a a 30.
1 1 xX—a X +a —.X
dx=—1In +C - dx=— +C =
"-xz—a2 2a |x+a I(X +a)? I x +a)2
1
— dx—— Xx- dx
az'[x+a J [2x+aj
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Definitie:

Fie f, F: I — R. Spunem cé F este o primitiva a lui f daca:
a) F este derivabila pe I; b) F’(x) =f(x), VxeI.

Definitie:

Fie f, F: I — R, unde F este o primitiva a lui f. Spunem ca:

a) Orice primitivi F a lui f este crescitoare pe I dacid si numai daca
F'(x)>0, Vxel;

b) Orice primitivd F a lui f este descrescitoare pe I daci si numai daca
F'(x)<0, Vxel;

¢) Orice primitivda F a lui f este convexd pe I dacid si numai daca
F"(x)>0, Vxel;

d) Orice primitivi F a lui f este concavi pe I dacid si numai daca
F"(x)<0, Vxel;

Teoremi: Orice functie continud definiti pe un interval admite primitive pe acel
interval.

Teoremd : Fie f: I — R. Daca [ [,:I— Rsunt doud primitive ale functiei f,
atunci existd o constantd ¢ <R astfel incit [ (x)= [, (x)+c,Vxel.
Definitie:

Fie f: I - R o functie care admite primitive. Mulfimea tuturor primitivelor lui f
se numeste

integrala nedefiniti a functiei f si se noteaza prin simbolul I J(x) dx. Operatia de

calculare a
primitivelor unei functii(care admite primitive ) se numeste integrare.

ff (X)dx ={F e F()/F  primithi a lui f|,

Teorema: Daca f,g:I—> R sunt functii care admit primitive si o € R, a #0, atunci
functiile f+g, of admit de asemenea primitive si au loc relatiile:f(f+g) =f +Ig,
Jaf=alf, a0, [f =[f +C

De asemenea, J.f'(x)dx =f()+C, (Jf(x)dx)[ =f(x)+C.
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17. Proprietati ale integralei definite

Formula Leibniz — Newton

Definitie: Fie 7:[a;h] >R, a(b, f continua si F:[a;h] — R o primitiva a sa.
b

b

Numirul _[ f(x)dx=F(x)| =F(b)—F(a)se numeste integrala definita a functiei f.

a

Proprietatea 1. (Proprietatea de liniaritate a integralei)

Fie f,g:[a;b] — R, functii continue si m,n<R. Atunci are loc relatia:
b b b
I(mf(x) + ng(x)) dx = mI Ff(x)dx+ njg(x)dx .

a

Proprietatea 2. (Proprietatea functiilor continue pare respectiv impare)

0, f impara

Fie 7:[-a; Ro functie continua. Atunci dx=4 4
il-a;al—> t Jaf(x) i Y
0

Proprietatea 3. (Proprietatea de aditivitate a integralei)

Fie f:[a;ph]—>Ro functie continua si c c(a;b). Atunci

[ =] reods+ [ fare.

Proprietatea 4. ( Proprietatea functiilor continue pozitive)

b
Fie f:[a;b]—> R o functie continui si 7(x)>0, Vx[a;b]. Atunci _[f (x)dx >0

Proprietatea 5. (Proprietatea de monotonie a integralei)

Fie f,g:[a;p] > R, functii continue si /(x)<g(x), Vxe[a;b]. Atunci

[ s fatoas.

Proprietatea 6. ( Proprietatea de marginire a integralei)

Fie 7 :[a;b] —>R o functie continui si m< f(x) <M, Vxela;b].

b
Atunci m(bh—a) < j F)dx<Mb-a).

Proprietatea 7. ( Proprietatea modulului integralei)

Fie f:[a;h] >Ro functie continui. Atunci

if (x)dx

Sji|f(x)|dx.
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Metoda integrarii prin parti : Fie f,g:R—R sunt functii derivabile cu derivatele
continue, atunci functiile fg, f’g, fg > admit primitive si are loc relatia:
.[f "(x)eg(x)dx = f(x)g(x)~ _[ F(x)eg’ (x)dx

Integrarea functiilor rationale cind grad(f) > grad(g)

Daca grad f >grad g, atunci se efectueaza impartirea lui f la g = f=gq+r, O<grad

AC () +r(x) Pentru ~ ) r(x)
g( g(x) g(x)

r<grad g si deci R(x)= se face scrierea ca suma de

fractii rationale simple.

Aria subgraficului unei functii

Definitie. Fie 1 :[a.b] > [0,0) 0 functie continua. Multimea
r, = {(x,y)a <x<bh0<Ly< f(x)}

se numeste subgraficul lui f si reprezintd mulfimea punctelor din plan cuprinse intre
graficul lui f, axa Ox si dreptele verticale x =a, x =b.

Volumul unui corp de rotatie

Dacii f:[a,b] > [0,0) este o functie continui atunci volumul corpului obfinut prin
rotirea graﬁcului functiei f in jurul axei OX (numit corp de rotatie) este:

Vol IZ'J.f (x)dx.
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