1.

Modul. Radicali — Metode de abordare a unor probleme de concurs

Se considera numerele reale x, y, zsinotam a = |x 4+ 2|+ |y + 2|+ |z+2|sib = |x| +
Iyl + |zl

a) Sasearatecia+ b = 6.

b) Stiindcax,y,z€ [-3;1]six+y+2z=—-3,sdasearatecia+ b < 10.

Solutie propusa:

a) a+b=|x+2|+|y+2|+|z+2]|+ x|+ |yl + |zl
Ardtam ca |x + 2| + x| = 2 pentru orice numar real x. Pentru aceasta vom considera
cazurile i) x € (—o0, —2] cand vom avea —x — 2 — x > 2, adica —2x > 4 ceea ce
inseamna x < —2, evident adevarat.
ii)x € (—2,0) candavem x + 2 — x = 2, adicd 2 > 2, adevarat.
iii) x € [0,00) cand avem x + 2 + x > 2, adica 2x > 0, ceea ce inseamnd x > 0. Astfel si
ly + 2|+ |y| = 2 si|z+ 2|+ |z| = 2, deci prin insumarea relatiilor vom obtine cerinta.
b) Inprimul rind observam cid avem urmitoarele posibilitati pentru |x + 2| + |x| ( si la fel
pentru |y + 2| + |y| respectiv |z + 2| + |z])
i)daca x € [-3,—2) rezultd |x + 2|+ |x|=—x—-2—x=—-2x—2 € (2,4]
ii)daca x € [—2,0] rezultd |x + 2| + x| =x+2 —x =2
iii) daca x € (0,1] rezultd |x + 2| + x| =x+ 2+ x = 2x + 2 € (2,4]
Dacd x,y,z € [—3;1] ramane sa aratam ca relatia x + y + z = —3 poate avea loc numai
daca cel putin unul din numerele x, y , z este in intervalul [—2,0] . Presupunem ca toate
sunt in afara acestui interval, considerand ca x <y < z.
Putem avea urmatoarele situatii

1) X,y,Z € [—3,—2) ceeace conduce lax + y + z € [-9, —6) contradictie cu x +
y+z=-3

i) x,y €[=3,—2)iarz € (0,1] ceea ce conducelax +y +z € (—6,—3)
contradictiecux +y +z = —3

iii) x €[-3,—2)iary,z € (0,1] ceea ce conduce lax +y + z € (—3,0)
contradictiecux +y +z = —3

iv) x,v,z € (0,1] ceea ce conduce la x + y + z € (0,3] contradictie cu
x+y+z=-3

Astfel rezulta ca unul din numere este in intervalul [—2,0] iara + b <4+ 2 + 4 = 10.

2. Numerele reale a,b,c,d,e au proprictatea

la—b|l=2|b—c|=3|c—d| =4|d—e| =5|e—al.
Sa se arate ca a=b=c=d=e.

Solutie propusa:

Fie la — b| = 2|b — c| = 3|c — d| = 4|d — e| = 5|e — a| = k. Astfel vom avea
k
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|a—b|=k,|b—c|=5,|c—d|=§,|d—e|=z,|e—a|= ceea ce inseamna
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+ 5= 0 ceea ce ar conduce la + o= +2 cu p € Z, evident imposibil.
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3. Stiind ci m si n sunt numere naturale sim + 2n = n? + \/m2 +2m+ |2m + 1 — 2n|, aratati
calm—n| < 1.
Solutie propusa:
Avem |2m 4+ 1 — 2n| = 1, deoarece 2m si 2n sunt pare, astfel ca
JmZ+2m+2m+1-2n|=2VmZ+2m+1=m+ 1.
Darm+2n—-n?=m+1-(1-2n+n¥)=m+1-mn-1D?<m+1
Cum relatia se scrie m + 2n — n? = \/mz +2m + [2m + 1 — 2n|, rezulta ca egalitatea are
loc doar cand ambii membri sunt egali cum + 1.
Obtinem astfel 2n — n? = 1, ceea ce implicd n=1 si deci |2m + 1 — 2n| = 1, care conduce la
m € {0,1}.
Vom avea astfel [m — n| € {0,1}, deci |[m —n| < 1.
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