Fisa de lucru- Recapitulare finala- clasa a IX-a

Probleme propuse

10.

11.

a. Si se arate ci: [(\/ﬁ+\/n +1ﬂ =4n+1,neN",n>3 (unde am notat cu [...], partea

intreaga).
b. Sise calculeze:[(\/2021 + \/2022)2].

Fie aeRcu %< a<1. Calculati suma:S = [%1] + [Z—:ﬂ + [Z—i] +...+ [Z:igi]

a. Fie numerele arbitrare n e N™,p € Z".S4 se arate ci numirul p admite o reprezentare
de forma,undea, € Z",i=12,--,n
3 3 3
.. * A a, +a, +a
b. Gasiti a,,a,,a, € Z', astfel incit —2=——2—2_,
(a,+a,+a,)
Fie multimea A=(-3, 4]. Sa se determine multimea:

(—X+l<x—2jv(x_2 33) .
3 X+ 2

5 : 29 . <
Sa se rezolve ecuatia [3X — ?]2 2X +1, unde [.] este partea intreaga.
Fie a,,a,,...a, termeni ai unei progresii aritmetice. Aratati ca

B:{XEA

k
2 2 2 2 2 2 2 2
a, —a, +a; —a, +..+a, , —a, :—(a1 —a2k)
2k -1

Intr-o progresie aritmetica a, +a, = 24,a,, —a, =10. Se cere suma primilor 10 termeni ai
progresiei.
Intr-o progresie geometricd b, —b, =72,b, —b, =144. Se cere suma primilor 10 termeni
ai progresiei.
Fie X, y, z in progresie aritmeticd. Sa se arate cd urmatoarele numere sunt in progresie
aritmetica: . ! . . unde x,y,z>0

Sy VeI x|y R

. Fie progresia geometrica (x,),=1, CU termeni pozitivi, iar (y,),»1progresie aritmetica
avand x; = y;8i X, = y,. Sa se demonstreze ca x,, = y,, (V)x = 1.

Primul termen dintr-o progresie aritmetica si respectiv geometrica este 3. Al doilea termen
al progresiei aritmetice este cu 6 mai mare decat al doilea termen al progresiei geometrice.
Termenul al treilea din cele doua progresii este acelasi. Determinati progresiile.



12. Se da functia f:[3,0) - R
f(x)=\/x+1+4\/x—3+\/x+1—4\/x—3

13

14. Sa se gaseasca functiile: f, g: R—R astfel incat: {

15

16

17

18

19

20

a. Aflati pentru ce valori ale lui x avem f(x) = 2vx — 3

b. Calculati valorile functiei in punctele

6067

x_
17 5022

. Sa se rezolve inecuatia:

diferite.

15165
Xy =
2022

(37 4 X + x* + x2 +1)3 - X)

(x* +x? +1)- x+1) =0

. Pe laturile [AB], [BC], [CA] ale triunghiului ABC se
) : —_ 1l == . = — .
considerd punctele M, N, P astfel incat: AB = 3 MB,PB =5PC si CN = g NA. Aratati ca

punctele M, N, P sunt coliniare.
. Fie ABC un triunghi iar A’, B’, C’ mijloacele laturilor [BC], [AC] si [AB]. Aratati ca:

a ﬁ=%(ﬁ+A_C);

b. AA+BB+CC'=0

7f(x+1)+3g(x-1)=23x+10
2f(x+1)—-g(x-1) = x+1

vvvvv

. Fie o placa triunghiulara ABC. Sa se arate ca se poate obtine din aceasta o altd placda MNP,
cuMe(AB), Ne (AC), Pe(BC), al carei centru de greutate sa coincida cu cel al placii ABC,

daca si numai daca

AM BP CN

MB PC NA

. Se considera o placa de forma unui paralelogram ABCD si P un punct pe diagonala BD.
Considerand MP||AB, M e (AD), si NP || AD, N e(AB), sa se arate ca centrul de greutate
al sistemului de greutdti egale cu p, plasate in centrele de greutate Gi1, G2, Gs ale
triunghiurilor MDP, NBP si respectiv BCD, coincide cu centrul de greutate al suprafetei

MNC.

. Se considerd paralelogramele ABCD si EFGH 1in acelasi plan. Se considera punctele

MN,P.Q ~ pe

segmentele (AE), (BF), (CG),

(DH)

astfel

incat

AM/ME=BN/NF=CP/PG=DQ/QH=k. Sa se demonstreze ca patrulaterul MNPQ este

paralelogram.



Solutii l1a problemele propuse

a) [(\/ﬁ+\/n +1)2} = [n +2\n(n+1)+n +1]:
= [Zn +1+2n(n +1)J= 4n +1 deoarece pentru orice n natural,

n>3= mjzn;[Zn]zzn;[l]:

b) Dupa punctul a) inlocuind n cu 2021 avem:

(V2021 + v2022) | = 4 - 2021 + 1 = 8084+1 = 8085

2. Rezolvare :
1 1
Avems = [1+ 2]+ [1+ o]+ [1+ ]+ [14 ]
Cum 1<a<1:>1<1<2:> 1 =1
2 a a
E<a+1<2:>1<i<g:{i}:0s.a.m.d.
2 a+l 3 a+1
avem[ ]=O:
a+2021
S_1+[]+1+[_]+1+[a+2 +...+1 +[a+2021]
=1+1+1+0+1+0+...+1+0
=2+42021 = 2022
3.
p:p“‘ p® { } 13+23 +n3):
p> p° { } 2@+2+---+n)
_p*+(2p)’ +---+(np)’

=a, =p;a, =2p;--a, =np
(p+2p+-- +np)

CumpeZ =>a,,a,,-na,eZ .

4.

A=(-34]

XT+1<X 2=>X+1<3x— 6:>X>;:>XE(; szl



2x-8 |+ + +0 - - - - - - -

X+2 - - - - - -0 + + +

—2X—8
X+ 2

X € (—o0,~4]U (- 2,00) =S5,
S=Slu82—(—oo, 4] U (-2,:0)=5S
B=SNA = B=(- 2,4].

5.
2X+1leZ

2x+1s3x—%<2x+2

2x+1<3x—§ xz§
6 6 35 41
29 = 41Z>ESX<€
IX—— < 2X+2 x<€

:%£2x<4—1:>3—35+1§ 2x+1<%1+1:

2X+1=13=>x=6

2 2
12§£2x+1<14§:>{2)(+1:14:>X:%

6.

a’-a,+al-a’+.+aj , —-a =
= (a1 -8, )(a1 + az)+(as _a4)(as + a4)+"'+(a2k—l — 8y )(azm +a2k)
=—r(a, +a, +8, +.8, +...+ 8y, +a, )=
a, +a, ) 2k
:_r.SZk :_r.%=
2

—r-k-(a, +a,).

Pentru a exprima pe r in functie de a;si a,, avem din formula termenului general al

a‘l

unei progresiiaritmetice a,, =a, +(2k —1)r = r = ak—l



a,—a k
8 —8, +8; 8, +.. 8y, 8y = ;k—:sz 'k(al"'azk):m(alz _azzk)
1.
a, =a, +(n—-1r (a primul termen, r ratia, a, termen general)
an—a7:1O:>q+40r—q—6r:10:>r:g
pt+ag=24=a +2r+a +8r=24=a +5r=12
a, =12-5r :12—5§:—1
2 2
Suma primilor termeni ai unei progresii aritmetice este
1 5
[2a, +(n—1r]n [2:(=5)+9-2110 55
Sn = - SlO = =
2 2 2
8.
b, =b,q" " (b,primul termen, qratia, b, termen general)
b,—b,=72=bg’-bqg=72=Dbq(q* -1) =72
b, —b, =144=Db,q* —b,g* =144=Db,q°(q° —1) =144
2 f—
Rezultgca 200 =D 14 op _1
ba*(a”-1) 2
10
5, =20 = 5000 gy,
9.

Deoarece X, Y, zsunt in progresie aritmeticd rezultd cd X+2z =2y .

Verificam ca numerele date sunt in progresie aritmetica:
1 1 2

vz Ixefy eI

Elimindm numitorii:

Nz + V)X +Y)+ (Y +V2) Nz +x) = 2(Jy +V2)Wx +4y)
X+z=2yq.ed.

10.x;, =y, =x>0,q > 0;
Xy=y,2x'q=x+r->r=x-q—-x->r=x(qg—1)
Trebuie demonstratcix - q" 1 >x+ (n—1) - r
xq"l>2x+(n—-1)-x-(g—1)
Sx gt 2 x[1+ (- 1) (¢ - D)
Réamane de demonstrat cd pentru (V)n > 1
" tz1+(n-1 (-1
Pentrun = 1 sin = 2 este evident adevarat.
Presupunem adevarat pentru k, deci
g*'>1+ (k—1)-(q — 1) si aritim ci este adevirat si pentru k, adicd
g“=1+k-(q—1)



Dar
g“'>1+(k—1) (g — 1) inmultim prin q da
g*>q+(k—1)-(q—1)-q sirimane de aritat ci
g+ k-1)-(@q-D-q=21+k-(q-1D)eo(@-DA+k-q—q—-k)=0
o @-D*k-1)=20A)Mk=1

11.

Notam cu a,,a,,a, termenii progresiei aritmetice si cu b,,b,,b, termenii progresiei
geometrice. Fie q ratia progresiei geometrice. Avem:

a, =3a,=b,+6;a, =b,;b, =3;b, =b,q=3q;b, =b,q* =3q°.

Dar2a, =a, +a, = 2(3q+6)=3+3¢°> =3¢° -60q-12+3=0=

g=-lsauq=3.

Cazul 1 - pentruq=-1avem: a, =3,a, =3,a, =3,b, =3,b, =-3,b, =3 si cum la progresia
aritmetica ratia r este zero, cazul acesta nu convine.

Cazul 2 — pentru q = 3 avem:

a, =3,a,=15a, =27,b, =3,b, =9,b, =27.

12,
a.
fe)=[Vx=3+2|+Vx=3-2|=vx—3+2+[Vx—3-2]
Y v — o _ 4,x € [3,7]
=Vx—-3+2+|Vx—-3 4_{2x_3ﬂe(zw)
b. '

Deoarece x; € [3,7] rezultdaca f(x,) =4 ,in schimb pentrucd x, €

(7,0)vom avea f(x,) = 2J15165 _3=9 \/w _3V7

2022 2022

13 x4 x® 4 x® 4 x2+1>0; x*+x*+1>0

Pentru ca fractia data sa fie mai mica sau egala co zero trebuie ca:
3-X

<0
-X+1
X |- 1 3 + oo
3-X + + + + 0 - - -

x+1 |+ + 0 - - - - - -

3—-X
—-x+1

Deci x e (13].



14.
7f(x+1)+3g(x-1) =23x +10
2f(x+1)—-g(x-1)=x+1 /3

Adunand aceste doua egalitati:

7f(x+1) +3g(x—-1) =23x +10
6f(x+1)—3g(x—-1) =3x+3

13f(x+1) =26x + 13 = f(x+1) =2x +1

Notam x+1=y = x=y-1.
Atunci f(y)=2(y-1)+1 = f(y)=2y-1.
Deci f:R—R este f(x)=2x-1.
Din a doua egalitate rezulta:
g(x-1) = 2f(x+1) - x -1
g(x-1) =2(2x+1) - x -1
g(x-1) = 3x+1

Notdim x-1 =z = x=2z+1.
Atunci g(z) = 3(z+1)+1 = g(z) = 3z+4.
Deci g:R —R este g(x) = 3x+4.

15.

X # X, = A>0=(Mm+5)*—4m’* >0=-3m’ +10m+25> 0= me(—g,S}

16.

Demonstram ci vectorii MN si MP sunt coliniari.

MN = MA + AN
AM 1 AM 1 -~ 1
MB 3  AB 4 4 4



CN_3_AC _8_  _95%x~

—— == —=-=AN=-AC

NA 5 NA 5 8
Deci W:—%ABJrgE. (1)
Analog:

MP = MB +BP

MB - AB $1§D—§ﬁ
4 4

MP=>AB+>BC=>AB+>(BA+AC)=
2T Ty

~ 2AB-2AB+2AC= (- 2)AB+2AC
4 4 4 4 4
. — 1 — 5—
Deci  MP =—§AB+ 4AC )

Din (1) si 2) = MP=2MN = MP si MN coliniari.

17.
1) A

in A AA’B avem AA'=AB+BA'. (1)
In A AA’C avem AA'=AC+CA'. (2
Se aduna relatiile (1) si (2) si rezulta:

_—  — — —

2AA'= AB+AC + BA+CA'

\

AB+AC

Dar BA4+CA'=0 = 2AA'= AB+AC = AA'= >

2)

— —  — — . —

Deoarece AB+BA=0: AC+CA=0: CB+BC=0.



18.

AM BP CN
Notam —— =X —=Y —=1
MB PC NA

Trebuie sa aratam ca cele doua suprafete triunghiulare ABC si MNP au acelasi centru
de greutate daca si numai dacax =y =z.
- -
5 Tytxry

TM = B
1+x
- =

r—) _Tctzry |
N 1+z '
— —

77> __ rptyrc
P 1+y

Fie G centrul de greutate al suprafetei ABC si G’ cel al suprafetei MNP

A Tt BTt
G=G<:>§rA+rB+rC =§rM+rN+rP<:>rA+rB+rC:

A+ Xy T+l _Tg+2Tc

1+X 1+y 1+2

— T —  Xrg = T r r zr

My — =2+l ——2 41, ——C Y Te 2l =0
1+x 1+x 1+y 1+y 1+z 1+z

E\’[l_L_L}g(l_i_i}g(l_i_ij:0@
1+y 1+y 1+x 1+z 1+y 1+z

oo x-y) = 2-x) = (y-z)
A+ x)i+y) PA+x)1+z) C(@+y)i+z)
a(x—y)(l+z)r€(z—x)(l+y)+€(y—zX1+x):O<:>x:y:z




— —(x-zN1 —(z=v\1
Deoarece in cazul cand X # y # z S-ar obtine I, =13 g); - ;))((1-:_ Z; + I g)z( - ))//))El-l-l: )Z(; si

(x—z)1+y) .\ (z-y)1+x)

cum =1, ar insemna A, B, C coliniare, in contradictie cu
(x=ylt+2) (x-y)i+2)
problema
19.
Notam :
B=dodl—ad
— S — -
AD =b =>AM=Lb
— 1 D —
AG, =3 (AM + 4P + AD)
—_— i > —
AG, =3 (AP + AN + 4B)
—_— ™ > —
AG; = (4D + AC + AB)
Astfel daca G este centrul de greutate al ansamblului de greutati din G, G2, Gs,
avem
— 1, — — —_ - —  —
AG =§(2AD +24B + 24P + AM + AN + AC) =
A_G)=—(23+26’+2a6’+2ﬁ3+ﬁ?+a5’+6’+3)

=1(35+3d@+38D +3a73)
=§(E)+ +aa+,8_b)) Q)

Consideram acum suprafata MNC si G’ centrul sdu de greutate, avem
-— 1 I - >
AG =S(AN+AM +AC)=3(@+Db+aT+fb) (2

Din egalitatile (1) si (2) rezuzlta cerinta.

—  Ta+krp —  Tp+krp
20. Ty =——, Ty =
1+k 1+k

L Tetkrg
Tp = ——————
P 1+k

— —
C7 1+k
Fie O mijlocul lui MP si O’ mijlocul lui NQ. Avem relatiile :
FA+Te  TETTQ TBTD . TRHTH
AR Rk > PP
1+k 1+k 0 1+k 1+k

ﬁ_

70 = Osi O' coincid

= MNPQ paralelogram
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