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MATEMATICA — CLASA a Xl-a

Prefata

Lucrarea de fatid, reprezintd o sintezd a cunostintelor de clasa a Xl-a
corespunzatoare programei de matematica M2 prezentata intr-un cadru bine stabilit in
care elementele de teorie se Tmbina cu partea aplicativa a continutului. Concise si clare,
aceste elemente teoretice sunt sustinute de exemple elocvente in prezentarea materialului
intr-un mod continuu si cursiv.

Continutul lucrarii este Tmpartit in opt capitole ample corespunzatoare
continuturilor din programa scolara pentru clasa a XI-a M2 tehnologic si o ultima parte
formata din probleme pentru recapitularea la final de an scolar si aprofundarea materiei,
probleme de genul celor care se dau la bacalaureat care sunt utile pentru pregitirea
bacalaureatului. Pe parcursul lucrarii, exercitiile propuse ca tema sunt insotite si de
indicatii si raspunsuri pentru ca elevii sd-si poatd verifica corectitudinea rezolvarilor lor.

Tnvitarea dupd acest auxiliar beneficiazi in afard de prezenta notiunilor
teoretice de o parte de exercitii rezolvate care sa vina in sprijinul intelegerii diverselor
tipuri de exercitii si a aprofundarii partii teoretice. Rezolvarea exercitiilor este In general
detaliatd si aminteste de reguld si de formulele folosite pentru ca elevii sa poata rationa
mult mai usor. Prezentarea unui numar mare de exercitii rezolvate are drept scop tocmai
situatia ca elevii sd poata rezolva exercitiile propuse ca tema la fiecare lectie pe baza
celor rezolvate ca modele.

Primul capitol, ,, Matrice” prezinta pentru inceput o problema practica din
domeniul organizarii profitului in activitatile economice, problema ce introduce
conceptul de matrice ca fiind un tabel sau tablou de date. Desi se va lucra cu matrice cu
un numar limitat de linii respectiv coloane, se prezintd si matricea generald cu m linii §i n
coloane, respectiv matricea patraticd de ordinul n.

A doua tema ,, Operatii cu matrice” este una ampld Iintrucat contine
prezentarea operatiilor: adunarea matricelor, inmultirea cu scalari a matricelor, inmultirea
matricelor, ridicarea la putere a matricelor precum si relatia de egalitate a matricelor.

Capitolul ,, Determinanti” introduce notiunile de determinanti de ordinul doi si
trei si exemple de metode de calcul ale acestora. Paragraful 2.3 prezintd toate
proprietatile determinantilor utile in diversele aplicatii de calcul in conditiile in care
folosirea metodelor cunoscute de calcul sunt mai greu de utilizat. Capitolul se incheie cu
o serie de aplicatii ale determinantilor in geometria pland cum ar fi scrierea ecuatiei unei
drepte cand se cunosc doud puncte prin care trece dreapta sau aria unui triunghi cand se
cunosc varfurile sale. De asemenea este utila cunoasterea conditiei care trebuie verificata
ca trei puncte sa fie coliniare.

Capitolul trei ,, Matrice inversabile” este unul important intrucat face legatura
intre notiunea de matrice si rezolvarea unor ecuatii matriceale prin determinarea inversei
unei matrice. Problemele rezolvate prezintd pe larg algoritmul de determinare a inversei
unei matrice, prin urmare, cele trei tipuri de ecuatii matriceale prezentate, AX=B, XA=B,
AXB=C nu sunt greu de inteles plecand de la aceste exemple.

Capitolul ” Sisteme de ecuatii” introduce rangul unei matrice si modalitatea de
determinare a acestuia. Sunt prezentate metodele de rezolvare a sistemelor de ecuatii
liniare printre care metoda lui Cramer si metoda lui Gauss si este realizata o sinteza a

Capitolul ,, Limite de functii” introduce notiunea de limita de functie si ofera
toate tipurile de limite care se cer conform programei precum si asimptotele de functii
care utilizeazd conceptul de limitd. De asemenea capitolul contine cateva exemple de
utilizare a conceptului de limita in diverse domenii ale stiintelor.
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Capitolul ,, Functii continue” este unul destul de succint prezentand o
proprietate foarte importanta a analizei matematice aceea a continuitatii functiilor.

Un capitol amplu este cel al ,, Functiilor derivabile” in care se prezinta notiunea
de derivatd de ordinul intéi si doi si aplicatiile lor inclusiv cateva aplicatii practice.

Ultimul capitol ” Proprietitile functiilor derivabile” contine acele cunostinte
prin care se poate studia monotonia si convexitatea functiilor si cu ajutorul lor putem
trasa graficul functiilor

Ultima parte a cartii este un ansamblu de exercitii recapitulative de nivel mediu
in genul celor care se dau la bacalaureat si care ajuta la aprofundarea materiei, exercitii
rezolvate integral.

Speram ca aceasta lucrare sa se constituie intr-un instrument de lucru adecvat

invatarii la clasa si util elevilor in aprofundarea cunostintelor prin efortul de rezolvare a
multitudinii gamei de aplicatii existente care poate dezvolta astfel si un stil independent
de lucru al elevilor in clasa si acasa.

Prof. Adrian Stan,
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PARTEA |---ALGEBRA

A W DN

8.
9.

10.
11.
12.

13.

14.
15.
16.

17.

18.
19.

20

. Sa se calculeze 16~%—125-

. Sa se calculeze expresia

-2
. Care numar este mai mare IogZ%; Y-64; —(—J :

RECAPITULARE
Clasa a X-a

1
2.5

. Sd se calculeze: 2'%:(2%.2*)+27;

. Sa se demonstreze ca numarul ¥27 —/12 + 2./3 este natural.

. Sa se calculeze: (1+ \/§)2 —4/(2\/5—3)2 + (\/§—2)‘1;

-3
. Sa se calculeze (i} +L+‘\/1_2—4‘ .
J3-2

V3
1
2 .
O,5+§/§’
1
J2

S3 se arate cd numdarul A:\/(«/E—B)Z +\/(2—«/§)2 eN.

Sa se calculeze expresia /125 + % —(log,32+0,5) .

Si se calculeze 324 —33192 +3/-81
Si se calculeze 340 —3/625 +23/-135.
Si se calculeze 3/81+3/24 + 3375 .

Sé se arate ca (é/g)loggl +3-27 €.
Sa se calculeze: log,81-log, 27-log,9-log, 3-log,1;
Aratafi ca log, 2+1log,18 e N.
Sa se calculeze log 100+ 2log. 3—log, 36.
log,18+1log,12—-log, 27 ’
log, 2 '
Sa se calculeze log, 27 + Iog416—3/1§ .
Sa se calculeze log, 24—log, 4.

Sa se calculeze

. Si se determine valorile reale pozitive ale lui x stiind ca Ig¥x, gsi 21g xsunt

termenii consecutivi ai unei progresii aritmetice.

21
22

. Si se calculeze Ig(tg1°)-1g(tg2°)-1g(tg3)-.....-1g(tg45°).
. Sa se calculeze Ig(tg40°)-1g(tg41°)-.....- Ig(tg45°).

8
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23. Sd se determine valorile reale ale lui x astfel incat functia f:DcR >R,
f (x) =log,, , 8x* sa fie corect definita.
24.  Folosind  proprietatile  logaritmilor sd& se  restrdngd  expresia

%-I092125—3-I0g2 X—4-log, y.

25. Stiind cd log, 3=a sa se arate ca log, 288=5+2a;

26. Sa se arate ca log,24=1+3aunde a=log, 2.

27. Determinati a,b € R pentru care (4—6i)-a+(8+2i)-b=4+2i;

28. Determinati a,b e R astfel incat sa existe egalitatea (3— 2i\2)? =a+ib.
29. Sa se calculeze i +i® +i"";

30. Demonstrati ¢ (2+i+/3)%+(2—iv3)? € Z

31. Fie z;, =5-2i, z, =4+3i. Sa se calculeze modulul numarului z undez =z, -z,;
32. S se rezolve ecuatia 3/x? +5x+5 =1,

33. Si se rezolve ecuatia: vx—3—-5=0.

34. Sa se rezolve in R ecuatia: 2-x=x:

35. Sd se rezolve in R ecuatia: \x* —4x+4 =3;

36. Si se determine solutiile reale ale ecuatiei Vx° —x—2=2.

37. Sa se rezolve ecuatia \/m = 2\/; .

38. Sa se rezolve ecuatia IX+5=x-1.

39. Sa se rezolve ecuatia v—X* +5Xx+3 =X.

40. Sa se rezolve ecuatia Jﬁ =X+1;

41. Sa se rezolve in multimea numerelor reale ecuatia /x* +x* —x—2 =x.
42. Sa se rezolve ecuatia /4x—3 =2x-3.

43. S se rezolve ecuatiain R : 1+ x+/1-x=2 ;

44.Fie f:Z—7Z, f(x)=2"-27% Sa se calculeze f(-2)+ f(-1)+ f(@)+ f(2);
45. Rezolvati ecuatia 2* +2*"* =10.

46. Sa se rezolve ecuatia (%) =27,

47. Sa se rezolve in multimea numerelor reale ecuatia 3*+2-3"' =7.
48. Si se rezolve ecuatia 3% = 2—17;

49. Rezolvati ecuatia 5 = 25*.

50. Sa se rezolve in R ecuatia 2X** 1

51. Sa se rezolve in R ecuatia: 3* +9* +27* =39.

52. Sa se rezolve ecuatia 5 .5% = 5%
53. Sa se rezolve ecuatia 3% +3*% = % :

54. Sa se rezolve ecuatia: 2 +2*-10=0.

55. Sa se rezolve in mulfimea numerelor reale ecuatia ARV S
56. Sa se determine solutiile reale ale ecuatiei log,(x+5) =3

9
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57. Sd se rezolve in R ecuatia: Ig(x* —3x) =1;

58. Sa se rezolve ecuatia log,(x* —7x+8)—log,(x—7) =0;
59. Sa se rezolve ecuatia log, (x+2)+log, x=3;

60. Sa se rezolve ecuatia log, (2x+4)—log,(3x+1) =0.

61. Sa se rezolve ecuatia : log,(x* —2x+1) =log,(x—1).

62. Si se rezolve in R ecuatia Ig® x—4Igx+3=0.

63. Reuniunea a doud multimi cu cate 2015 elemente fiecare are 2500 elemente.
Determinati numarul de elemente comune ale celor doud multimi.

64. In cate moduri se pot aranja 6 masini in parcare ?

65. Cate numere de telefon cu cinci cifre, nu neapdrat distincte, se pot forma cu
elementele multimii {1,2,3,4,5,6,7,8,9} ?

66. Determinati numarul de submultimi nevide ale multimii A={x,y,z,t}.

67. Cate numere de telefon de zece cifre distincte se pot forma cu cifrele dela01la9 ?

68. Cate numere de telefon cu cinci cifre distincte se pot forma cu elementele multimii
{1,2,3,4,5,6,7,8,9} 7

69. Cate numere de telefon de sase cifre distincte se pot forma cu cifrele 1, 2, 3, 4, 5, 6,
7,87

70. Cate numere de patru cifre distincte se pot forma cu cifrele 0, 1, 2, 3,4,5,6,7 ?

71. Opt alergatori alearga intr-o cursa. Cate situatii de clasament existd daca se considera
ca nu ajung mai multi in acelasi timp.

72. Determinati numarul permutarilor multimii A={1,2,3,4,5} .

73. Sa se calculeze C; —C;.

3 _ 4
74. Sa se calculeze 26 -A
3

I+ n!
wzzozo.

75. Sa se rezolve ecuatia

76. Sa se calculeze CJ -C;.

6 (5
77. Sa se calculeze G -G

A
5 _ 4
78. Sa se calculeze A 3A7 :
5
A +Co
79. Sa se calculeze —2014 __—2014
2014
3
80. Sa se calculeze u;
7
|
81. Sa se determine numarul real n>1, dacé% =—4n+6 .

82. Sa se arate ca expresia A’ +C2—P,  este un numar par.
83. Sa se calculeze C> -C? -C..

84. Calculati C%-Cl2+C}-Cp2.

85. Sa se rezolve ecuatia C) +C; =8, ne N*.

86. Sa se rezolve ecuatia C:—2n=0.

10
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87. Sa se rezolve ecuatia C2 =28,neN,n>2.
88. Sa se determine neN, n>2 pentru care avem relatia 2C > —6C_°* =6n;

89. Sa se rezolve in N ecuatia: C" +C"* +...+C’ =1023;

4 . 1 2 3 2020
90. Sa se calculeze: C,yyy +Cjppp +Coop + v+ Copo -

91. Sa se calculeze probabilitatea ca alegand la ntamplare unul din numerele

log,128; log, 6_14; log. 125, acesta sd fie divizibil cu 3.

92. Calculati probabilitatea ca, alegdnd un numar n din multimea
{1,2,3,4,5}, acesta sa verifice inegalitatea n! )20.

93. Se considerd multimea A={1,35,..,13}. Sa se determine probabilitatea ca alegdnd

un numadr din multimea A, acesta sa fie prim.

94. Tntr-o urna sunt 8 bile albe si 4 bile negre. Care este probabilitatea ca scotand doud
bile din urna fara a le vedea , acestea sa fie albe ?

95. Sa se calculeze probabilitatea , ca alegand un numar din multimea numerelor naturale
de doua cifre, acesta sa fie cubul unui numar natural.

96. Care este probabilitatea ca un numar de trei cifre sa aiba produsul cifrelor egal cu 5?
97. Tntr-o urna sunt 6 bile albe si 8 negre. Care este probabilitatea ca la extragerea a patru
bile din urna, fara sa le introducem in urna, acestea sa fie albe.

98. Costul unui televizor este de 250 de euro. Cat reprezintd taxa TVA (18%) din pretul
produsului ?

99. La clasa a X-a A din cei 24 de elevi, 6 sunt corigenti iar la clasa a X-a B, din cei 30
de elevi, 7 sunt corigenti. Ce clasa are procentul de promovabilitate mai mare ?

100. Sa se calculeze TVA-ul pentru un produs, stiind ca pretul de vanzare al produsului
este de 238 lei (procentul TVA-ului este de 19 %).

101. O suma de 850 lei este pusa la banca iar dupd un an suma finald devine 884 lei.
Determinati procentul dobanzii acordate de banca.

102. Sa se determine pretul initial al unui produs care dupd doua iefteniri succesive cu
cate 10% are pretul de 567 lei.

103. Un produs se scumpeste cu 15% ceea ce inseamna 51 lei. Determinati pretul final al
produsului.

104. Rata dobanzii pe care o acordd o bancad la depunerea unei sume de bani este de
6% pe an.Ce dobanda obtine o persoana ce depuen la banca suam de 1800 de euro pe un
an?

105. Sa se calculeze suma finald obtinuta de un capital de 1000 de euro depus in regim de
dobinda simpla timp de doi ani, stiind ca dobanda anuala este de 5%.

106. O persoand a depus la o bancd 1500 de lei. Ce suma a primit persoana dupd un an,
stiind ca rata dobanzii a fost de 8%.

107. Sa se determine cat la suta din a +b reprezintd numarul a . stiind ca este egal cu 25%
din b.

108. Dupa o reducere a pretului cu 15% un produs costda 680 lei. Sa se calculeze pretul
initial al produsului.

11
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Cap. 1 MATRICE

Termenul de matrice a fost introdus de matematicianul englez
James Joseph Sylvester(1814 - 1897) in lucrarea ,, On a New Class of
Theorems” publicata in 1850. Tot el introduce si notiunea de rang si
signatura.

1.1 Conceptul de matrice. Egalitatea matricelor

Pentru a intelege conceptul de matrice sa-1 identificam prin rezolvarea urmatoarei
probleme:

Doua unitati comerciale Uy, Uy, produc trei tipuri de produse Py, P,, P3 numarul
acestora fiind exprimat in tabelul 1 in mii de unitati iar corespunzator fiecarui produs i
se asociaza conform tabelului 2 suma investita si venitul net obtinut, calculate per 1000
de unitati de produs si exprimate Th milioane lei. .

Sa se determine suma totald investitd si venitul net realizat din producerea tuturor
celor trei tipuri de produse.

INVESTITII VENIT NET
P+ P: Ps
P+ 5 8
Uil 3 4 b5
P: 6 9
Uz| 2 5 6 P, 3 4
Rezolvare:
Tabel 1. Tabel 2.
Sa observam ca datele din cele douda tabele pot fi reprezentate sub forma
3 4 5 > 8
(2 . 6j respectiv | 6 9 | pe care le vom numi matrice. Suma investita si venitul net
3 4

realizat se obtin inmultind cele doua matrice asociate tabelelor 1 si 2.

3 4 5 51 80 ) . e et A - .
16 9|= . Prima coloand reprezintd investitiile in milioane lei
2 56 4 58 85

facute de fiecare unitate comerciald pentru productia sa totald iar a doua reprezintad

venitul net obtinut corespunzator productiei sale.

Asadar la o investitie de 51 de milioane prima unitate obtine un venit de 80 de milioane

lar cea de a doua, la o investitie de 58 de milioane obtine un venit de 85 de milioane.
Notiunea de matrice apare si la rezolvarea sistemelor de ecuatii liniare.

12
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< . - .o o« e - X+ =
Astfel, fie sistemul de doua ecuatii liniare cu doua necunoscute {a“ %Y =B ,
ayX+ay = bz
unde x, y sunt necunoscutele, a;; cu i,je { 1,2 } sunt coeficientii necunoscutelor iar by,b,

sunt termenii liberi. Acestui sistem i se asociaza matricea coeficientilor necunoscutelor

all alZ

sistemului i anume un tablou de forma A=[ ]e M, (C)scris restrans sub forma

21 a22

A=(ay) i,je { 1,2 }, iar coeficientii a; € R (sau C), byb,e R (sau C).

Definitie. Se numeste matrice cu m linii si n coloane (sau de tip mxn) un tablou
CU M linii si n coloane de forma (*) ale cdrui elemente a; sunt numere complexe.

a; &y - &,
a a -]

(*) A — 21 22 2n c M . ((C)
aml amZ amn

Mmnn(C) se numeste multimea tuturor matricelor de tipul m,n cu elemente in
multimea numerelor complexe.

Notatii: A=(a;;) unde i=1msij=1n. Pentru elementul a,,
se afld elementul, iar al doilea indice j indica pe ce coloana este situat.

Multimea matricelor de tip mxn cu elemente numere reale se noteaza prin M, (R).

indicele i arata linia pe care

Aceleasi semnificatii au s$i multimile M (Z),M_ (Q),M . (C) cu mentiunea
M m,n (Z) cM m,n (@) cM m,n (R) cM m,n ((C) '

Cazuri particulare
1) O matrice de tipul 1xn(deci cu o linie si n coloane) se numeste matrice linie si are
forma A=(a, a, .. a,).

2) O matrice de tipul mx1(cu m linii si o coloand) se numeste matrice coloana si are
forma

3) O matrice de tip mxnse numeste nula (zero) daca toate elementele ei sunt zero. Se
noteaza cu Oy,

00 .. 0
0 0
0= :
00 .. 0
Activitate independentii | Raspuns
Determinati de ce tipuri sunt urmaitoarele matrice cu elemente in | a)
b)

13
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, 2 3 2 1) |c
C: a) A=(1 2 3);b)B=[3i D ¢)C=|4|;d D=2 1 3. |9
3 0

Definitie. Se numeste matrice patratica, o matrice in care numarul de linii este
egal cu numarul de coloane. Multimea acestor matrice se noteazaM, (C).

8; 8, .. &,
a a ]
A: 21 22 2N EMn(C)
an1 an2 a‘nn
Observatii:

1. Sistemul de elemente (a, a, .. a,,) reprezintd diagonala principali a matricei A,
lar suma acestor elemente a, + a,, +.. + a, se numeste urma matricei A notata

Tr(A)=> a;, .
i=1
2. Sistemul de elemente (a,, a,,, .. a,) reprezinti diagonala secundari a matricei A.
10 .. 0
. 01 .. 0 . . . .
3. Matricea |, = se numeste matricea unitate de ordinul n (pe diagonala
0 0 .. 1

principala toate elementele sunt egale cu 1, iar Tn rest sunt egale cu 0).

x+2 0 O

Exemplu: Determinati numerele x,y,z,t stiind cad matricea A=|x+z ¢’ t-5 |este
2 2
y 0 z

matricea unitate de ordinul trei.
Rezolvare:
Dinx+2=1, x+z=0, €' =1,t-5=0, y*=0, 2" =1 rezulti x=- 1, y=0, z= 1, t= 5.

Definitie. Fie A=(a;;)e M, , (C) Se numeste transpusa matricei A, matricea
A'=(ay) e M, . (C) in care liniile matricei A devin coloane iar coloanele devin linii

HR N

1 2 3 .
Exemplu Dach:(4 . 6JEMZS(R),atunm AT=|25 [eM,(R).

\ Activitate independenta | \ Raspuns
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MATEMATICA — CLASA a Xl-a

-2 3 1
Determinati transpusa matricei A=| 2 1 -2/,
3 1 2

Proprietati ale operatiei de transpunere:
Tl (A)'=A, vAeM,,(C);

T2. (A+B)'=A"+B", v ABe M, (C);
T3. (aA)'=aA", VAeM,,,(C);
T4. (AB)'=B'A", v ABe M, (C);

Egalitatea a doua matrice

Definitie. Doua matrice A= (a, j ),B=(b, j )Je M, (C) sunt egale si scriem A = B

dacd a; =b;;, Vi=1m,V j=1n.
Exemplu:  Sa se determine numerele reale X, Y astfel incdt sa avem egalitatea de
matrice

X+3 X+y) (5 —-x+3
1 -2y ) 1 3x+4y )’

Rezolvare. Matricele sunt egale daca elementele de pe pozitii corespunzatoare sunt egale,
adica:

X+3=5
i( :ly =-X+3 Rezolvand acest sistem gasim solufiax =2,y =-1.
-2y =3x+4y.
Activitate independenta | Riispuns

Sa se determine numerele reale X, y , z astfel incat sa existe egalitatea

] 2X—4 y-2 -2
de matrice ( X y j:(z y Xj.
3  x+2 z-5 vy

=+ Exercitii rezolvate

. Sa se determine numerele reale x, y pentru care are loc egalitatea:

% y-3 | [ 2 x+3
X+3 0 y_2 X+4 .

e y
Rezolvare:

Din %: 2* = 27° =2" = x=-3. Mai departe, din celelalte egalitati rezultd y = 3.
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log,c a*+4a+4
incat A este matricea nula.

. 2 - 00
Rezolvare: Din A=|2 *2a 2\/6 2 = —a(@+2)=0=a=0saua=-2,
log,c a“+4a+4 0 0

Jb-2=0=b=2=Db=4, log,c=0=c=3"=c=1,
a’+4a+4=0<=(a+2)°=0=>a=-2. Asadar, a=—-2,b=4,c=1.

2 p—
. Fie matricea A:(a +2a \b-2 JEMZ(R)' Sa se determine a,b,ceR astfel

Jy?—17? 3z-11
X,y,zeR astfel incat A=1,;
log,(x+2) log,”y—log,y—2 (10
3Jy? - 7? 3z-11 J_[O J:
log,(X+2)=1=x+2=3=x=1,

log,(x+2) log,?y-log,y-2
. Fie matricea A=[ 9(x+2) log;"y~log. y JEMZ(R). Sa se determine

Rezolvare: Din A_(
logzzy_'ogzy_2:0:>|092y=—13y:2_l:% sau log,y=2=y=22=4
3/yz_22 =0=>y=+12, 3z-11=1=32=12=7=4. Asadar, x=1, y=z=4.

. Sa se calculeze i{klz I;)
k=1

Rezolvare:

n n n(n+1)
"(1 kJ_ 2t oz 2
; k* k¥ Zn:kz I | n(n+2)(n+2) {n(n+1)}2 '
k=1 k=1 6 2

¢ S| [ nn+DEn+y [n(n+l)}2'

n n n(n+1)
1K) Y1 Dk n >
Z(kz ksj_

n
k=1

k=1 k=1 6 2
0 k
. Se considera matricea A = K(k+1) 1 |, keN. Determinati matricea
k(k+1)
B=>A.
k=1
Rezolvare:
0 K 9 n(n+1)
. = 2
B— - k=1 = deoarece,
Z'A( - L1 n(n+1)(n+2) n
D k(k+1)
=y T k(k+1) 3 n+1

16



MATEMATICA — CLASA a Xl-a

D k=1+2+3+..4+n= n(n+1);
k=1 2

Skk+1) =Y (K2 +k) = ”(””)6(2””) . ”(”2+1) _ n(n+1:)g(n+2) ;

1 1 1 1111 1111 n

PR — e & _—

Z;:—+ ot = =1- = :
o k(k+) 1.2 2.3 nn+l) 1 2 2 3 n n+l n+l n+1

Exevcitii propuse || :\I

1. Determinati de ce tipuri sunt urmatoarele matrice cu elemente in C:

0 -2 1 236 52 .
a)A=(3 ) J;b)Bz 1 2 4[;¢c)C=|0 1(;d)D=|3|;e)F=(2 3 4).
2 1 3 1 2 —6

2. Sa se determine numerele reale x, y, z astfel incat
x-3 4 2 —X 12 y+5
X- —+ = .
1 x) |y -15) |15 10
3. Sa se determine numerele reale, x, y, z astfel incat sa existe egalitatea:
x+y 3x-y) (1 2z+1
5+y x ) \2x y+z )

4. Sa se determine numerele reale, x, y, z astfel incat sa existe egalitatea:

(Iogz(x+3) M}zﬁ y-3 ]

5y-4 7+4 25 log,(x-4)
. . 8—a b*-9 5 . ~ A
5. Fie matricea A= e 10 0 e M,(R). Sa se determine a,b,ceR astfel incat A
C_

este matricea nula.

. : 216 a*-3a+2 .
6. Fie matricea A= " Je M,(R). Sa se determine a,b,ceR astfel

log,(2b—-c) 3b-2c
incat A este matricea nula.
2x+2

3o

7. Fie matricea A:( 3 Zje M, (R). Sa se determine x,y,zeR astfel incat A=1,;

3 —_— —_—
8. Fie matricea A=| V% 1 2Jy+3-4 e M,(R). Sa se determine X,y,zeR astfel
X2 —2X 2" -1
incat A=1,;
A — -1 2
9. Sa se determine x,y,z,t eR astfel incat T=2x Y+ :
C? A 6 6
X-16-27% x—3x- 0 1
10. Sé se determine x,y,z <R astfel incat 27-16-27 x=Vx=1)_ :
2y? —20 0 12 log,(y-z)

17
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. ) . 1
11. Fie k un numar natural i matricea A :[ j . Sa se calculeze suma A; +A, +...+

2k Kk?
An.
o : 1k o . L
12. Se considera matricea A = kil ij, k € N. Determinati matricea B = kz; A .
k k-k! )
13. Se considera matricea A = ok | k € N. Determinati matricea B=)_ A, .
? n k=1

18



MATEMATICA — CLASA a Xl-a

Operatii cu matrice

1 Adunarea matricelor

Definitie. Fie A= (aij), B= (bij),C = (Cij)e M, .(C).

Matricea C se numeste suma matricelor A, B daca:c,;=a,;+b,;, Vi=1m,v j=1n.

ij?

Observatii
1) Doua matrice se pot aduna daca sunt de acelasi tip, adica daca au acelasi numar de
linii si acelasi numar de coloane, deci A, B e M (C).

2) Explicit adunarea matricelor A, B inseamna:
a, a, .. a, b, b, .. by, a,+b, a,+b, .. a,+b,

ay Ay .. 8y, N b, by, .. by, | |8, +by a,+b, .. a, +b,,

b

mn

b

m2 e

b

ml

a. a a a,+b, a,,+b, .. a,+b,,

ml m2 mn m2

a b X a+x b+
Pentru doua matrice patratice de ordinul doi avem: + aE y :
c d z t c+z d+t

Exemple: Sa se calculeze A + B pentru:

31-2 15 4
a) A= , B= ;
2 0 6 5 1 -8

12 2 -
b) A= , B= .
3 4 -31
Rezolvare: a) Avem
31-2 1 54 3+1 1+5 -2+4 4 6 2
A+B= + = =
2 0 6] (5 1 -8} (2+5 0+1 6-8) (7 1 -2}
b) Avem

12 2 -1 1+2 2-1 31
A+B= + = = .
3 4] (—3 lj (3—3 4+lj (O SJ

Activitate independenta \ Raspuns

02 5
Sa se calculeze A + B si A — B  pentru A:( j s

2 3-4
-1 2 3
B= .
o5 3

Proprietati ale adunarii matricelor
A, .(Asociativitatea adunarii). Adunarea matricelor este asociativa, adica:

(A+B)+C=A+(B+C), VA B,C e M, (C).
A, .(Comutativitatea adunarii). Adunarea matricelor este comutativa, adica:
A+B=B+A, VA BeM,, (C).

19




MATEMATICA — CLASA a Xl-a

A,.(Element neutru). Adunarea matricelor admite matricea nula ca element
neutru, adica 30,,, € M, ,(C)astfel incat A+0,,,=A, YAe M, . (C).

A,.(Elemente simetrizabile). Orice matrice Ae M, ,(C) admite un element
simetrizabil, notat cu — Asi numit matricea opusa lui A astfel incat A+(-A)=0

mn*

2 Inmulfirea cu scalari a matricelor

Definitie. Fie 1< C siA=(a,)eM,,(C). Se numeste produsul dintre scalarul
AeC si matricea A, matricea notata AAeM, ,(C) definitd prin 1A

),izl,m,jzl,n.

Observatie: A inmulti o matrice cu un scalar revine la a inmulti toate elementele matricei
Ccu acest scalar.
Aa, Aa, .. Aay,

a- a- Aa, Aa,, .. Aa
a(x Y]:( X YJ Asadar, JA= 21 ) 2n

z t a-z a-t
Aa,, Aa,, .. A4,
1
— 5 2
. . 1 15 6
Exemplu. Fie A= 3 . Atunci 3A = :
4 12 4 -9
-4 = -3
3
Activitate Raspuns

independenta

5 3 4
3 O]' Sa se calculeze -2-A.

Se considera matricea A= (

Proprietiti ale inmultirii matricelor cu scalari
R AwA)=(2u)A, ¥ 2,ueC,(¥) Ae M, (C);

P, A(A+B)=4A+4B,V 1C,(V) A,BeM,,,(C);
P, (A+u)A=iA+uA Y A, uecC,(V) AeM,,(C);
P, 1.A=AleC,V AeM,,(C);

3 Inmultirea matricelor

Definitie. Fie A=(a,,)e M,,,(C), B=(b,,) e M, ,(C). Produsul dintre matricele
A si B (in aceasta ordine), notat AB este matricea C =(c;, ) M,, , (C) definita prin

Ch =D ayby . Vi=1m,vk=1p.
j=1

Observatii
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MATEMATICA — CLASA a Xl-a

1) Produsul A-B a doud matrice nu se poate efectua intotdeauna decat dacda Ae M, (C),
Be M, ,(C), adicd numarul de coloane ale lui A este egal cu numarul de linii ale lui B,
cand se obtine o matrice C = ABe M, (C).

2) Daca matricele sunt patratice A, Be M, (R) atunci are sens intotdeauna atat A-B cat si
B-A, iar, in general, A-B = B-A adica inmultirea matricelor nu este comutativa.

Pentru doua matrice patratice de ordinul doi inmultirea lor este de forma:
a b)(x y) (ax+b-z a-y+b-t
c d)lz t) lc-x+d-z c-y+d-t

Exemple

Sa se calculeze:

1 3 -1
) 2 1 4 (2-1+1-2+4-(-2) 2-3+1-1+4-3 2-(-1)+1-3+4-1
' 0 10 0-1+1-2+0-(-2) 0-3+1-1+0-3 0-(-1)+1-3+0-1

(-4 19 5)
'(2 1 3]’

1 i) (i -3 1-i+i-0 _3id+i1) (i -2
) (—Zi oj'(o 1}2(—2i-i+0-0 —2i-(—3i)+0-1J:[2 —6)
9 (1 2}[5 6)2(1~5+2-7 1.6+2.8j:(19 22]'

3 4f(7 8) (35+4.7 3.6+4.8) (43 50

1 0 2)(2 3 -1} (=2 9 1
d. [-12 341 2 1|=[-6 10 6.

1 2 1){(-2 3 1) (2 10 2

-G, =1:2+0-1+2-(-2) =2-4=-2,
,-C,=1-34+0-24+2-3=34+6=9;
¢, =1-(-1)+0-1+2.1=-1+2=1,
¢ =-1242143:(-2) =—2+2-6=—6;
., =-1.3+2.2+43-3=-3+4+9=10;
,C=—1(-D)+2-1+3-1=1+2+3=6;
LG =1:2+2:141.(-2) =2+2-2=2,

5°C,=1.3+2-2+1.3=3+4+3=10;
C;=1-(-D)+2-1+1.1=-1+2+1=2;

N =

N

w

Activitate independenta \ Raspuns

3 2\ (4 3 2 1 3)(1 21
Sa se calculeze: a)( )( ); b)|-1 1 2|43 2 1].
4 2)\1 =2
0 -3 3)(-1 4 0
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Proprietiti ale inmultirii matricelor A
P, (Asociativitatea inmultirii). Inmultirea matricelor este asociativa, adica
(AB)C = A(BC),vAeM,,(C),vBeM,,(C),vCeM,,(C).
P, (Distributivitatea inmultirii in raport cu adunarea). inmultirea matricelor
este distributiva in raport cu adunarea matricelor, adica
(A+B)C=AC+BC, C(A+B)=CA+CB, VA, B, C matrice pentru
care au sens operatiile de adunare si Tnmultire.
P, Daca I, e M, (C) este matricea unitate de ordinul n, atunci
ILA=Al, = A VAeM,(C).
Se spune ca | este element neutru n raport cu operatia de inmultire a matricelor.

=/ Exercitii rezolvate

-1 0 0

. . 2 1 -11
[1.] Fie matricele A:[ J B=( J si f(X)=2x>—x+1, .

Si se calculeze: A+B, A-B, A?, f(A).

Rezolvare:
[2 1} (—1 1] (1 ZJ_
A+B= + = ;
-1 0 0 1 -1 1
(2 1j [—1 1j [—2 3)_
A-B= . - :
-1 0 0 1 1 -1
) (2 1}[2 1J (3 2)_
A =A-A= . = :
-1 0/){-1 0 -2 -1
) [3 2} (2 1} (1 Oj [5 3)
f(A)=2A"-A+1,=2 - + = .
-2 -1 -1 0 0 1 -3 -3

. . 2 1 -1 1
Fle matricele A:( J B:( J si f(X)=x"-3x+1, .

-1 0 0
Si se calculeze: A-B, A‘B, B-A, B, f(B).

Rezolvare:
3 1 -2 -1 5 2
A-B= - = ;
I P e
3 1 -2 -1 -6 -1
A-B= : = ;
Y e E
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S P e S OO
ooy o ) lo 4
sl 5 0 )

1 0 1 -1 0 1

3.|Fie matricele A=|2 -1 0[,B=[1 1 2 |si f(x)=x>—x+2l,.
:

3 1 1 0 1 1

Si se calculeze: 2A+ 3B, A-B, A% f(A).

Rezolvare:
1 0 1 -1 0 1 2 0 2 -3 0
2A+3B=2:{2 -1 O0|+3:|]1 1 2 |={4 -2 O|+| 3 3
3 1 1 0 1 -1 6 2 2 0 3
1 0 1)(-1 0 1 -1 1 O

A-B={2 -1 0|11 1 2|={-3 -10
1 1){0 1 1 -2 2 4

1 0 1)(1 0 1 51 2
A=A-A=2 -1 0|2 -1 0(=|0 1 2|;
31 1)(3 1 8 0
5 1 2 1 0 1 2 00 6
f(A)=A*~A+2l,=|0 1 2|-|2 -1 0|+/0 2 0|=|-2
8 0 4 3 1 1 0 0 2 5

. Sa se determine X,y,z,u,veRstiind ca

X-2 y+4 u+6 y-3 3) (y+7 x-1 4
x-1 v z) (21 y) \sy =3 4)

Rezolvare:
Din egalitatea de matrice se obtine ,
X—2+6=y+7
y+4+y-3=x-1
u+3=4
X-1+2 =5y
v+1=-3
z+y=4,deunde rezulticau=1, v=-4, y=1, x=4,2=3.

23
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MATEMATICA — CLASA a Xl-a

Fie matricele A=G ZJ si B =[Z 3 Sa se determine a,b € R astfel incéat
A-B=B-A.
Rezolvare:

2
Y (O T R GOl S e

. . . . 11
din egalitatea de matrice cd a="b si a’=1. Asadar, A=B =(1 J sau A=-B unde
1 -1 -11
A= ,B= ,
1 -1 -11
2 31 23
Fie matricele A:( j B=|-1 0.
2 1

-2 1 0

Sa se calculeze: a) A-B; b) (A-B)"; ¢) B-A; d) (B-A)'.

Rezolvare:
3 7 3 -5 2 92
a) A-B:[_S _GJ; b) (A-B)T:(7 _6} c) B-A=|-2 -3 -1|;
2 71 2
-2 -2 2
d (B-A'=|9 -3 7|;
2 -1 2

1-x

Fie xeR si matricea A(x) =[ 1 X)J.Arﬁtati cad AX)-A(y) =A(x+Y),vx,yeR.
+

Rezolvare:

(1-x X 1-y y ) (1-(x+Y) X+y )
A(X)'A(y)_(—x 1+x)(—y 1+yJ_[—(x+y) 1+(x+y)]_A(X+y)'

. 3 1 1 2 A
Fie A= si B= . Sa se determine matricele X € M, (R)astfel Tncat
-1 0 11 ?

A-X=X-A.

Rezolvare:

Fie X = a b . Din AX=X-A> 3 1 |8 b = a b- 1 2.Deaicirezulté:
c d -1 0)lc d c d)\-1 1

3atc=a-b
3b+d = 2a+b
—a=c—-d
—b=2c+d
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. . . c i i
Din rezolvarea acestui sistem obtinem: a=2c, b= > d = 3c.Prin urmare, matricele X au

2¢ ¢
forma X = 2 |, ceR.
c 3c
X 2x—-1 2
9*. Se considerad matricea A(X)=| _ X |-
2 Iogzmz m C2011
Sa se calculeze A(1) + A(2) + ...+ A(2011).

Rezolvare:
1. A1) + AQ2) + ..+ A(2011)=

2011 2011 o
zf . 2x-1 2 Zx ZZX—l Zl:x
X=
X =
X X 2011 2011 2011
x=1 2 IOg 2012 C2011 X
X+1 Z 2 Z log 23 Z Coon

2011 2011 2011 . .
> x=2011-1006 > (2x-1)=2011? D> xE= 2011 20612 4023
x=1 x=1 x=1

PUS 2011 2011

Z |og2012 S Z oX _ 92012 _ z CL, = 2011 _

x=1
X2 2"
10*. Se consideri matricea A(X)=| 1 1Y) |, xeR-{-1,0;1}.
2 Ig (1__2
x° -1 X

Sa se calculeze suma A(2)+A3)+....... + A(2016).

Rezolvare:
2016 5 2016
2 X X
s X 2 2 2.2
A(2)+ AQ3) +.......+ A(2016) = 22 1 (1_ 1 j =l | o .
X= 2 2 lal1-—=—
x“ -1 X XZZ: 1 Xzz;, g( ij

2016 . .
D xE= (12 +22 434 20162)—l= 2016 20617 4033 -1,
x=2

2016

D2 =(242° 4204, 4250 ) 222" 4,

2016 1 2016 1

2

1 0.
L2 1 S(x-D(x+]) 2 Z;(x 1_x+1j_
11111 1 1,1 13171 1 1
2 2\1 2 2016 2017

2016 1 1 1 1 1
lgll-— |=1lg|1-— |+lg|1-=[lg| 1-— |+...+1lg| 1— =
Zg( xz) g( 22j+9( 3zjg( 42j+ +g( 20162)

| 2°-13%-1 2016°-1_, 1.3 24 35 2015-2017 _, 2017

27 ¥ o016 92233 4.4 7 20162006 Y2.2016
25
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Exercitii propuse || :\

2 3
. . 2 31
1. Fie matricele A:( j B=|-1 0].
-2 1 0
2 1
Sa se calculeze: a) A-B; b) (A-B)"; ¢) B-A; d) (B-A).
0 -3 2
2. Se dd matricea A=|1 2 1|.Sasecalculeze:a)A+A"; b) A—AT,
3 -1 4

-1 6 1
2 -3 1 3) (-3 6
4. Sa se determine matricea A din ecuatia: 3A+| -1 2 |=2|7 4 |+|-9 3.
2 -3 -2 6) \3 0

3 2 2 5
3. Sa se determine matricea A daca A—(4 J =( j )

: . -3 2 1 3
5. Fie matricele A:( 1 J, B:(2 j sio f(X)=x"-2x-1, .

Sa se calculeze: a) A+B; b) A—B; ¢c) A‘B; d) B-A;e) A% f) B% g) f(A); h) f(B).

-2 1 -1 -1 3 2
6. Se considera matricele A= 0 1 2| siB=|1 2 -2
-11 0 0 2 -1

Si se calculeze: a) 3A+ 2B; b) A-2B; ¢) A'B;d) A

-3 8 -2 3
7. Sa se determine matricele A si B daca 3-A+2-B =[ L 7} si 2-A—B=( j

10 0
1 Ina O
8. Se considera matricele H(@)=|0 1 0/, unde a)0. Sa se arate ca
0 0 a
H(a)-H(b) =H(a-b), va,b)0.
1 0
9. Se considera matricele H(a)=| -a 1 —%az ,aeR. Sa se arate ca
0 0 1

H(a)-H(b)=H(a+b),vabeR..

L i X—2 =X
10. Se considera matricea A(X) = ( J , XeR;
X  X+2
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a) Sa se calculeze AQQ)+ A(2); b) Sa se calculeze AQQ)- A(2);
. . . 1 —x
11. Fie multimea de matrice M ={ A(x) = (x L )‘x eR };
a) Sa se arate ca |, e M; b) Dacd A()- A(x) = A(4)-3l,, atunci sa se determine
X.
2
: : : : log,1 4! ne G
12. Sa se determine matricea A din egalitatea: A+ =2 (1Y? ;
1B e H o
2

2 1 -2 3 4 6
13. Sa se determine X,y eR din relatia x-[ j+ y[ j: j;

-1 0 1 O -2 0
X X—-2)(1 2 2 4
14. Sa se determine xeR stiind ca . = ;
’ x-1 x+1){(3 1 10 5

15. Fie M ={A(x)=(xgl _:LXJ|XGR}.

a)Sasearateca |, eM;

. . . 2 -1
b) Sa se determine x din relatia A(X)-A(l) = {O L J X
¢) Sa se determine x e R astfel incat  A*(x) = A(4).

. : 3 -1 o N
16. Se considera matricea A:(Z . j Determinati a,beR astfel incat A> =aA+bl,.

17. Se considera matricele A:(

- 4 13
Incat A-B= .
(6 13]

X 4
y J si B:@/ XJ. Sa se determine x,yeC astfel

b
18. Se considera multimea M = {(3 aj‘ ae R}

a) Aratatica A+BeMsi ABeM, VA BeM;

o . a b : .(a b)(2 1
b) Determinati matricea cu proprictatea ca : =1,;
0 a 0 a)\0 2

b
19. Se considerd multimea matricelor M = {A:( ab a} abeZ }.

Sascarateca A+B=B+A si AAB=B-A VABeM.
200 Sa se determine numerele reale x, 'y, z astfel Incat

y X—3 4+2 -x) (12 y+5
1 x) \y -15) (15 10 )

. A . 1 x
21. Si se determine (x;y;z) € R*astfel Tncat matricele A=[ 1],8:[
y

1

z .
sa verifice
0 1

relatia (A+B)? = A? + 2AB + BZ.

2
22. Se considerd matricea A= ( J si mulfimea M = {X @=1,+ aA‘a eR- {—l}} :
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a) Sa se arate cd Va,be R—{-1}, X (@)X (b) = X (a+b+ab);

b) Sa se determine t e Rastfel incat X (1) X (2)X(3).......X (2011) = X (t -1).
1 00

23. Se considerd mulfimea matricelor G = {AA xe Z} unde A =0 1 0|,xeZ.
x 0 1

Sasearateca A-A =A,, VX YeZ.

N T R FrTy

a) Sa se arate ca X (a)- X(b) = X(a+b);

b) Sa se rezolve ecuatia: X (1)- X(2)-....- X(n) = X (2011)

1+2x X

25. Fie x e R si matricea A(X)=
-2X 1-X

j . Aratati ca

A(X)-A(Y) = A(X+Y+Xy), VX, y e R.

COSX sinx

26. Fie xeR si matricea A(X) = ( J.Arétagi ca

—sinX CcoS X
A(X)-A(y) = A(X+Y), VX, y e R.
) ) ) X 10 0 0
27. Fie x,y e R si matricele A= y = , O, = .
-1 0 0 1 00
Determinati x i y stiind ca A’ +A+21,=0,.

: : . -3 2 -3 2
28. Sa se determine matricele X € M, (R)stiind ca ( 1 1)- X=X ( 1 1).

29. Sa se afle constantele reale x,y daca matricea A= satisface relatia

=R
o - o
=

A’ =x-A%+yA.

. . . a o . . .
30. Se considera matricea A:(C dj’ a,beR,b#0. Sa se arate ca daca matricea

o X
X e M, (R) verifica relatia A-X=X-A atunci exista x, y € Rastfel incat X = (y i) :

31. Se considera ecuatia X*+x+1=0 cu radacinile x,x,e€C i functia

c b a 1 1 1
f:R—>R, f(x)=ax’+bx+c, a=0. Dacd A={a ¢ b|,B=|1 x X, [suntmatrice
b a c 1 x> X

fQ ) f(x)
din M,(C) sasearateca A-B=| f(1) xf(x) X f(x,)
FO % Tx) %" f(x)

Inx

e Inx
1 |, xeR,*. Sase calculeze suma

& L

X

32. Se considera matricea A(x) =

A+ A2) + A(2%) +....+ A(2) ;
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2k 2"

33. Se considera matricea A(k) = ]
k-k! Cp

J. Sa se calculeze suma

A@) + A(2) + A(3) +....+ A(200) ;

1+nx nx

34. Se considerd matricea M (x) = ( J ,unde xeR,neN",

—-nx 1-nx
a) Demonstrati ca M, (x)-M,(y)=M, (x+Yy), ¥x,yeR,neN". Si se afle xeR-+pentru
care are loc egalitatea: M, (vx}-M, (Vx+3)=M,(3), vneN".

b) Si se demonstreze ci M, (x)-M, (x)=M,,. (x) xeR,mneN", si si se calculeze
M, (1) M, (2)-e Mo (1).

3 -3
35. Se considera matricea A= (3 0 j

a) Sa se determine toate matricele X e M, (R)astfel incat A-X =X -A ;

b) Sa se rezolve ecuatia X = A
3a+1 ©6a
X(@)= ,aeR¢.

36. Se considerd multimea M =1 X (a) € M,(R)
-a 1-2a

3 6
a) S3 se arate ci X(a):|2+a.A §1 ca )((a)-X(b):X(a+b+ab), Unde AZ( 1 2]’

b) Sa se determine numarul real t din relatia
X (DX (2)s X (3)e......... X (2013)+ X (2014) = X (t 1) .

=X 1+X
a) Aratati ca M(-1) + M(1) = 2M(0)
b) Demonstrati cd M(x)-M(y)=M(x+Y), VX, yeR;
c) Demonstrati cd pentru orice numar real a, existd un numar real x astfel incat
M(X)-M(x) =M (a).

. ) 1-x X
37. Se considera matricea M (X) :( j xeR.

( Simulare BAC 2019)

l1-a 0 2a -1 0 2
38.Fie M=<X(a)=| 0 1 0 |eM,R);si A=| 0 0 O0].
-a 0 1+2a -1 0 2

a) Sa se arateca X(a)=1,+a-A
b) Aratati ca X(a)- X(b)=X(a+b+a-b), Vva,beR;
c) Sa se calculeze produsul P = X(-10)- X(-9)-....- X(0)-.....- X(9)- X (10).

1 11 01 2 1 00
39. Se considerd matricele A=|{0 1 1|, B=|0 0 1|sil,=[{0 1 0]dinMsR)
001 000 001

si functia f:M3(R )—>Ms(R ), f(X)=X%X+I;5 unde X*=X-X
a) Sa se demonstreze ca f(A)=I3+B;
b) Sa se arate ca (f(A))*=l; +3B+3B? unde( f(A))*=f(A) -f(A) -f(A)
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Puterile unei matrice

Definitie. Fie Ac M, (C). AtunciA' = A, A= A-A, A*=A%-A, ..., A"=A"1. A,
vV ne N'. (Convenim A° =1).

TEOREMA Hamilton-Cayley. Orice matrice Ae M, (C) isi verifici polinomul
caracteristic det(A—A1)=0.

. b .
Pentru n = 2. Fie Az(j dje M, (C).Atunci A’ —(a+d)-A +(ad—bc)-1,=0,

ab ab ab 10 a-41 b
A= = detA= =ad-bc A-Al= -1 = .
cd cd cd 01 c d-4
a-4 b 5
i 4 0= (a-A)d-A)-bc=0=ad-(a+d)A+2* -bc=0=
= 1* —(a+d)2+ad —bc = 0(polinom caracteristic)

Generalizare: A" —(TrA)- A" +(det A)-1 =0, V Ae M, (C).

det(A— A1) =0 <

Exemple

H
N w

1. Fie matricea A= L 1le M,(R) .Si se arate cad A* =1,

Rezolvare:
Deoarece A® = I3 si cum A% = (A%'=(1,)°Y, rezultd ca A% = I,

2
2. Se considera matricea A= (1 j Si se arate ¢i A?! = .

Rezolvare: Cum urma matricei este egala cu 0 si determinantul matricei este -1 rezulta
din A" —(TrA)- A" +(det A)-1 ,=0,VAe M,(R) ca A*® =1,.

=4 Exercitii rezolvate

1 2
Sfi se calculeze A", ne N* unde A:(O J.

s 1 4 1 6 1 8 )
Rezolvare:  Se calculeazd mai intai AZ:(O lj’ A3:(0 1], A4=( J ..... si se

1 2n . . .
observa ca A" = (O 1 care se va demonstra prin inductie matematica.
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. 1 2k )
Fie (P(k)) A“‘= (O 1 J k e N* fixat si s8 demonstram pentru (P(k+1))

At :(1 2(k +1)J_

0 1
Demonstratie:
1 2k)\)(1 2 1 2(k+1 1 2n
A= AR A= ) = (k+1) adevarata, deci A" = , VneN*
0 1 )l0 1 0 1 0 1

. 4 -2
Fie A:[8 4}. Sa se calculeze suma S =A+2A% +3A° +...+2011A™",

4 -2\(4 -2 00
Rezolvare: Seobservici A?=A-A= : = =
8 4)\8 -4 00

S=A+2A* +3A +...+ 2011AP" = A

L]
Sa se calculeze A", unde A= (O D, ne N*,

, 1iy(1 i) (1 2y ., 12y (1 i) (1 3
Rezolvare: A* =A-A= : = , AP =A% A= : = ,
010 1 0 1 0 1)10 1 0 1

1 ni
Se observa ca |A"=A""- A= (0 1],Vn e N*| (*)

Pentru demonstratie, vom folosi metoda inductiei matematice:
: o o 5 1 ki e
Pentru n=1, relatia (*) se verificd. Presupunem cd A* = (O J, k € N*, este adevarata sl

1 (k+1)i
0

1 ki 1 i 1 (k+Di
At = AL A= . "2 (k+D)i .k e N*,ceea ce trebuia demonstrat .
0 1)l0 1 0 1

demonstram ca A** :( j,k e N*, este adevarata.

i 11 .
Fie A:(O J . Sa se calculeze A", neN".
, 11)(11) (12
AZ=A-A= : =
01101 01
. 12)(11) (13
A= A2. A= : =
01)\01 01
1n
A" =
o
Inductie matematica P(k) — P(k +1)
AN _ 1 n+1
o1
1 11 1 1 . 1
A" = A" A= . = n+ (A) Deci A" = "
0 1)\0 1 0 1 01
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3

1 "
Se considera matriceaA:(0 ] Sa se determine neN pentru care

det(A+A* + A+, +A")=0;

Rezolvare. Se observda cd A’ =1,si A’=A. Suma data se va studia dupa paritatea lui n.
) ) 2k 3k . .
Dacd n este par adicd n=2k atunci A+ A%+ A’+..+ A% =( 0 O) iar determinantul

sumei este egal cu zero.

. . . 2k+1 3k+3).
Dacia n este impar adicd n=2k+1 atunci A+ A*+ A’ +...+ A% = ( j iar

0 -1
determinantul sumei este egal cu -2k-1 care este nenul, prin urmare,
det(A+ A% + A’ +...+ A") = 0 <> neste par.

-1 2
Se considera matricele Az[ 1 o

a) X(@)-X()=X(@+b+a-b), abeR ;

b) X?*(a)=X((a+1)*-1), si sa se calculeze X**°(1);

Rezolvare:

a) X(a)-X(b)=(I,+aA)(l,+bA)=1,+(a+b+ab)A=X(a+b+a-b);

b) X?(a)=X(a)-X(a)=X(a+a+a’)=X((a+1)*-1),

X2 =X(2*-1), X’@W=X(2°-D-XD)=X2*-D, ........ X2 (1) = X (27 -1).

je M, (R) si X(@)=1,+a-A. Si se arate:

Exevcitii propuse || =\

4

5 se calculeze suma S = A+2A% +3A%+...+2011A%,

1. Fie A= [

2. Fie matricea A

j Determinati X € M, (R)cu proprietatea X = A

3. Fie matricea A

( A 1j Determinati X € M, (R)cu proprietatea X* = A

2
4. Fie matricea A= 1 je M, (R).
a) Sd se arate cd A’+A’=0,; b) Sad se calculeze suma A+2A° +3A% +........ +10A';

< < . . a b .
5. a) Sa se arate ca pentru orice matrice Ae M, (R), A= c d are loc egalitatea

A’ —(a+d)-A+(ad —bc)-1, =0,
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1 2
b) Sa se calculeze A'”;pentru A= (2 4} e M, (R).

i . 4 3 . :
6. Fie matricea A= (2 J e M,(R). Sa se demonstreze ca A verifica egalitatea
A*—5A-2l,=0,;

. . a 3 . .
7. Fie matricea A= (2 J e M, (R). a) Sa se verifice egalitatea

A’ —(a+1)-A+(a-6)-1,=0,;
b) Sa se determine a e R stiind ca matricea A verifica egalitatea A*=7-1,;

. . 4 2
8. Fie matricea A=[1 2]6 M, (R).

a) Sé se arate cd A’ =6(A-1,);

b) Sa se determine a € R stiind ¢ matricea A verificd egalitatea A’ —aA’>+6A=0,.;

x-3 1
1 x—3 e M,(R), xeR.

Sa se arate ca A’ = (2x—6)- A— (X" —6x+8)-1,;

9. Se considera matricea A =(

. ) A -1 0
10. Sa se determine matricea X e M, (C) astfel incat X? :( L J.

-1 0 0
11. Fie matriccaA=| 0 8 0 | Determinati X e M,(R)cu proprietatea X°=A
0 0 8

12. In multimea M, (C)se considerd matricea A=

o O -
o N O
w O o

a) Sa se determine X e M,(C)astfel incat A-X =X -A;
b) Sa se determine numarul de solutii ale ecuatiei X°> = Ain M, (C).

.. . A 4 -2
13. Determinati matricele Ae M, (R) astfel incat A* :(6 j

-3
1 0 X
14. Se considera matricele A(x)=|0 2016* 0|, xeR.
0 0 1

a) Sa se arate ca A(X)- A(Y) = A(X+Y), VX, yeR;
b) Sa se determine x € Rstiind ca A(L)-A(2)- A3)-.....- A(X) = A(2016);
c) Sa se calculeze A"(x), neN.

15. Sa se ridice la puterea ne N, matricele:

1 2 1 3 2 1
a) A=|0 1 2|; b)A=| 0 3 V2|;
0 0 1 0 0 3
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1-2x X M. (R)
(S .
—6x  1+3x 2

a) Sa se arate cd A(X)- A(Y) = A(X+Yy+Xy), VX, yeR;
b) S se arate cd A*(X) = A((x +1)° —1);

c) Sa se calculeze A™(1).

16. Fie A(x) :(

2 f—
X+1 X 1je M, (C).
1
a) Sa se determine x e Castfel incat A*(x)+ A*(x) =0,;
b) Sa se demonstreze cd, dacd neN,n>2 atunci ecuatia X" = A(0), X e M,(C) nu are
solutii.

17. Se considera matricea A(X) :[

18. Fie matricea A= . Determinati neN*, stiind ca A" + A™* =810A.

N O BB
o O O
N O B

. . 1 -3
19. Se considera matricea A= eM,(R). Notim cu A" = A-A-.....- A, VneN*.
2 -1 n termeni

a) Sa se arate ca A3 +5A=0,, unde O, este matricea nula;

b) Sa se calculeze A'.

. ) 2
20. Se considera matricea A= eM,(R). Notam cu A" = A-A-.....-A, VneN*,
6 3 o D

n termeni
a) Sa se arate ca A? +A3=Og, unde O, este matricea nula;
b) Sa se calculeze suma A+2A% +3A%+... +100A™,

. 2 1 2 - 1 0) ..
21. Se considera matricele A= , B= A, = din My(R).
-1 0 1 1 01

a) Sa se calculeze C=A+BI,;

b) Sa se calculeze suma C+C? +C* +... +C%%,

34



MATEMATICA — CLASA a Xl-a

Cap. 2 DETERMINANTI

m Determinantii de ordinul doi si trei

Fie A=(a, j)e M, (C) o matrice patraticd. Vom asocia acestei matrice un numar
notat det(A) numit determinantul matricei A.

.. . . a. a 5
Definitie. Determinantul matricei A:( 1 Hj este numarul

a, ay
a,; a4,
det(A) =88, —apdy =
a, ay

si se numeste determinantul de ordin 2. Termenii a,a,,, a,a, Se& numesc termenii
dezvoltarii determinantului de ordin 2.

. 4 -3
Exemplu: Sa se calculeze determinantul: ‘ ‘ :

4
Rezolvare: )

3
1‘:4.1—(—3)-2=4+6=10.

Activitate independenta \ Raspuns
6 4 -20
2 -2

Sa se calculeze determinantul: ‘

Definitie. Determinantul matricei
a; @ 8y
A=|a, a, a, |este numarul
A3 8z g
det(A) = 8389y 835 + Ay 8383 + 8518583 — 8438583 — Ay 8y — Age8yp8y

si se numeste determinantul de ordin 3. Termenii care apar in formuld se numesc
termenii dezvoltarii determinantului.

Pentru calculul determinantului de ordin trei se pot folosi urmatoarele reguli:

Regula lui Sarrus

Fie determinantul de ordin 3, d=(a;) ;. Pentru a calcula un astfel de

determinant se scriu primele doud linii sub celelalte si se face suma produselor
elementelor de pe diagonale, primele trei cu plus, a,,a,,8s;, 8,85,8,5, 85,8,,8,; 1ar ultimele
trei CU MINUS, —a,,8,,8,,, — 8,858, —838,8, - Suma celor sase produse da valoarea
determinantului d de ordin 3. Acest procedeu de calcul se numeste ,,regula lui Sarrus”.
all a12 al3
8z 35 8|  (am scris sub determinant
a; aj ag primele doua linii)
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Regula triunghiului

Am vazut ca determinantul de ordin trei are In dezvoltarea sa sase termenti, trei cu
semnul plus si alti trei cu semnul minus.

Primul termen cu plus se gaseste inmulfind elementele de pe diagonala principala, iar
ceilalti doi, inmulfind elementele situate in varfurile celor doud triunghiuri care au o
latura paralela cu diagonala principala.

Dupa aceeasi regula, referitoare la diagonala secundara, se obtin termenii cu minus.

Observatie: Atat ,regula lui Sarrus” cat si ,regula triunghiului” se aplica numai
determinantilor de ordin 3.

Exemple.1.
1 2 3
0 3 -1=1.3-3+0-1.3+2-2-(-1)-3-3-2—(-1)1:1-3-2.0=9-4-18+1=-12
2 1 3
12 3
0 3 -1

2.8a se calculeze determinantul:

3 2 1
d=1 -1 3
1 2 O

R. Aplicam una din regulile de calcul si obtinem:
d=3-(-1)-0+1-2-1+1-2-3-1-(-2)-1-3-2-3-0-2:1=-9
Determinantul de ordin 3 are 6 ( = 3!) termeni dintre care trei sunt cu semnul plus,
iar ceilalti cu semnul minus.
Determinantul de ordinul trei se mai poate calcula si astfel:

a,, a a,,a a,a
det(A) — (_1)1+1 all 22 23 + (_1)l+2 a12 2123 + (_1)l+3 a13 2122 sau (1)
32 33 3133 3132
a,, a a,a aa
— (_1)1+l all 22 23 + (_1) 2+1 a21 1213 + (_1) 3+1 a31 1213 (2)
32 33 327433 2223

Observatii
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1) Egalitatea (1) se mai numeste dezvoltarea determinantului dupa elementele liniei
intéi, iar egalitatea (2) se numeste dezvoltarea determinantului dupd elementele
coloanei intai.

2) Formulele (1) si (2) sunt relatii de recurenta, deoarece determinantul de ordin 3 se
exprima cu ajutorul unor deteminanti de ordin inferior (2).

Activitate independenta | Réaspuns
2 3 4 -11
Sa se calculeze determinantul: d=2 1 1
3 0
Exemplu:
1 2 1
Sa se rezolve ecuatia: |2 -1 1|=0.
3 x* 2x
Rezolvare:

Ecuatia dat3 este echivalentd cu -2x +2x% +6+3-x* -8x= 0, de unde rezulti ecuatia
x?-10 x +9 = 0 cu solutiile x;=1six,=9.

Activitate independenta \ Raspuns
1 2 3 x=-1, x=3
Sa se rezolve ecuatia: 2 3 5 |=0

3 x* 2x+6

Definitie. Se numeste determinant de ordinul n al matricei patratice
A=(a;;) e M, (C)numarul det(A)= > &(0) g  Bpog - Buom, UNdE Sp  reprezintd

o€,

numadrul tuturor permutdrilor de gradul n iar &(o) se numeste semnul permutarii o.

Observatii
1. Notiunea de determinant al unei matrice are sens numai pentru matricele patratice.
2. A nu se confunda faptul cd matricea reprezinta o functie A:N° — C iar determinantul
un numar.

3. det(l,) =1.

Vom defini Tn continuare determinantul de ordin n prin recurentd cu ajutorul
determinantilor de ordin n — 1.
Fie A=(a,;) e M, (C).

Definitie. Fie A=(a,;)eM,(C). Se numeste minor asociat elementului a,
determinantul matricei patratice A; de ordin n — 1 obtinut prin suprimarea liniei i si a
coloanei j din matricea A. Se noteazi acest minor prin det(A j) sau d;;.

Definitie. Se numeste complement algebric al elementului a,, numarul

i
(=1)*’ -d,;. Exponentul i+ jal lui (1) este suma dintre numdrul liniei i si a coloanei j pe

care se afla a ;.
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Definitie. Determinantul matricei A=(a, j )de ordin n este suma produselor
elementelor din prima linie cu complementii lor algebrici adica
det(A)=a,,d,, —a,,d,, +a,d,; —...+(-1)""a,,d,, iar dezvoltarea determinantului dupi
elementele liniei i este det(A)=a, (-1)"d, +a,(-1)"?*d,, + a,(-1)*d,; +..+a, (-1)*"d
Se va alege acea linie care are mai multe zerouri sau pe care se pot realiza (cat mai usor)
mai multe zerouri.

in

Observatii
1) Elementelor, liniilor si coloanelor matricii A le vom spune de asemenea elementele,
liniile si coloanele determinantului

a11 a‘lZ a'ln

a a o a
det(A) — 21 22 2n .

anl anZ o ann

2) Formula din definitie spunem ca reprezinta dezvoltarea determinantului de ordin n
dupa elementele primei linii.

Exemplu . Sa se calculeze determinantul de ordinul 4

1 0 -1 2
1 -2 0 O
d= .
0 1 1 -1
1 -1 0 O

Rezolvare: Aplicam definitia datd mai sus pentru n = 4 si dezvoltam determinantul dupa
elementele liniei intai. Avem:

-2 0 0 1 0 0 1 -2 0 1 -2 0
d=1.{1 1 -1/-0-{0 1 -1j+(-1- /0 1 -1|-2-0 1 1|=
-1 0 0 1 0 0 1 -1 0 1 -1 0

=0-0-1+2=1.

==/ Exercitii rezolvate

Sa se calculeze determinantii:

3 2 B2 he2i o 1l aboc
93 T ol Blale 2 i e oa;
0 2 1 c ab
1 1-i 1-2i
flizi 1 1-2i.
1-2i 1 1-i
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Rezolvare:
-3 2
a =-3.1-2.(-1) =-1;
)—1 1‘ (-1)
3 243
DY BNCEEN N S N SO
1-43
1+2i  -2i
o7 ) 2'_‘:(1+2i)(1—2i)—(—2i)i:1+4—2:3;
A |
-1 1 2
d|2 3 -§=-3+8+0-0-2-2=1;
0 2 1
a b c
e) |b ¢ al=abc+abc+abc—c®—a’—b®=3abc—(a’+b’+c?).
c ab
f) 9(1-i).

Sa se rezolve ecuatiile:

X+1 Xx+2 X x 1 2 1 x+3 1
a) x x-1 x-2/=0; b))l x+1 1/=0; c¢)|-1 x —-x+3=16-2x;
X—2 X X+1 X x-1 3 1 —x-3 —x
X+2 X x-1 2
d) +Xx(x-1)=3; e) 3 ]J—Zx(x+2):8;
3 X X+
Rezolvare:

a) Ecuatia data este echivalenta cu
(X+D(X* =D+ X* + (X* —=4)(x—2) = X(X—D(X—2) = (X* + X)(X—2) = (X* +X)(x+2) =0 &

XX+ X2 =1+ X+ X —2X2 —AXx+8— X2+ 2X2 + X = 2X— X + 2X® — X® + 2X

2_x*-2x=0

—x®—2x
—IXx+7=0=>x=1.

b) Ecuatia dati este echivalentd cu 3x* +3X+2X—2+X—2X> —2X—X* +X-3=0=

5x=5. Rezulta x = 1.

¢) Ecuatia data este echivalentd cu —x* +X+3+9—x* —x— x> +9—x* —3x=16—2x
—4x* —3x+21+2x-16=0=

1+
—4x* —x+5=0<4x*+x-5=0= X, =1T_9:>x1:—% si X, =1.
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X+2 X 5 5
3+x(x—1):3<:>—2x +3X+6+X"—-x=3.

d)

Rezultd, —x* +2x+3=0=>x =-1 si x,= 3.

x-1

e) 3-
) X

2
J—Zx(x+2):8<:>3x2—3—6x—2x2—4x:8.
X+

Rezultd, x*-10x-11=0=>x, =-1, x, =11.

cu

2 -1 1
Rezolvatiin R inecuatia: (x 1 -1>0.
X 2 1
Rezolvare:
Calculand  determinantul , inecuatia  data este echivalenta
X+6>0=X>-2= Xe[-2;+x).
1 1 x
Sa se rezolve inecuatia wz 0 unde D(x)=3 1 -1.
X+1 > % 2
Rezolvare:
1 1 x
D(X)=[3 1 —1=2+3x"-2-2Xx+Xx-6=3x"—x—4=(x+1)(3x—4).
2 X 2
Atunci, ww@wzo: X>—
X+1 X+1
1 -1 2
Sa se rezolve in R inecuatia [x 1 1/>3.
x> 3 2
Rezolvare:
1 -1 2
X 1 1/=2+6x—x*-2x*-3+2x=-3x*-8x—-1. Atunci inecuatia datd este echivalentd
X 3 2
Cu

—3X2+8X—123<:>3X2—8X+4SOZ>X€[§;2].
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-a

Exevcitii propuse l+|:\
1. Sa se calculeze determinantii:
1
2 3 -1 2 2 3 2 3 1+43 32
a) ‘;b)‘ ‘;C)2 3;d)\/_ \/_;e) v \/_:
s of Vs Vs T E o |2vE 148
2
)2\/5—\/5 1442 | 0 sin30° cos30°|. ) sinx  cosx| N e 5 i 2i 2|
1-2 22+ tg30° ctg30°| —cosx sinx| T |5* e* |1 il
. . -1 2 3 1 1 1 or 1 2! c. ¢! C
1+1 2+i . 2 3 4
K SThn(3 1 2;m)|i 0 -1;n)f2r 31 4l;0) [c2 C} CI;
2—i 1-i . L m2 A3
10 1 10 1 3 21 1 cl c? C
i 3 2" In x
2 . Sa se calculeze A(l) pentru determinantii: a) A(X) = N )
x*-1 3

log,x 2

A(X) =
(X) ¥ o

X+4

3. Fie matricea A(x) :( 3

4. Se considera matricele A(x)=

3
X—4
-2 -1
x—4 3 |,VxeR;
-2 6

X
2
Xx+1

a) Sa se calculeze determinantul matricei A(2);
b) Sa se rezolve ecuatia det A(x) =0;

5. Se considerd determinantul D(m)=|m 1

a) Calculati D(0);

2 -1 1
-1, meR.

2 3 m

b) Aratati ca D(m)=(m+2)(m+3), VmeR;

¢) Determinati numerele naturale n pentru care D(n*—3n) =0.

2015)

3 1 2

6. Se considera determinantul D(a)=|a+1 a 2|, aeR.

a) Ardatati cd D(a)=-12;

1 3 2

b) Determinati numerele reale a pentru care D(a) =a?;

2017)
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a+l 2a+2 a*-1
7. Se considera determinantul D(a) =| 2 3 5 |, aeR.
1 2 4
a) Aratati cd D(0) =-5;
b) Demonstrati cd D(a)=(a-5)(a+1), VaeR,;

c) Determinati numerele intregi a pentru care D(a) ( —3a-3 . ( Simulare BAC
2019)
11 1
8. Se considera determinantul d(x)={2 0 x+1|, xeR.
3 3 xX*+2
a) Calculati d(0);

b) Demonstrati cd d(x) =-2(x—-1)(x+1), VxeR;
c) Aratati ca daca x si y sunt doud numere reale diferite astfel incat d(x)=d(y), atunci
X+y=0.
( Simulare BAC 2016)
X X X

9. Se considera determinantul D(x)={3 -1 x|, xeR.
2 X -
a) Aratati ca D(-2) = 16;
b) Demonstrati cd D(x) =x(x+1)(6—x), VxeR.
c) Determinati numerele naturale a pentru care D(v/a)=0. ( Simulare BAC 2018).
-2

2
10. Se considera matricele A= (3 3

0 0),.
j si O, =(0 O)dln M,(R). Se noteaza

A"=A-A- ... A, neN* .
%,—J
n termeni

a) Si se arate ci A? +A=0,;

1
b) Sa se determine matricele X = ()1( XJ e M, (R), astfel incat det(X+A)=4;

¢) Sa se calculeze suma A+2A%+3A%+...+100A,
11. Sa se calculeze determinantii:

1 a 1 a a+1 a+?2
a)la a®> 1;b)yj1 -1 1
1 a 1 a a a

12. Sa se rezolve ecuatiile:

2 X 2‘:1; b) X 2‘=10; 0 x+1 x| _ ) X% +2x x+3 _|-6x 19;
31 3 X x-11 5 4x X+1 X
, 1 2 x-3
o) [ 3 XX 2N plh 3 w10
5 2X| [2X X 3 1 x_2
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1 1 1
13. Se considerd determinantul D(a)=|2 2 1. Sa se rezolve ecuatia D(2*)=0.
a® a -3
14. Sa se rezolve ecuatiile:
1 -1 2 1 1 1 3 1 1
a) |2 3 1/=0; b)1 2 3F|=0;¢c)|1l 3 1|=0;
1 1 2 1 4 9 1 1 3
2 _
15. Rezolvatiin R inecuatia: |3 x* x|)0.
-2 1 2
2 x+2 -1
16. Sa se rezolve in Rinecuatia |1 1  -2))0.
5 -3 X
1 Ina O
17. Se considera matricele H(a)=|0 1 0|, unde a)0. Sa se calculeze determinantul
0 0 a

matricei H(1) + H(2) + H(3) + .....+H(2011).

log,a 1 0
18. Se considera matricele H(a)=| 1 1 1|,a)0. Sa se calculeze determinantul
a 01

matricei H(2) + H(2?) + H(2®) + ....+H(2®™).

. : 1 3 . .
19. Se considera matrlceaA=[0 J. Sa se determine neN pentru care

det(A+ A> + A’ +...+ A") =0;

1 0 O
20. Se considerda matricele A =/0 2" 0|. Sia se afle neN astfel Tncat
0 0 4
det(A,)-det(An+1)=512.
x+1 -1 2
21. Se considera matricele A(x)=| 2 x+3 -1 |,xeR.
2 1 x+1
a) Sa se arate ca det(A(x)+ A(—x)) =0;
b) Sa se rezolve ecuatia det(A(x))=0.
a 1 a
22. Fie matricea A=|a+1 a a-1|eM,(R). Sa se arate ca ecuatia
2 -1 1

X202 4 X2 = A% nu are solutii in M, (R).
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23. In multimea M, (C) se considera matricea A=

o O O
o O -
o — O

a) Sa se calculeze A? si det(A);
b) Sa se determine X € M,(C)astfel incat A-X =X -A;

¢) Si se determine numdrul de solutii ale ecuatiei X*= An M,(C).
a b c

24. Se considera determinantul A=|c a b, unde a,b,ceR.
b c a

a) Sa se calculeze determinantul A ;
b) Sd se arate cd A = %(a+b+ c)[(a—b)* +(b-c)® +(c—a)’].

c) Sa se rezolve in R ecuatia: 8" +27* +125* —3-(2-3-5)* =0.
Xl X2 X3

25. Se considera determinantul A=|x, x, X[, unde x,X,,%, € R sunt solutiile ecuatiei
X3 Xl X2

X° -4x+3=0.

a) Sa se calculeze x; +X; +X3;

b) Si se arate ca x.° +x,° +x,° =-9;

c) Sa se calculeze valoarea determinatului A.
Xl XZ X3

26. Se considera determinantul A=|x, x, X[, unde x,X,,x, € R sunt solutiile ecuatiei

x> -5x%+2x+1=0.
a) Sa se calculeze x; +X; +X3;
b) Si se calculeze x,° +X,” +X;".

c) Sa se calculeze valoarea determinatului A.

1 00
27. Se considera matricele de forma M, =|Ina 1 0| a)0.
0 0 a

Va,b)0.

b) Sa se calculeze determinantul matricei M, + M, + M, +...... + My,

¢) Sa se calculeze M(a)™™.

a)Sdsearateca M_-M, =M

ab?
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lﬁ Proprietatile determinantilor

P,. Determinantul unei matrice este egal cu determinantul matricei transpuse
adici dac Ac M, (C), atunci det(A)= det(A");

. by .
Demonstratie. Fie A:(? dJ si AT :(a CJ.

b d
Atunci, det(A)=ad —bc, iar det(AT)= ad —bc . Prin urmare , det(A):det( AT).
1 2 13
Exemplu: ‘:_2:‘ ‘;
3 4 2 4

P,. Daca toate elementele unei linii (sau coloane) dintr-o matrice sunt nule, atunci
determinantul matricei este nul.

00 0b
Demonstratie. Avem =0-d-0-¢c=0 si1
c d 0d

‘:O-d—O-b:O.

3 7
Exemplu: |0 0
3 4

P,. Daca intr-o matrice schimbam doua linii (sau doui coloane) intre ele obtinem
0 matrice care are determinantul egal cu opusul determinantului matricei initiale.

Evident

cd‘

Demonstratie. Prin schimbarea liniilor obtinem egalitatea b‘
a

bc—ad = —(ad —bc).

1
Exemplu: 3

1 2
3 4

P,. Daca o matrice are doua linii (sau coloane) identice, atunci determinantul sau
este nul.

Demonstratie. VVerificam pentru linii (si tot odata pentru coloane). Avem:

b
a ‘:a-b—a-bzo.
ab

Exemplu:

N W N
o B~ O

P.. Daca toate elementele unei linii (sau coloane) ale unei matrici sunt inmultite

cu un numair «, obtinem o matrice al carei determinant este egal cu « inmultit cu
determinantul matricei initiale.

Demonstratie. Verificam pentru linii proprietatea.
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«-d a.b‘:a-a-d—a-b-C:a(ad—bC):aa b‘.
c d cd
1 0 4 1 0 4
Exemplu: |9 3 6/=3-3 1 2/=3-(84-20-14)=3-50=150;
570 570

P,. Dacd elementele a doua linii (sau coloane) ale unei matrice sunt
proportionale, atunci determinantul este nul.

Demonstratie. Verificam pentru linii.
a b ab

= = A(ab—-ab)=0.
Aa Jb| ja b
2 2
Exemplu: 3‘:3‘ 3‘:3(6—6):0;
6 9 |23

P,. Daca linia i a unei matrici A este suma a doi vectori, atunci determinantul ei

este egal cu suma a doi determinanti corespunzatori matricelor care au aceleasi linii
ca A, cu exceptia liniei i unde au cate unul din cei doi vectori.

a; oy, ay . &, | @y - A,
g +by oa by =l A, [+ by
a, Ay, ay - A, [y - &,
Demonstratie.
e e o a+a b+b| [a b [a b
Sa aratam ca: = + .
C d cd |c d

Intr-adevar membrul stang este egal cu (a+a')d —c(b+b'): ad+ad—-bc—b'c. Membrul

drept este ad —bc+a'd —b'c si egalitatea se verifica.
Obsservatie: O proprietate analoga are loc si pentru coloane.

a a+l a+2 ja 1 2 al
Exemplu: b b+1 b+2/=b 1 2/=2:lb 1 1=0; S-au aplicat si proprietatile P4 si Ps;
c ¢+l c+2 |c 1 2 c 1

P;. Daca o linie (o coloand) a unei matrici patratice este o0 combinatie liniara
de celelalte linii (coloane), atunci determinantul matricei este zero.

2 3 4
Exemplu: |-3 2 4|=0 deoarece I3 =l; +1,;
-1 5 8
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P,. Daca la o linie (o coloand) a matricii A adunim elementele altei linii

(coloane) inmultite cu acelasi numir, atunci aceasta matrice are acelasi determinant
ca si matricea A.

Demonstratie. VVom aduna la linia intail, linia a doua inmultita cu 4. Vom nota acest
fapt prin I, + Al,. Avem:

a+Ada, b+Ab
a1 bl

a b
a'l bl

Aa, b,
al bl

a b
a‘1 bl

a b
a'l bl

+ +0=

s 6

P,. Daci A, BeM,(C), atunci det(AB)=det(A)-det(B) (Determinantul
produsului a doua matrici patratice este egal cu produsul determinantilor acelor
matrici). Tn particular det(A")=(det(A))", ne N".

5 2 3 3 1 3 8) . : <
Exemplu: Daca A= ,B= = A-B= si atunci se observa ca
1 2 -1 2 15

751
ol 2

38 _ 233 1
1 5

‘:17:7.

P,. Determinantul Vandermonde:

1 1 1
a b c|=(b-a)(c-a)lc-b)
a’> b*> c?

Demonstratie:
Se inmulteste coloana intai cu (-a) respectiv cu ( —a°) si se aduni la coloana a doua
respectiv la a treia:

1 1 1| [ 0 0
a b c|=[1 b-a b*-a?=
a? b?> ¢} [ c-a c*-a?

b—a b*-a?

, ,|=(b-a)(c—a)(c-b).
c—-a c°-a

P,. Daca A= (aij) este 0 matrice triunghiulari (sau diagonald) (toate

elementele de deasupra diagonalei principale sau de dedesubtul ei sunt egale cu
zero), atunci det(A)=a,a,,..a,. (Valoarea determinantului este egali cu produsul

elementelor de pe diagonala principala).

a 0 o0
b ¢ Ol=a-c-f
d e f
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=+ Exercitii rezolvate

Sa se arate ca urmatorii determinanti sunt nuli:

a b c 5 8 12 a b c
a) | 1 1 1 | ; b) [15 24 36 ; C) |1 1 1;
2020a 2020b 2020c 1 3 5 a+l b+1 c+
Rezolvarg:
a) In determinanti se da factor comun pe linii sau coloane:
a b c a b c
1 1 1 |=2020|1 1 1/=2020-0=0 deoarece determinantul are doua linii
2020a 2020b 2020c a b c

egale. ( conform proprietatii 4).
b) linia a doua este un multiplu de 3 a elementelor de pe linia 1 si apoi se obtine un
determinant cu doua linii identice.

5 8 12 5 8 12

15 24 36/=3:5 8 12/=5-0=0;

1 3 5 1 3 5
a b c a b c j|abec

c) | 1 1 1|={1 1 1+|1 1 1|=0, conform proprietatilor 7 si 4.
a+l b+1 c+4 |a b c/ |1 1 1

X+1 x+1 X
Sa se rezolve ecuatia| x x-1 x-1=0.
Xx-1 X X+
3x 33X 3
Rezolvare: Se aduna toate liniile la prima linie: | x x-1 x-1=0=
x-1 x x+1
1 1 1
3| x x-1 x-1=0= 3x-
x=1 X X+

x=1 x-1 ) )
:0:3x(x -1-x +x):0:xl:0, X, =1.

X X+

Xaaa

9 . laxaa
Sa se rezolve ecuatia =0;
— aaxa

aaaxX
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Rezolvare:
Xaaa X—a 0 0 0O |a aaa X—a 0 0 0
axaa 0 x—a 0 0O |a aaa 0 x—a 0 0
=0 + =0 =0
aaxa 0 0 x—a 0 |a aaa 0 0 x—a 0
aaax 0 0 Ox—a |a aaa 0 0 0 x—a
X—a 0 0
< (x—a)- ()" 0 x-a 0:0:>(x—a)[(x—a)3]=0:>(x—a)“=0:>x1,2,3’4:a.
0 0 x—a
Xl X2 X3

Sa se calculeze valoarea determinatului A=|x, X, x|, unde x,X,,%, € Csunt

X3 Xl X2
solutiile ecuatiei x° -x*+3x+1=0.
Rezolvare:
Xl X2 X3
A={% X X|=3%X%X—(%°+%°>+%°). Cum Xx,X,xsunt solutiile ecuatiei date
X3 X:l. X2
inseamna ca verifica aceasta ecuatie adica,
3 2
X =X%"—3x -1,

X,° = X,° —3X, —1,

x> =%, —3x, -1

de unde rezultd cd x> +X,° +x.° = (X" +X,° +X,") =3(X + X, + X;) —3=

= (X + X, +X)7 —2(X %, + X, X + X X;) —3(X + X, + %) —3=1-2-3-3-1=-8.  S-au  folosit
relatiile lui Viete.

Exercitii propuse | !+ *\

1. Sa se calculeze determinantii:

a+b ¢ X Yy OX+Y 2xy  X2+y® X+y
a)lb+c a ; b)| v x+y x |[; c) X*+y®  2xy  x+Y|.
c+a b X+y X y X+y X4y 2
1 1 1
2. Sa se calculeze determinantul |[a b c|.
a® b ¢
X a Xx+a

3. Sd serezolve ecuatia: | a x+a x |=0, VaeR.
X+a X a
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a 2a 3a
4. Sa se calculeze determinantul |a+1 3a+3 4a+5|.
a+2 3a+4 4da+7

x 3 1
5. Fie Xy, Xz, X3 solutiile ecuatiei |-1 x -1/=0.Sa se calculeze x°+X,”+X;".
1 2 x

Xl X2 X3

6. Sa se calculeze valoarea determinatului A=|x, X, x|, unde x,x,,x, e Csunt
X3 Xl X2

solutiile ecuatiilor: a) x* -2x*+2x+1=0; b) x® -2x* +2x+17=0; c) x® -7x +6=0;

z -z O
7. Sa se calculeze valoarea determinantului A=|0 z*> —1| unde z este solutia ecuatiei
1 z z+
z*-1=0
abc bca cab
8. Sa se calculeze valoarea determinantului A=|ab bc ca unde

a b c

a,b,ce{l;2;3,..;9)si abc=a-10°+b-10+c reprezintd scrierea in baza zece a numirului
abc.
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m Aplicatii ale determinantilor in geometria plana

Pentru inceput amintim cateva notiuni teoretice de geometrie de la clasa a X-a:

Ecuatia generald a unei drepte (d) este ax+by+c=0, a=0 sau b=0.
Conditia ca un punct P(x,,Y,)sa apartind dreptei (d) este a-x,+b-y,+c=0.
Ecuatia dreptei care trece printr-un punct P(x,, y,) si are panta m este y—y, =m(X—X,)

Doua puncte distincte A(x,y,) st B(X,,y,) determind o dreaptd unica . Ecuatia dreptei
care trece prin A si B este :
oYY XX
(AB): L= CU X, #X,, YV, #Y,-
Yo=Y XX v i
Daca x =x, atunci ecuatia dreptei este x=x, iar dacd y, =y, rezukltd cd ecuatia dreptei
este y=y,.

Aceasta mai poate fi scrisa si cu ajutorul determinantilor astfel:

Definitie: Ecuatia dreptei determinatd de punctele A(x,y,) si  B(x,y,) este :

Xy
XY =0;
X, Y,

Pentru a demonstra daca trei puncte A(Xy;y1) , B(X2;y2) C(Xs;y3) sunt coliniare,
trebuie sa aratam ca cel de-al treilea punct inlocuit in ecuatia determinata de celelalte
doua puncte, o verifica.

Definitie: Conditia ca trei puncte A(x,V,) , B(x,,Y,) si C(X,Y,) sa fie coliniare este :

XY
X Y, =0;
X3 Y3

De asemenea, cu ajutorul determinantilor se poate calcula si aria unui triunghi de varfuri
AB,C.

Definitie: Aria triunghiului de Varfuri A(x,y,) , B(,,Y,) si C(x,Y) este A=%-|A|,

XY
unde A=[x, v,
X3 Ys
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Exemplu
Se dau punctele A(3;-2), B(1;4), C(2;m).
a) Sd se scrie ecuatia dreptei AB;

b) Sd se determine numdrul real m astfel incit A, B, C sd fie coliniare;

c) Fie P(-4;2). Sa se calculeze aria triunghiului PAB.
Rezolvare:

Xy
a) Din 3 -2 1=0,rezultd ecuatia 6x +y -14=0;
1 4
3 -2
b) A, B, C sunt coliniare daca si numai daca (1 4 =0 de unde rezulta m=1;
2 m
—4 2
c) A:%~|A|, A=|3 -2 1=34,atunci A=%~34:17.
1 4
Activitate independenta | Raispuns
Se considerd in plan punctele A(L6), B(-5;2), C(3;8), D(m—-2,m).
a) Sa se scrie ecuatia medianei [AM Junde M e[BC] este mijlocul a) x-y+5=0
laturii. b) me {222}
b) Sa se determine m astfel incat aria triunghiului ABD sa fie egala cu
10.
Rezolvare:
a) Se determind mai intai mijlocul M (-1; 4). Apoi, ecuatia dreptei AB este
Xy
1 6 1=0=2x-2y+10=0 sau x—y+5=0.
-5 2
EESN 1 6 1
b) 2 A=| -5 2 1=-2m+24.Rezulti,
m-2 m
%.|—2m+24| =10=|-2m+24/=20=
—2m+24=120=> me{2;22} :
Activitate independenta \ Raspuns
Se consideri punctele A(;3), B(m—3;2), C(m+2;-3). Sa se determine | m e {1;9}
m € R. astfel incat aria triunghiului ABC sa fie egala cu 10.
Rezolvare:
1 3
Se calculeaza mai intdi determinantul A=[m-3 2 1=-5m+25. Cum A, = %|A| =
m+2 -3

[-5m+25/=20= -5m+25=+20= me{L9}.
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= Exercitii rezolvate

Se dau punctele A(- 2; - 1), B(1; 5), C(4; 2). Se cere:

a) ecuatia dreptei BC;

b) ecuatia paralelei prin B la AC;

¢) ecuatia dreptei care uneste mijloacele segmentelor AC si AB;
d) ecuatia medianei dusa din A pe BC;

Rezolvare:

Xy
a) Ecuatia dreptei BC este |1 4 1=0<4x+2+5y-20-2x-y=0=
5 2

2X+4y-18=0=>x+2y-9=0.

b) Ecuatia dreptei care trece prin B si este paraleld cu dreapta AC are forma
Y=Yg = mAC(X_XB)'

Yo=¥s 22D _3_ i rezultd y—-5= 1(x —1). Asadar, ecuatia paralelei
Xe =Xy, 4-(-2) 6 2 2

prin B la AC este x -2y + 9 =0.

¢) Fie M mijlocul AB si N mijlocul lui AC. Atunci, M (—%;2) si N(l;%j. Ecuatia

Cum m,. =

X y 1
. 1 1 1 1
dreptei MN este: - 2 1=0<:>2x—z+y—2—5x+5y=0:> 2x +2y-3 = 0.
1 1 1
2

d) Fie E mijlocul lui (BC). Atunci, E(ggj si ccuatia dreptei AE devine:

X y 1
-2 -1 1:0<:>—x—7+gy+g—%x+2y:0:> X—y+1=0.
5 7
2 2
-2 -1
e) A=%|A| unde A=|1 5 :—27:A:%-|—27|:2—27:13,5.
4 2

Se dau punctele A(-3; -2), B(1; 6). Pentru ce valori ale lui m, punctul M(m;
4m+1) se afla pe dreapta AB ?

Rezolvare:
X y Z

Ecuatia dreptei ABeste: |-3 1 1/=0<x-18-2y+2-6x+3y=0=
-2 6 1
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(AB): -5x+y-16=0.
M e AB < -5m+4m+1-16=0= m=-15.
Asadar, pentru m= -15, punctul M este situat pe dreapta AB.

. Se considera punctele A(—4;2), B(L6), C(4;-3), D(6;10).
a) Sa se scrie ecuatia dreptei AB;

b) Sa se arate ca punctele A, B, D sunt coliniare;

¢) Sa se calculeze aria triunghiului ABC.

Rezolvare:
Xy
a) Ecuatia dreptei ABeste |4 2 1=0< -4x+5y-26=0;
1 6
b) A, B, D sunt coliniare daca si numai daca punctul D este situat pe drepata AB, adica
-4 2
—4-6+5-10—26 =0 ceea ce este adevarat. Altfel, se verifica cu fomula, |1 6 =0.
6 10
-4 2
) |1 6 1=1.(-24-3+8-24-12-2)="2" Atunci, A, ==|A|=2.[-57]=2".
4 3 2 2 2 2 2

[4.]. Sa se determine meR astfel incat punctele A(L9), B(-2;m), C(m-1,4m+1) si fie
coliniare.

Rezolvare:
1 9
Cum A, B, C sunt coliniare atunci, conform formulei rezulta | -2 m =0=
m-1 4m+1

m’+m-6=0=>me{-3;2}.

. Sa se arate ca aria triunghiului ABC, unde A(-3;1), B(m*;2), C(m°-12), nu
depinde de m, meRR.

Rezolvare: A,.. :%|A| :%-1:%, deoarece

-3 1
A=l m* 2 U=-6+2m*+m*-1-2m*+2+6-m?=1.
m>-1 2

Tn triunghiul ABC se cunosc mijloacele laturilor (AB), (BC), respectiv (AC). Fie
acestea
M(-1; 4), P(3; -2) respectiv N(6; 2). Sa se determine cordonatele varfurilor
triunghiului ABC si sa se scrie ecuatiile laturilor acestuia.
Rezolvare:

Fie A(Xa;¥a), B(Xg; ¥g), C(Xc;yc). Cum M, P, N sunt mijloacele laturilor, rezulta
relatiile:
(1) Xa +xg=-2 Yatyg =8
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(2) X5 +xc =6 Ye tyc =-4

(3) Xa+xc =12 yc +ya =4
2(XatXs +Xc) = 16 2(yatys +yc) =8

(4) XatXg +Xc = 8. Yat+ys +Yc =4.

Din (4)si (1) rezulti xc =10  si  yc=-4;

Din (4)si Q) rezultixa=2 si  ya=8;

Din (4)si 3) rezultixg=-4 si  yg=0;

Asadar, se obtin A(2; 8), B(- 4; 0), C(10; - 4).

Ecuatiile laturilor triunghiului ABC sunt:

X y z
(AB): |2 8 1/=08x—4y+32-2y=0=>4x-3y+16=0.
-4 0 1
X y z
(BC): |-4 0 1|=0<16+10y+4x+4y=0=>2x+7y+8=0.
10 4 1
X y z
(AC): |2 8 1/=0<8x-8+10y-80+4x—-2y=0=3x+2y-22=0.
10 4 1

Se dau punctele A(2; 6), B(- 5; - 1), C(4;0) si fie D intersectia dreptei AB cu axa
Oy. Sa se arate ca punctele D, C si mijlocul segmentului [AO] sunt coliniare, unde O
este originea sistemului de axe de coordonate xOy.

Rezolvare:
Fie E mijlocul segmentului [OA] atunci, E(1; 3).
X y z
Ecuatia dreptei AB devine |2 6 1/=0<6x—2-5y+30+x-2y=0=>x-y+4=0.
-5 -11

Daca dreapta AB se intersecteaza cu axa Oy in punctul D atunci coordonatele lui D se
obtin inlocuind cu x=0 1n ecuatia dreptei AB. Astfel, pentru x = 0 rezulta y= 4, asadar, D
este de coordonate D(0; 4).

Pentru a verifica daca punctele C, E, D sunt coliniare calculam determinantul:

=16-12-4=0, asadar, punctele sunt coliniare.

N~ O
o w b

in reperul cartezian XOY se consideri punctele 0(0,0) si A,(2n, n-2), neN.
a) Sa se determine ecuatia dreptei determinata de punctele A; si Aj;

b) Sa se calculeze aria triunghiului OA;A;

¢) Sa se demonstreze ca pentru orice ne N, punctele A, A, si A, sunt coliniare.
Rezolvare:
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Xy
a) Ecuatia dreptei A;A; este datd de ecuatia: 2 -1 1=0=-x+4y+4-2y=0. Asadar
4 0
ecuatia dreptei A1 A, este —x+2y+4=0.
0 O
b) A:%|A|, unde A=2 -1 I=4=A=2
4 0
2 -1
c)|4 O =0 = ca punctele sunt coliniare.
2n n-2

—
-

\

Exercitii propuse | !+

1. Sedau punctele A(1;-3), B(-2; 4), C(5; 3). Se cere:

a) ecuatia dreptei BC;

b) ecuatia paralelei prin B la AC;

c) ecuatia dreptei care uneste mijloacele segmentelor AC si AB;

d) ecuatia medianei dusa din A pe BC;

2. Intr-un sistem de axe XOY se considerd punctele A(-1; 1), B(3; 2), C(a; a+3), acR.
Determinati a astfel incat A, B, C sa fie coliniare.

3. Intr-un sistem de axe XOY, se considera punctele A(m, m+1), B(m+2, m-1), C(m-
2,m+2), meRR. Sa se arate ca aria triunghiului ABC nu depinde de m.

4. TIntr-un sistem de axe XOY, se considerd punctele A (4 - 2n; n+2), neN. Si se
verifice daca aceste puncte sunt coliniare.

5. Se considera punctele A(-1;2), B(-3;4), C(m;1), D(4,;5).

a) Sa se determine valorile parametrului real m pentru care punctele A, B, C nu sunt
coliniare;

b) Sa se calculeze aria patrulaterulut ABCD dacd m = 2;

c) Sa se scrie ecuatia dreptei AB.

6. Sa se determine me R pentru care punctele A(2;4), B(=3;6), C(4;m+1) sunt coliniare.
7. Se considera in plan triunghiul ABC cu varfurile A(2;4), B(4;-2), C(—4;m).

a) Sa se scrie ecuatia dreptei AB;

b) Sa se determine me R astfel incat punctele A, O, C sa fie coliniare;

c) Sa se determine me R astfel incat aria triunghiului ABC sa fie egala cu 10.

8. In plan se considera punctele A(-3;2), B(3;2) si dreapta (d) de ecuatic 2x+ 6y +m=0.
a) Sa se arate ca mijlocul segmentului AB se gaseste pe axa Oy;

b) Sa se scrie ecuatia dreptei AB;

c) Pentru m=2 sa se determine distanta de la dreapta (d) la dreapta AB.

9. Se considera punctele A(-14), B(-3;-2). Sa se determine punctul C astfel Tncat
triunghiul ABC sa fie echilateral.

10. Se considera in plan punctele A(2;1)si A (-n;n),ne N*.

a) Sd se determine ecuatia drepteir AA,;

b) Sa se afle aria triunghiului AAA,;
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c) Sa se verifice daca punctele O, A A, ,sunt coliniare, Vne N*.

11. Tn reperul cartezian XOY se consideri punctele

n-1
Ah(logZS”;IogB(%j ), B,(3n;1-n), neN*.

a) Scrieti ecuatia dreptei BB, ;
b) Arataticd A =B, VneN*.
c) Aratati cd punctele A apartin dreptei AA,, VneN.

12. In reperul cartezian XOY se considera punctele A(3;1), B(n+1n), C(L3), neN.
Determinati numerele naturale n, stiind ca punctele A, B, C sunt varfurile unui triunghi
care are aria egala cu 1.

(Simulare BAC 2017)
13. Se dau punctele A(—4;2), B(3;5), C(6;-2), D(=3;-1). Sa se reprezinte in plan si sa se
calculeze aria patrulaterului ABCD.
14. Fie A(L5), B(3;4) puncte in plan. S se determine punctul M situat pe dreapta
x—y—2=0pentru care A, = Ay Unde O(0;0).
15. Sa se verifice daca urmatoarele puncte sunt coliniare:
a) A(-2-1), B(%5), C(0;3);
b) A(2;-1), B(4;—4), C(0;2);
c) AB2), B(-L3), C(-2);
d) AQ+2m;1-m), B(L1), CA-2m;m+1);
16. Tn reperul cartezian XOY se considera punctele A(-2,1), B(a,a) si C(4,-3) unde acR.
a) Pentru a=3, sa se calculeze aria triunghiului ABC;
b) Pentru a=2, sa se determine ecuatia dreptei ce trece prin punctele B si C;
¢) Sa se determine a <R pentru care orice punct P(x,-3), cu x € Reste coliniar cu punctele
BsiC.
17. In reperul cartezian XOY se considera punctele O(0,0) si An(n, 2n-3), ne N.
a) Sa se determine ecuatia dreptei A1 Ay;
b) Sa se calculeze aria triunghiului OA;A,;
c) Sa se arate ca toate punctele A,(n,2n-3), ne N sunt coliniare.
18. In reperul cartezian XOY se considerd punctele O(0,0) si An(2n, n-2), neN.
a) Sa se determine ecuatia dreptei determinatd de punctele A; si Ay;
b) Sa se calculeze aria triunghiului OA;A,;
¢) Sa se demonstreze ca pentru orice ne N, punctele A;, A, si A, sunt coliniare.
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Cap.3 MATRICE INVERSABILE

Calculul inversei unei matrice

Definitie. Fie Ac M, (C). Matricea A se numeste inversabild daci existd matricea
Be M, (C) cu proprietatea cd A-B=B-A=1_, |, fiind matricea unitate.
Matricea B din definitie se numeste inversa matricii A si se noteaza B = A™. Deci
A-AT=A" A=,

Teoremi. Matricea Ae M, (C) este inversabili daci si numai dacd det(A)=0. O

astfel de matrice se numeste nesingulara.
Teorema: Inversa unei matrice daca exista este unica.

Constructia lui A™ presupune urmatorii pasi:

Pasul 1. (Constructia transpusei)

a, @, .. a, a, @y .. a,
Daca A=| oz %z = 8 , atunci transpusa lui A este, AT = he 8z o Gn
a, a, .. a, a, a, .. a,
Pasul 2. (Constructia adjunctei)
-97dy (-7d, . (-1)7d,
Matricea A'= D7y (27, o (277, obtinutd din A", prin

(-1)"dy (-1)"7d,, .. (-)""d
inlocuirea fiecarui element cu complementul sau algebric se numeste adjuncta matricei
A.

nn

Pasul 3. (Constructia inversei) Se tine cont de teorema precedenta si se gaseste ca:

d 00 ..0
. . 0O d 0 .. 0]. .. . .
AA=A-A = ,lar de aici (%A jAzA(%Alen.
0 00 d
1 «
At = <A
det(A)
Ultimele egalitati arata ca
A— AT > A*=((-D"dy),; > A" AteM,(Z) o det A=x+1.
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Exemple
12 1 2 3
Sa se determine inversele matricelor: a) A= (3 4], b)B=|4 2 1
0 3 2

Rezolvare:

1 2 1 2
a) Az[s 4} :>det(A):‘3 4‘:4—6:—2¢0:>A este inversabila.

13 4 -2 4 -2
AT = CAF = Aflzi.A*:i. .
2 4 -3 1 det A -2\-3 1

Generalizare:

- ab d -b
In general, daca matricea A este de forma A= atunci A’lzL :
c d detAl—-c a
1 2 3 1 2 3
b) B={4 2 1|=det(B)=|4 2 1|=21=0= B este inversabila.
0 3 2 0 3 2
1 40 + - o+
B"=|2 2 3| Regulasemneloreste: |-~ + —| adici valoarea numerelor (-1)"™
31 2 + - +
2 3 2 3 2 2
d, = =1, d,, = : = = —4,
el sl
40 10 14
d21_‘1 2‘:8’ dy, ‘ 2‘:21 d23:‘3 1‘:_1]~
40 10 4 0
d, = 12, d,, = =3, = =12,
O I
1 5 -4 1 5
B"'=|-8 2 11 |=B*'= ! B*=i -8 2
detB 21
12 -3 12 12 -3 12
Activitate independenta \ Raspuns
Sa se determine inversele matricelor: L, 1 (2 -3
a) A = — ;
13 2 3 -1 10 (4 -1
a)A:(4 2] ; b)B={0 1 2 0 10 -5
1 2 4 b) Bl=i5 2 9 4.
-1 -9 2
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=+ Exercitii rezolvate

Sa se determine inversele matricelor:

0 -1 3 2 1 a L s L a
a b ;C az0:d)[2 -4 5(;e0 1
(5 T (3 el 500 )
-1 2 1 0 0
Rezolvare:
0 -1 0 -1 1 1
a) A= = det(A) = =2 :>A‘1=l :
2 1 2 1 2\-2 0
3 2 3 2 1 -2
b) A= = det(A) = _7= At=l ;
-2 1 -2 1 72 3
1 a 1 a 2
0) A:( 2],a¢0:»det(A)=‘ |=2a%20= Alziz(a aj.
-a a -a a 2ala 1
1 -1 3 1 -1 3 1 2 -1
d A=| 2 -4 5|det(A)=]|2 -4 5=-720; A =|-1 -4 2|,
-1 2 1 -1 2 1 3 5 1
4 2 -1 2 -1 -4
d, = . 1‘:—14; dlzz‘3 1‘=—7; dlsz‘3 5‘=7;
2 - 1 - 1 2
Ga=lg j:?; d”:‘s 1#4; d”:‘s 5‘:-1;
2 -1 1 -1 1 2
=y 2‘=0; d”:‘—l 2‘=1; d33=‘—1 —4‘=_2;
14 7 7
A_lzﬁA*:% —7 4 1
e —
0o -1 -2
1 ab 1 0
e) A=|0 1 c |=det(A)=1=0rezultd A este inversabild. A" ={a 1
0 01 b ¢
10 a o0 a 1
d“_c 1‘:1; 2= 1‘za; 5= C—ac—b,
0 0 1 0 1 0
d21_c 1‘20, dzz_‘b l‘:’ 23_‘b C:C;
0 0 10 10
%=y 0‘20’ N 1‘:1;
1 -a ac-b
L1 .
“Gal |0t S
0 O 1
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a 1 1
Sa se determine a <R pentru care matricea A=|1 -1 a| este inversabila:
2 1 3
Rezolvare:
Matricea A este inversabila daca si numai daca determinantul matricei este nenul. Astfel,
a 1 1
det(A)=|1 -1 aj=-3a+l+2a+2-a’°-3=0.Din -a’-a=0=-a(a+1)=0=ae{-10}
2 1 3
Asadar, A este inversabild < det(A) #0<>aeR\{-1;0}.

1 2 3
Sa se arate ca matricea A=|x-1 x  x+1 |este singulara, VxeR.
X  X+1 x+2

Rezolvare:
Matricea A este singulara daca det(A)=0. Astfel,
1 2 3

det(A) =Ix-1 X  X+1|=x>+2X+3x* =3+ 2x° +2x—-3x* —=x* —2x—-1-2x*-2x+4=0
X  X+1 x+2
pentru orice x real.
(Mm+2)x+y+2z=-1

Se considera sistemul de ecuatii X+3y—-mz=-5 si
mx—-2y +z=-3
m+2 1 2
Am)=| 1 3 —-m|, meR, matricea sistemului. Se cere:
m -2 1

a) Sa se arate ca matricea sistemului A este inversabila pentru orice numar real
m;
b) Pentru m= 0 sa se determine inversa lui A.

Rezolvare:

a) A este inversabild daca si numai dacd determinantul matricei este diferit de 0;

m+2) 1 2
det(A(m))=| 1 3 —m=3m+6-4-m°-6m+2m°+4m-1=m’+m+2.
m -2 1
m*+m+2=0=A=b*—-4ac=1-8=—-7(0 rezultd cd m*+m+2=0)0 deci este diferit de 0.
2 1 2
b) Pentru m=0 matriceaeste AO)=|1 3 0. Determinam inversa lui A:
0 -2 1

|. det(A(0))=1 ( de la subpunctul a) ).
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2 1 0
II. Matricea transpusa: A" =|1 3 -2
2 0 1
I1l. Minorii d; calculatila A" (a;)
du:B _2‘=3.1—(—2)-0=3;
0 1
dlz—l _‘=1.1—(—2).2=5;
2 1
cllg—1 3‘=1~O—3-2=—6 ;
2 0
T EURI . R
f Yee 0 f Y af s
+ - +
IV. Matricea semnelor: -+ —|;
+ - +
3 5 -6
VI. Matricea adjuncta: A =|-1 2 2 |;
-2 4 5
3 -5 -6
VII. Inversa matricei A este A‘lzi-A*: -1 2 2
etA 2 4 5
Fie A:(_io _24], |2:((1) Sj si M={X(a)| aeR,X(a)=1,-a-A}.

a) Sa se arate ca A’ = A;

b) Sa se arate ca X(a)- X(b)=X(a+b—ab);

¢) Sa se calculeze X (0)- X(@2)-X(2)-...- X(2011);

d) Sa se calculeze determinantul matricei X(a);

e) Sa se arate ca o singura matrice X(a) este neinversabila;
f) Daci X(a) e inversabili, si se calculeze (X(a))™.
Rezolvare:

, 5 2)(5 2 5 2
a) A=A-A= : = = A
~10 -4)(-10 -4) |-10 -4

b) X(a)- X (b)=(l,-aA)(l,—bA)=1,—-bA-aA+abA’=1,—(a+b—-ab)A= X (a+b—ab),
deoarece A’ = A;
c) Cum X(a)-X(1)=X(a+1l-a-1)=X(1),VaeR si 1{0;1,2;...,2011} =

X (0)- X (1) X (2)-...- X (2011) = X (1) = ,2_A:[—4 —2}

10 5
10 5a 2a 1-5a -2a )
d) Cum X(a)=1,-a-A= - = . Atunci,
0 1 -10a -4a 10a 1+4a
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1-5a -2a
10a 1+4a

e) det(X(a))=0<=1-a=0=a=1

Pentru a = 1 rezulta ca exista o singura matrice neinversabila;

f) Daca X(a) este inversabild, rezultd ca exista (X (a))™ astfel incat X (a)-(X(@))™*=1,.

Vom nota cu X(b) pe (X(a))™* rezultand X(a)-X(b)=1, < X(a+b-ab)=1, <
1-5(a+b—-ab) -2(a+b-ab)

( 10(a+b—ab) 1+4(a+b-— ab)j

det(X(a)):‘ =(1-5a)(1+4a)+2a-10a=1-a;

1 0
- < a+b-ab=0 de unde rezulta ca b= i;
0 1 a-1

Asadar, pentru b:i1 se obtine inversa matricei X(a) si  anume
a_

_a

a-1)

(X(@)"=X(b)=X (

Exercitii propuse || :\I

1. Sa se determine care din urmatoarele matrice sunt inversabile:

11 3 o 1 -2 1 1 2 3 1 2 3
a)[ ];b)( j; c)|3 1 -1;d)|{2 -2 -1|;e)|-1 2 -3
2 1 6 4
2 1 2 3 1 O -2 4 -6
2. Sa se calculeze inversele matricelor:
1 2 ) g 111 2 1 0
a ) ; c)j1 2 1(; dj1 0 -1y
AT
1 2 2 -1 1 2
3. Sa se determine valorile lui me R, pentru care matricele urmatoare sunt inversabile:
mo1 3 m 1 1 m 2 -1 1
a)( ]; b)( j; c)|-1 0 1; d|m m+1l m-1{;
-11 m 12
0 m 2 1 2 -1

A . 2 3 2 1 . . )
4. Se considerda matricele A= 3 5| B= 3 o) Sa se arate ca matricele sunt

inversabile si sa se arate ca (A-B) =B A",

) . 1 2 3
5. Se considera matricele A= (2 5), B= (1

inversabile si sa se arate ca (A-B) =B A",

5 . . )
5 Sa se arate ca matricele sunt

1 a-5 2
6. Sa se determine a e R pentru care matricele a) A=|0 1 4|,
0O 0 O
1 a-2 3
b)B=|{0 1 2| suntinversabile:
1 2 1
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0 a 1
7. Se considera matricea A=|a -2 0 |,aeR..Sa se determine valorile lui a pentru care
1 -1 a
matricea este inversabila si sa se determine inversa ei in cazul a = 2.
2 x 3
8. Sa se determine valorile parametrului real a astfel incat matricea A=|a x-1 1 |sa
1 1 x

fie inversabila pentru orice xe R.

. 4 -2 1 0) .
9. Fie A:(6 _3], |2=£0 J si M ={X(a)| aeR,X(a)=1,+a-A}.

a) Sa se arate cd A* = A

b) Sa se arate ca X(a)- X(b)=X(a+b+ab);

c) Sa se calculeze X (—2011)- X(—2010)-...- X(2010)- X (201D);
d) Sa se calculeze determinantul matricei X(a);

e) Sa se arate ca o singurd matrice X(a) este neinversabila;
f) Daca X(a) e inversabila, sa se calculeze (X(a))™

3 3
10. Se considera matricele A :( 3 3) si

X={MX)MXY)=x-1,+y-Ax,yeR}cM,(R).
a) Sa se determine inversa matricei M(1;1);

b) Sa se determine matricele inversabile din multimea X.
11. Fie Ae M,(R) cu det (A) = 1. Sa se arate ca pentru orice m > Orezulta

det(A+mA ™) >0.
12. Fie AeM,(R)o matrice astfel incat A® = O,.
a) Si se arate ci A+], este inversabila si si se calculeze (A+1,)™;
b) Sa se arate cd det (A)=0sicd A’=0,;
. 01 0 0) .
13. Fie A:(1 Oj’ o, :(O Oj si C(A):{X € MZ((C)‘ X -A= A.X} .

a) Sa se arate ca A este inversabila si sa se determine inversa sa;
b) Sa se arate ca dacd U,V eC(A)=U -V eC(A);

a a b
C) Sa se arate ca daca X e C(A) = 3Ja,bC astfel incat X :(b aj'

. a b ) " .
14. Si se arate ca matricea A :( g ] este inversabild dacd a=1+3+3%+...+ 3%,
c

b= 1+2+3+...+2011, ¢ =2011"si d = 5%

15. Se considera matricea A(x) =
2 x-3

j , Xe R. Determinati valorile reale ale lui a

. . ) 10
pentru care matricea B =1, +aA(l) este inversabila unde |, = [0 1] :

( Simulare Bac 2017).
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. 5 2 1 0) .
16. Fie A:[_lo _4}, '2:(0 J si M={X(a)| aeR,X(a)=1,-a-A}.

a) Sd se arate cd A’—-A=0,

b) Sa se calculeze determinantul matricei X(a);
c) Daci X(a) e inversabild, sa se calculeze (X(a))™.

-1 2 100
17. Se considera matricele X =| 3 |, Y =|-1{si I,=/0 1 0. Definim matricele
1 1 0 01

A=X-Y"si B(a)=aA+l;, acRsi YT e transpusa lui Y.

a) Sa se calculeze A.

b) Sa se calculeze determinantul matricei A.

c) Sa se arate ca matricea B(a) este inversabild, pentru orice a real.

b
18. Se considera multimea G = {[51 a}|a,b eZ,a*-5b? :1} c M, (Z).

b
a) Si se calculeze A’ unde A= 2 eG;
5b a

b) Sa se arate ca A-B=B-A VA BeG;
c) Sa se demonstreze ca inversa oricarei matrice din G apartine multimii G.

b b
ar j|a,beZ}CM2(Z).

19. Se considera multimea G =
0 a+b

) ) 1 0 1 -100 ) o
a) Sa se verifice daca matricelel, = (O 1), B= (O 1 J apartin multimii G.

b) Sa se determine matricea X e M, (Z)astfel incat A=a-1,+b- X,Vva,beZunde
a+b -b
A= .
0 a+b

¢) Si se calculeze X' unde X este matricea aflata la punctul b).

-1 1 O 1 00 0 2 -1
20. Se considera matricele A=| 0 1 -1|, I,=|0 1 0|siB=|-1 5 -4/din
1 -1 1 0 01 2 -3 5

M3(R ).

a) Si se arate ca (A+l3)’=B;

b) Sa se calculeze determinantul matricei B;
c) Sa se calculeze inversa matricei B.

X . . . X+5  3X
21. In multimea M,(R ) se considerda matricele A(x) :[ 5 6 4}, xeR.
X 6Xx—

a) Sa se calculeze A(-1)-AQD;
b) Sa se rezolve ecuatia det(A(x)) =6;
c) Sa se determine inversa matricei A(-1).

2 -3 1 0) ..
22. Se considera matricele Az(l 1], I, :KO 1] din My(R).

a) Sa se calculeze det (A?);
b) Sa se demonstreze ci A'P=-A;
¢) Sa se calculeze inversa matricei A%
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m Ecuati matriceale

Vom prezenta in continuare o tehnicd de rezolvare a unor ecuatii de forma
A-X=B, X-A=B, A-X-B=C, unde A, B, C sunt matrice cunoscute, iar X este
matricea de aflat. Astfel de ecuatii se numesc ecuatii matriceale.

Astfel de ecuatii se pot rezolva numai atunci cand A, B sunt matrice patratice
inversabile.

Fie A,BeM,_(C). Pentru rezolvarea ecuatiei A-X =B inmultim la stanga

egalitatea cu A™ si avem:
Al A-X=B=>X=A"B= X, :L.Zaij.bi,j —1n
detA &

Exemplu
2 1 -1 -1
Sa se rezolve ecuatia matriceald A-X =Bunde A=|0 2 3 |siB=|0
1 -1 2 1
Rezolvare:
2 1 -1
det(A)=|0 2 3|=19#0= A este inversabila.
1 -1 2
Din AAX=B=X=A"-Bunde A" =ﬁ- A" Trebuie mai inti determinatd matricea
transpusa dupa care se afla si matricea adjuncta.
2 0 1 1 -1 5 1 -1 5)\(-1 4
Al=1 2 1|, A= 3 5—6:>X:i3 5—6-0=i—9.
-1 3 2 -2 3 4 19—234 1 196
Activitate independenta \ Raspuns
Si se rezolve ecuatia matriceald A-X =B unde —4
2 1 0 1 X=|9
A=|1 0 -1|siB=|2]. 6
-1 1 2 1

Pentru determinarea solutiei ecuatiei XA = B vom inmulti la dreapta cu A™ si
analog vom gisi X = BA™, solutia ecuatiei matriceale.

Pentru gasirea solutiei ecuatiei A- X -B =C inmultim egalitatea la stanga cu A™ si
la dreapta cu B™ si obtinem X = A'CB™.

=4 Exercitii rezolvate
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1 -1
Sa se rezolve ecuatia: X -(2 1 J:

%)

1 -1 . . .
Rezolvare: Notam cu A= (2 1 j . Atunci, det(A) =3=0= A este inversabila.

Vom determina inversa lui A.

L1 .11 . . .
A= A== . Pentru a rezolva ecuatia datd Tnmulf{im ecuatia la dreapta cu
det(A) 3l-2 1

3 4 1 1 5 7
Al Rezulta X = i1
2 —2)l—2 1)3° 316 o0

2 1 -1 3 2 -5
Sﬁ se rezolve ecuatia matriceala |0 -1 1 |- X=-2 4 2
1 2 3 3 2 1
2 1 -1
Rezolvare: Notam cu A matricea |0 -1 1 | . Se calculeaza determinantul matricei A.
1 2 3
2 1 -
det(A)=|0 -1 1|=-10#0= A este inversabila. Vom determina inversa lui A.
1 2 3
2 0 1
Al= L A". Pentru aceasta se scrie matricea transpusa A’ =| 1
det(A)
-1 1 3
determinad minorii caracteristici:
d =‘_1 2‘:—5- a,-|" 2‘:5- d =‘1 =0
11 1 3 ’ 12 _1 3 ’ 13 _1 1 '
d21=‘(])_ é‘:_l; dzzz‘_zl 2‘27; dzaz‘_zl (])_‘:2;
d31:_01 ;‘:1; dazzi ;:3; dsaz‘i _OJJ:_Z;
Matricea adjuncta este egald cu A" =((-1)"'-d;), ;. Matricea semnelor este :
+ - 4+
4
+ - 4+
5 -5 0 5 -5 0
Atunci, A'=| 1 7 -2|. Rezulta, A’lzi 1 7 -2
1 -3 -2 Tl 3 -2
Se inmulteste ecuatia data la stanga cu inversa lui A. Obtinem:
-5 -5 0 3 2 -5 -5 =30 15
Xzil 7 2|2 4 2=i—17 34 7
-10 -10
1 -3 =2 3 2 1 3 -6 -13
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Exevcitii propuse || :\

3 2 -1
1. Sa se rezolve ecuatia A-X-B=C unde A= (1 J [ j si C= ( ]

-1 1 1
2. Sa se rezolve ecuatia A-X=B unde A=| 1 -1 1 |siB= {2
1 1 3
3. Sa se rezolve ecuatia matriceala [_1 2}- X -(4 6} 13}
-3 8 5 8 7
1 2 3 -1 5 3
4. Sa se rezolve ecuatia matriceala X-| 0 1 2|=| 2 1 -1
-1 2 1 -3 4 5
1 2 4
5. Se considera matricea A=|{0 1 3].
0 01
a) Calculati det A;
b) Aratati ca (A-1,)-(A- ;
0 X
C) Rezolvati ecuatia matriceala A-X =|{ 1|, unde X =| y |. ( Simulare BAC 2016)
2 z
6. Se considera matricea A(a) = 1}, aeR.

a) Aratati ca A(-1) + A(1) =2 A(O),
3 1 10
b) Determinati numarul real a pentru care A(a)-( ) J =5l,, unde 1, :(O lj'
c¢) Determinati matricea X € M, (R) stiind ca A(l)- X =4A(2).
( Simulare BAC 2015)

4
7. Se considera matricele X =(X,y) e M,(R), A= (i a] eM,(R),a,x,y e Rsi B=(0 0).

a) Si se arate ca dacd X - A= B, atunci X(4-a%)=0;

b) Sa se calculeze det(A?);

c) Pentru a= -1 si se rezolve ecuatia (x y)-A=(2 1).
111

8. Fie matricea A=|1 1 1|. Se cere:
111

a) Sd se determine matricea B=A — 3 I;
b) Sa se arate ca A-B= B-A= Og;
c) Sa se calculeze determinantul matricei C = (A+B)* ;
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Cap. 4 SISTEME DE ECUATII LINIARE

In 1750, matematicianul elvetian Gabriel Cramer (31.07.1704 — 04.01.1752)
introduce notiunea si notatia pentru determinant in urma rezolvarii sistemelor liniare de
ecuatii. De exemplu, pentru sistemul de trei ecuatii liniare cu trei

ax+by+cz=d,
necunoscute, {a,x+b,y+c,z=d, , solutia este
ax+hby+cz=d,

(x,Y,2) =(£,A—,ﬁj, unde determinantul A este format din
A A A
coeficientii necunoscutelor,
a b ¢
A=la, bz C, :a1'b2'C3+a2'bs'C1+a3'b1'C2_C1‘b2'ae_cz'bs’ai_cs'bz‘ai'
a3 bS CS

Metoda de rezolvare a sistemelor cu ajutorul determinantilor introdusi de Cramer
poarta denumirea de metoda lui Cramer.

in 1772, matematicianul , chimistul si muzicianul  Theophile

Vandermonde(28.02.1735 — 01.01.1796) introduce prin lucrarea “Mémoire sur

1'élimination”, determinantul ce-i poarta numele, determinantul Vandermonde:
1 1 1

A=|la b c|=(b-a)(c—a)(c—b), in urma preocuparilor lui pentru teoria matricelor si
a® b® c?

determinantilor.

Rangul unei matrice

FieAeM, (C), reN, 1<r <min(m,n).

Definitie:  Se numeste minor de ordinul r al matricei A, determinantul format cu
elementele matricei A situate la intersectia celor r linii si r coloane.

Observatie: O matrice Ae M, (C)are un numdr de C; -C; minori de ordin r.

Definitie: Fie A= O, o matrice . Numarul natural r este rangul matricei A daca si

numai daca exista un minor de ordinul r al lui A, nenul, iar toti minorii de ordin mai mare
decat r (daca existd) sunt nuli.

Teorema: Matricea A are rangul r daca si numai daca exista un minor nenul de ordin r
al lui A 1iar toti minorii de ordin r +1 sunt zero.
Teorema: Fie A eM_ (C),BeM, (C). Atunci orice minor de ordinul k ,

1<k <min(m,s) al lui AB se poate scrie ca o combinatie liniara de minorii de ordinul k al
lui A (sau B).

Teorema: Rangul produsului a doud matrice este mai mic sau egal cu rangul fiecarei
matrice.
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Stabilirea rangului unei matrice:

Se ia determinantul de ordinul k-1 si se bordeaza cu o linie (respectiv cu o coloana).
Daca noul determinant este nul rezulta ca ultima linie(respectiv coloana ) este combinatie
liniara de celelalte linii (respectiv coloane).

Este utild in continuare reamintirea Proprietatii 8 de la capitolul ,,Determinanti”.

Teorema: Un determinant este nul daca si numai daca una din coloanele (respectiv liniile
) sale este o combinatie liniarad de celelalte coloane(respectiv linii).

Teorema: Rangul r al unei matrice A este egal cu numarul maxim de coloane(respectiv
linii) care se pot alege dintre coloanele (respectiv liniile) lui A astfel incét nici una dintre
ele sa nu fie combinatie liniara a celorlalte.

Exemplu

Sa se stabileascd rangul urmdtoarei matrice:
5 -2 4

A=|1 0 2|.
4 -2 2

Rezolvare:

i i . i . 5 i
Observam ca matricea admite un minor de ordinul doi nenul, L ol” 2=0prin

urmare rangul matricei este cel putin doi si verificdim daca poate avea rangul trei.

5 -2 4
1n continuare se calculeazi determinantul matricei si se obtine [I 0 2/=0 adica rangul
4 -2 2
matricei nu poate fi trei. Astfel, matricea are rangul doi.
/" Exercitii rezolvate
Sa se stabileasca rangul urmatoarelor matrice:
1 3 4 -3 1 2
a)A=3 4] ;b)B=(_6 _1];0)0: 2 1 5|;dD=|4 -1 2];
1 2 12 2
3 4 1 1 2 -1
2 4 21
e)E=[3 -2 1 3 |;
-2 -4 2 -1
Rezolvare:

a) det(A) = E 2‘ =-2#0=rang(A)=2; b) det(B) = ‘Is j =0=rang(A) =1
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1 3 4 -3 1 2
C) det(C)=2 1 5|=0=rang(C)=2; d) det(D)={4 -1 2|=3320=rang(D)=3;
3 4 1 1 2 -
2 4 2 2 4 1 ) 4
e)|3 -2 1|=0,|3 -2 3|=0, ‘3 _2‘:—16¢0:>rang(E):2.
-2 -4 2 -2 -4 -1

Sa se determine a € R astfel incat rangul matricelor urmaitoare sa fie 2.

1 a -2 1 2 4 a 1 2
a|3 1 4|;b)|2 1 al|; c)|2 a-1 3|;
01 2 -1 a -4 2 1 2

Rezolvare:

a) rang (A) = 2 daca si numai dacad determinantul matricei este nul si exista cel pufin un
minor de ordinul doi nenul.

1 a -2
det(A)=13 1 4 :O<:>—8—6a:03a:_?4. Pentru az_?4 rezultd rang (A) = 2.
01 2
1 2 4
b) det(A)=|2 1 a|=0<a’-6a-16=0=>ac{-2;8}. Pentru a=-2 sau a=8 rezulta
-1 a 4
rang(A)= 2.
a 1 2
C) det(A)=|12 a-1 3:0©2a2—9a+10:0:>ae{0;%}. Pentru a = 0 sau a:%
2 1 2

rezultd rang (A) = 2.

Exevcitii propuse || :\

1. Stabiliti rangul urmatoarelor matrice:

5 3 3 1 12 1 2 3 1 -1 2
a)[ ];b)( J;c)lzo;d)O—lz;e)2—24;
4 1 -1 -2
-1 3 6 1 2 1 3 -3 6
-3 2 1
21 -1 3 5 5
file 3 -3 9|; -
) g)—642
4 2 -2 6
2 -4 4

2. Sa se determine rangul urmatoarelor matrice:
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2 X -5 -1 3 2
a) A=|y 3 -1|; b)B=|-2 6 4].
0 0 O -3 X Yy
3. Sa se determine a e R astfel incat matricele A si B sa aiba acelasi rang.
1 2 3 111
A=0 1 2|,B=|a 0 Of.
0 01 0 0 a

11 -2 4 2
4. Sa se determine rangul matricei A={2 1 3 -1 1|, ab,ceRrR
ab c¢c a b

-1 1

5 . : . . 10 :
5. In multimea M, (C)se considerd matricele A:( 5 Oj st l,= {O lj' Sa se determine

in functie de a e C, rangul matricei A+al,.

2 2
6. Se considera matricea A= [1 1] e M, (R). Si se determine rang(A*™).
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’ﬁ Metode de rezolvare a sistemelor de ecuatii liniare

Forma generala a unui sistem de m ecuatii cu N necunoscute este:
X+ aXy e, A+a,X, =hb

(1) A e s s s sau Zaijxj =b,,i=1m
a_ X 8 X + e +a_ X =h =
unde A(a;;) 1<i<m, 1< j<n - este matricea coeficientilor necunoscutelor.
(A - &, b
Matricea A= se numeste matricea extinsa a sistemului.
a a,, b

ml mn

Definitie: Un sistem de numere «,,,,.......c, se numeste solutie a sistemului (1) <

>a,a; =b,i=1m.
i=1

Definitie:

- Un sistem se numeste incompatibil daca si numai daca nu are solutie;

- Un sistem se numeste compatibil daca si numai daca are cel putin o solutie;

- Un sistem se numeste compatibil determinat daca si numai daca are o singura
solutie;

- Un sistem se numeste compatibil nedeterminat daca si numai daca are o infinitate de
solutii;

Definitie: Forma generald a unui sistem de 3 ecuatii cu 3 necunoscute este:
8y X + 8%, ++aX =0 3 L
(*) X +8,% +a,X, =b, sau D> a;x; =b,i=13 undeA(g;) 1<i<3,
j=1
8y, X, + 8, X, + AgX =1y :

1< j<3 - este matricea coeficientilor necunoscutelor.

Definitie: Un sistem de numere ¢, @, se numeste solutie a sistemului (1) <
3 N

> a,a; =b,,i=1,3. (adica, dacain ecuatiile sistemului in locul lui x, punem ¢« , I
=

locul lui x, punem ¢, si in locul lui x, punem ¢, se obtin propozitii adevarate).

2X—y+2=-3
Exemplu: 1. Se considera sistemul de ecuatii {Xx+y+2z=0 . Sa se determine me R
3X+y+mz=2

astfel Tncat tripletul (1; 3; -2) sa fie solutie a sistemului.
Rezolvare:
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Este suficient sa inlocuim solutiile doar in ultima ecuatie unde existd m. Cum (1; 3; -2)
este solutie a sistemului rezulta
3-1+3+m-(—2)=2=6—2m=2=2mM=-4=m=2.

Activitate independenta | Raspuns

3X+y—-2=2 1. m=3;
Se considera sistemul de ecuatii < 2x—y+z =-1. Sa se determine
X+my+z=2
meR astfel incéat tripletul (-1; 2; -3) sa fie solutie a sistemului.

Rezolvarea sistemelor prin metoda lui Cramer

Teorema lui Cramer: Fie Ae M, (C). Daca det A not A =0, atunci sistemul AX=B are

. . AL —
o solutie unica Xi:X',w =1n.

Pentru n=3 si cu necunoscutele x,y,z, formulele lui Cramer sunt de forma:

A, A A,
X=—2,y=-—"2L,z7=-1,
A A A

Exemplu:
Sa se rezolve sistemul de ecuatii:
2X—4y+2=0
X+2y+3z=1
—X+y—-2z2=-2
Rezolvare:
Matricea asociata sistemului are determinantul
2 4 1
1 2 3|=-8+1+12+2-6-8=-7=0.
-1 1 2
Conform Teoremei lui Cramer, rezulta ca sistemul este compatibiul determinat adica
A A A

are solutie unica, solutie data de formulele lui Cramer: x = XX y= Xy Z= ZZ ,unde
0 4 1
A=[1 2 3|=21=x=-3
-2 1 =2
2 0 1
A,=I1 1 3|=7T=y=-]
-1 -2 2
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2 4 0
A, =1 2 1|=-14=17=2; Asadar, S={(-3,-12)}.
-1 1 =2
Activitate independenta | Raspuns
(M+2)x+y+2z=-1 S ={(-2,1,3)}
Se considerd sistemul de ecuatii X+3y-mz=-5 si
mx—2y +z=-3
m+2 1 2
Am=| 1 3 -m|, meR, matricea sistemului. Pentrum =2
m -2 1
sa se rezolve sistemul;
Rezolvare:
4x+y+2z2=-1
Pentru m =2 rezultd < x+3y-2z=-5. Determinantul sistemului este
2X—2y +7=-3
4 1 2
A,=A=1 3 -2|=12-4-4-12-16-1=-25,
2 2 1
-1 1 2
A, =-5 3 -2/=-3+20+6+18+4+5=50,
-3 -2 1
4 -1 2
A =1 -5 -2/=-20-6+4+20-24+1=-25,
2 -3 1
4 1 -1
A, =1 —5|=-36+2-10+6-40+3=-75. Atunci, conform formulelor lui Cramer
2 2 -3
obtinem: x:ﬁzﬂ:— : yzﬁ:—_ZS:L z:ﬁzﬂz&agadar, S={(-2:1,3)}.
A =25 A =25 A =25

Teorema lui Kronecker- Capelli: Un sistem de ecuatii liniare este compatibil daca si
numai daca rangul matricei sistemului este egal cu rangul matricei extinse.
Exemplu:
Sd se determine a si b astfel incat sistemul de mai jos sa fie compatibil:
2x+3y =4
X—y=-3
2x—y=a
X+y=b
Rezolvare:
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Matricea asociata sistemului este

2 3
1 -1 ) . .o ) . )
A= , 1 si are rangul doi deoarece existd un minor de ordinul doi nenul:
1 1
2 3
=-5%#0;
1 _

Conform Teoremei lui Kronecker- Capelli, sistemul este compatibil daca si numai daca
rangul matricei sistemului, rang(A), este egal cu rangul matricei extinse a sistemului,
rang(A).

Cum rang(A) = 2, rezulti ca rang( A) trebuie si fie 2.

Atunci, urmatorii determinanti trebuie sa fie zero.

2 3 4

1 -1 3=0=a=-4

2 -1 a

2 3 4

1 -1 -3=0=b=1 Asadar,pentrua=-4sib=1, sistemul este compatibil.
1 1 b

Teorema lui Rouche: Un sistem de ecuatii liniare este compatibil daca si numai daca
toti minorii caracteristici sunt nuli.

Exemplu:
2X—-y+z+2t=1
Sa se rezolve sistemul: {x+y+2z+t=2 ;
3X—2y+z+3t=1

Rezolvare:
2 -1 1 2
Matricea asociatd sistemului este A={1 1 2 1|. Se observda ca toti
3 21 3
determinantii caracteristici de ordinul trei sunt nuli
2 -1 1 2 -1 2
Ag,=I1 1 2=0;A,,=[1 1 1[=0,
3 21 3 -2 3

si existd un determinant de ordinul doi nenul, A J":B;t 0, rezulta atunci ca

rincipal —
p P ‘1

rangul matricei este doi si cd sistemul este compatibil dublu nedeterminat. Facand
2X—-y=1-a-2p

X+y=2-20—f de unde se obtine x=1-a-fsi

notatiile z=q,t = frezulta sistemul {

y=1l-«.
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Sintetizand cele de mai sus referitor la compatibilitatea sistemelor de ecuatii
liniare, putem avea urmatoarele situatii:
Notam cu m-numarul de ecuatii;
N- numarul de necunoscute;
r -rangul matricei coeficientilor. Atunci,

I m=n=r Sistem compatibil determinat A#0
I m=r{n Sistem compatibil nedeterminat minorul principal
este nenul
Sistem compatibil determinat sau | Daca toti minorii
caracteristici sunt
I | n=r{m nuli
Sistem incompatibil Exista cel putin un
minor caracteristic
nenul
IV | r{n,r{m Sistem compatibil nedeterminat Daca toti minorii
sau caracteristici sunt
nuli
Sistem incompatibil Exista cel putin un
minor caracteristic
nenul

Tabel nr. 1 Studiul compatibilitatii sistemelor de ecuatii
Teorema: Un sistem liniar §i omogen admite numai solutia banald < A =0

Exemplu 1.
2X+y-2=0

Se considera sistemul < x+y+2z=0 ; meR.
—X+2y+mz=0

a) Pentru m = 13 sd se rezolve sistemul;

b) Pentru m =13sd se arate cd sistemul admite numai solutia banali.
Rezolvare:

2X+y-2=0 2 1 -1
a) Sistemul {x+y+2z=0 aredeterminantul {1 1 2|=0 si cum exista un minor
—X+2y+13z=0 -1 2 13

.. 2 1 ) et .
principal nenul, L1 =1+ 0 rezulta ca este sistem compatibil simplu nedeterminat.

Notam necunoscuta secundara z =« € Rsi se obtine sistemul:

2 =
{ Xry=«a . Solutia finala este: S = {(3a;—5a;a)|a € R} :

X+y=—2a
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b) Pentru m =13 determinantul sistemului este nenul prin urmare se pot aplica formulele
A

_y
A
admite numai solutia nula.

. A A A . o
lui Cramer x :XX’ y=—2,z :XZ' Dar, A,=0,A, =0,A, =0 ceea ce inseamna ca sistemul

Exemplu 2. Sa se determine valorile parametrului real m pentru care sistemul dat
sa admita solutii nenule
mx+y—-z=0
X+(mM+1)y+2z=0,
X+3y+z=0
Rezolvare: Un sistem omogen si liniar admite solutie nenula daca si numai daca

determinantul sistemului este egal cu zero. Astfel, se pune conditia ca determinantul
sistemului sa fie nul.

m 1 -
1 m+l 2|=0=m?>+m-3+2+m+1-6m-1=0.
1 3 1

Din m? —4m—-1=0 se obtine m, =2++/5.

Activitate independenta \ Raspuns
Si se rezolve sistemul omogen: S ={(0;0;0)}
X+y-2z=0
3X+y+z=0 ;
—X+2y+4z=0
1 1 -2
Cum determinantul sistemului |3 1 1|=4-12-1-2-2-12=-25%0 rezultd ca
-1 2 4

sistemul admite numai solutia banala. S ={(0;0;0)} .

&

# Exercitii rezolvate

Scrieti matricele asociate urmatoarelor sisteme:
3X+6y=4 4x-6y=2

A B
2x-5y =3 S5X+4y=5

Rezolvare:

. . : 1 1 3
a) Matricea coeficientilor necunoscutelor sistemului este ( 5 5] ;

b) [: ‘46}
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Determinati m,neR astfel incat perechea (2; 4) sa fie solutia sistemului
{(m +1)X+y=6

4x—ny =10
Rezolvare:
. 2m+2+4=6
Pentru x =2 i y = 4 rezulta :>m:0,n:—1.
8-4n=10 2

Determinati valorile parametrului real m astfel incat urmaitoarele sisteme sa fie
de tip Cramer:
3x—4y=8 2X-y=06
) T by ;
mx +2y =10 4x+(m+1)y=5
Rezolvare:

a) Pentru ca sistemul sa fie de tip Cramer trebuie ca determinantul sistemului sa fie nenul.
Astfel,

se pune condifia ca determinantul

#0 de unde rezulta m = —g;

b) Analog, se pune conditia - JJ #0=> m= —§;
m -+ 2
Sa se rezolve sistemele omogene:
X+y-2z=0 Xx—-3y+z=0
4x—-6y=0
a) ;D) <3x+y+z=0 ; C) {3x+4y-z=0 ;
2x+y=0
—X+2y+4z=0 2X—-6y+2z2=0
Rezolvare:
. . .14 -6 . : : .
a) Cum determinantul sistemului L7 4+12 =16 # 0 = sistemul admite numai solutia
banala.
S ={(0;0)}.
1 1 -2
b) Cum determinantul sistemului |3 1 1|=4-12-1-2-2-12=-25#0 rezulta ca
-1 2 4

sistemul admite numai solutia banala.

S ={(0;0;0)}

c¢) Observam ca dupa ce dam pe 2 factor comun dupa linia a treia determinatul sistemului
1 -3 1 1 -3 1

este 3 4 -1=2-3 4 -1 =0 deoarece are doua linii identice. Atunci, sistemul este
2 6 2 1 3 1

compatibil simplu nedeterminat , adica admite o infinitate de solutii deoarece exista un

minor principal A =13 0 iar necunoscutele se afla rezolvand sistemul

principal =

3

format din ecuatiile principale, In cazul nostru primele doud ecuatii dupa ce in prealabil s-
a facut notatia z=a eR.
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Xx-3y=-al(-3)  [-3x+9y=3
{ y=-al3 :{ YOV 13y ag =y =22

X+4y=a ,acR |IX+dy=«a 13
Atunci, x:—a+3-4—a:—ﬁ. Asadar, S={(ﬁ;4—a;aj|aeR}.
13 13 13 13
Sa se determine valorile parametrului real m pentru care sitemele
mx+y—-z=0 X—my+z=0
a) <x+(m+1y+2z=0, b){2x+3y-z=0 sa aiba solutii nenule.
X+3y+z=0 (Mm+2)x—y+2z=0

Rezolvare:

a) Un sistem omogen si liniar admite solutie nenula daca si numai dacad determinantul
sistemului este egal cu zero. Astfel, se pune conditia ca determinantul sistemului sa fie
nul.

m 1 -

1 m+l 2(=0em’+m-3+2+m+1-6m-1=0.Din m*-4m—-1=0 se obtine

1 3 1

m,=2%+/5.
b) Analog, se pune conditia ca determinantul sistemului sd fie nul.
1 —-m 1
2 3 -1=0<6-2+m’+2m-3m-6-1+4m=0.
m+2 -1 2
Din m*+3m-3=0=>m, :_?’iT\/Z.

2X—y+3z=5
Determinati m e R astfel incat sistemul {x-2y+z=4 sa fie incompatibil.
X+my—z=-2
Rezolvare:
Pentru ca sistemul sa fie incompatibil trebuie ca determinantul sistemului sa fie nul si

sd existe cel putin un minor caracteristic nenul.
Astfel, din conditia ca determinantul sistemului sa fie nul rezulta,

2 -1 3
1 -2 1|=04+3m-1+6-2m-1=0=>m=-8.
1 m -1

Exista un minor principal nenul,

2‘ =-3# 0si inlocuind pe m cu — 8 se obtine ca

2 -1 5
singurul minor caracteristic (1 -2 4|=36=0, prin urmare sistemul este incompatibil
1 -8 -2

pentru m = - 8.
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X—y=3

Fie sistemul < 2x+3y =4. Si se determine meR astfel incét sistemul si fie
X+my=1

compatibil si sa se determine solutia acestuia.

Rezolvare:

Observam ca exista un minor principar de ordinul doi nenul,

41:5;&0, atunci
3

sistemul este compatibil daca tofi minorii caracteristici sunt nuli. In cazul nostru exista

1 -1 3
un singur minor caracteristic 2 3 4/=3+6m-4-9-4m+2=0=2m-8=0=>m=4.
1 m 1

Asadar, pentru m= 4 sistemul este compatibil iar solutiile se obtin din rezolvarea primelor
doua ecuatii ale sistemului:

X—y=3]3 e :
y | =5x=13=x= E y= _E_ Cum cele doua solutii verifica si cea de a treia
2x+3y =4 5 5
. . e . o . . 13 2
ecuatie rezulta ca sistemul este compatibil determinat cu solutia S = {(E —gj}

Sa se rezolve sistemul:
2X+y—-272-3t=2
2X—-y+22-5t=2
3X—-y—-z-t=6.

Rezolvare: Observam ca sistemul este de trei ecuatii cu patru necunoscute, m = 3, n= 4.
Trebuie sa determinam rangul matricei asociate coeficientilor necunoscutelor sistemului.
Aceasta este:

2 1 -2 -3 - . A C e e
, rezulta cd rangul nu poate fi mai mare decat trei. Cautdm un
A= 2 -1 2 =5\ minor de ordinul trei nenul:
3 -1 -1 -1 2 1 _2

A=2 -1 2|=12#0=rang(A)=3. Aceasta inseamna ca
3 -1 -1
sistemul are trei ecuatii principale si niciuna secundara, trei necunoscute principale, X,y,z,
si una secundara, t; Asadar, m=r, m{n, r{n, si conform tabelului 1, caz II, rezulta ca

sistemul este compatibil simplu nedeterminat. Se noteazat cu « €R, iar celelalte
necunoscute vor fi exprimate in functie de «.

2X+Yy—-22=3t+2
2x—y+2z=5t+2 Determinantul acestui sistem este 12 si fiind nenul admite o soluie

. . A,
3Xx—y—z=t+6. unica data de formulele lui Cramer: Xi:X'.

_ A 12(Q2a+])

A - —
=2a +1, y:—VZMz%z—Z, z:ﬁzwz

A 12 A 12 A 12

200 -1

Sa se discute sistemul in functie de o, S R.
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X—-3y=-2
X+2y=3
X-y=a
2Xx+y=p
Rezolvare: Observam ca rangul matricei asociate sistemului este 2, egal cu numarul de

1 -3
1

necunoscute, minorul principal fiind ) #0 Cum r=n si r(m, n{m, suntem in caz I,

.....

sistemul poate fi compatibil determinat daca toti minorii caracteristici sunt nuli adica

1 -3 -2 1 -3 -2

1 2 3|=0st|1 2 3|=0, de unde rezultd o =2si B =3. Asadar, daca a =2si

3 -1 « 2 1 p

S =3 rezulta ca sistemul este compatibil determinat, solutiile aflandu-se din rezolvarea
X—3y=-2

rimelor doua ecuatii, adica , =>x=1y=1.
b iadica {2 7%, < x-1y

Daca «a # 2, 8 = 3atunci sistemul este incompatibil adica nu are solutii.

Sa se discute sistemul in functie de o eR.

2X—y+z2+2t=1
2X+2y+41+2t =«
3X—-2y+z+3t=1

2 -1 1 2
Rezolvare: Matricea asociata sistemului este, A=2 2 4 2|.Cum minorii de
3 -2 1 3
2 -1 1 2 -1 2
ordinultrei 2 2 4=0si|2 2 2/=0,rezulta ca rangul matricei este 2 deoarece
3 -2 1 3 -2 3

existd un minor de ordinul doi nenul,

2 .
j # 0. Asadar r{ m=3, r(n=4, si conform

cazului IV din tabelul 1, rezulta ca sistemul poate fi compatibil nedeterminat (daca toti
minorii caracteristici sunt nuli) sau poate fi sistem incompatibil (daca exista cel putin un
minor caracteristic nenul).

Avand o singura ecuatie secundara (cea de a treia), avem prin urmare un singur minor
caracteristic. Acesta se obtine borddnd minorul principal cu elementele din linia a treia si

2 -1 1
termenii liberi ai sistemului. Astfel 2 2 a/=0cca-4=0= a=4.
3 -2 1

Prin urmare, pentrua = 4. sistemul este compatibil dublu nedeterminat(x si y
necunoscute principale care se afla din primele doua ecuatii si z respectiv t necunoscutele
secundare le vom nota cu parametrii u respectiv v ).
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2X—y=-Uu—-2v+1
2x+2y=-4u—-2v+4 Rezultd x=-u-v+1, y=-u+l, ueR, veR.

Pentru « = 4 sistemul este incompatibil.
Se considera sistemul:

2X+Yy+2z=-2 a)pentru =1 si pB=0sa se rezolve sistemul;
X+y+z=p

a-x-3y—z=-1. b) sd se discute sistemul dupa parametrii reali «, 5.
Rezolvare:

a) Pentru ¢ =1 si =0, rezulta det(A)=-2, unde A este matricea asociata sistemului;
Conform formulelor lui Cramer, obtinem

Ay =33 A 4, AT T
A -2 2 A -2 A -2 2
b)
2 2 1 -2
A=|1 1|=-a-1.Daca a=-1, atunci rangul(A)=2, A, =|1 1 pB|=58+3,
a -3 - -1 -3 -1
A, =0 = 3 — sistemul este compatibil simplu nedeterminat. Notam pe z cu
teR=>

g . < .. . . . . -7 4
si din primele doua ecuatii ale sistemului ca solutia acestuia este : (? —t, E’t)’t eR

Daca g+ _?3atunci sistemul este incompatibil.

Exercitii propuse | !+ *\

X+y-2=2

1. Se considera sistemul de ecuatii 1 2x—y+z=-1. Sa se determine me R astfel incat
X+my+z=2

tripletul (-1; 2; -3) sa fie solutie a sistemului.

2X—y+z2=-3

2. Se considera sistemul de ecuatii < x+y+2z=0 . Sa se determine me R astfel incat
3X+y+mz=2

tripletul (1; 3; -2) sa fie solutie a sistemului.

3. Sa se rezolve sistemele:
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X+y=3
Ax+2y =2 X+2y=5 x-y+z=1 X+2y =5
+2y= +2y= +2y=
) =2 Y=o gy Ixesy—2z=9  : d) Y=
3Xx-y=9 2x+y=1 2X+y=4
—-3Xx+2y+3z2=-10
2X+3y =1
X+y—-2z=0 2x-3y+z2=0 3X-2y+z=-3 2X+3y—-z=-3
e) <2x+3y—-2z=1; f) <x-2y+2z=2; Q) {x+2y+2z=5; h)<-3x+4z=5 ;
3X+y—-3z2=-2 3x-4y+z=-1 —X+3y—-2=2 X+2y-2=0
4. Sa se rezolve sistemele omogene:
x4+ 2v = 0 Ax46Y =0 3X+y+z=0
a) y ; b) Y ; C) {2x—-4y+3z=0;
—4x—-y=0 —2x-3y=0
X+5y—-2z=0
5. Sa se rezolve sistemele:
X+2y+3z=1 X+2y+32=6 X—y+3z=0 X+y+22=2
a) <2x+3y+4z=1; b) {3x—-y+2z=4 ; C){3x+y+z=0 ; d) 12x+3y+4z=5
3Xx+4y+5z=1 X—5y—-4z=-8 -X+y-3z=0 3X+5y+6z=8

6. Pentru urmatoarele sisteme de ecuatii liniare, sa se determine a e R astfel incat
sistemele sa aiba solutie unica.

ax+y+z=1 X+y+az=3
a) {x+2ay+z=2 ; b) <x+ay+z=-2.
X+y+z=3 ax+y+z=4

mx+y+z=0
7. Sa se determine valorile parametrului real m pentru care sitemul < x+(m-1)y+z=0,
X+2y+mz=0
sa aiba solutii nenule.
X+y—z=8
8. Determinati m < R astfel Tncéat sistemul < x—2y+3z=5 sa fie incompatibil.
mx—-2y+z=-1

mx+y+z=0
9. Sa se determine me R astfel incat sistemul { x+3y+2z=0 s admita cel putin doua
—X—-y+4z=0
solutii.
2X+y=8
10. Fie sistemul < x—y=1 . Sa se determine me R astfel incat sistemul sa fie
O9X+4y=m

compatibil si sa se determine solutia acestuia.
X—-y+z=1

11. Se considera sistemul < 2x+3y+z=3 . Sa se determine o solutie particulara care
3X+2y+2z2=4

verifica relatia x+y +z=1.

84



MATEMATICA — CLASA a Xl-a

X+my+3z=2
12. Sa se rezolve sistemul {3x-y+2z=-3, meR.
mx—y+2z=-4
X-y+z=1
13. Sa se rezolve sistemul {x+y+z=3 , meR.
mx+y+z=3m
X+4y—-2z=3a
14. Sa se rezolve {3x—2y+z=2a si sa se arate ca solutiile sunt in progresie aritmetica,
X+2y—z=3a
pentru orice numar real nenul a.
X—y+z2=0
15. Se considera sistemul < x—2y+3z=0. Sa se determine solutia particulard (x,; y,;z,) a

3x-2y+z=0
sistemului stiind ca xq +yg +2o = 8.
X+y+mz=1
16. Sa se rezolve sistemul { x+my+z=n.
mx+y+z=1
X+2y+2z=0 1 2 2
17. Se considera sistemul de ecuatii {2x+3y+z=-4 ,meR si A(m)=| 2 3 1 |este
mx—2y+3z=10 m -2 3

matricea sistemului;
a) Sa se arate ca pentru orice m, numar real, tripletul (0;-2;2) este solutie a sistemului;
b) Sa se determine m e R, pentru care sistemul admite solutie unica;

—X+2y+z=Db
18 . Se considera sistemul de ecuatii <\ x+2y+az=3,a,beR.
X+y+3z=4

a) Sa se calculeze determinantul matricei asociate sistemului;
b) Pentru a =2 si b = §, sa se rezolve sistemul;
c) Sa se determine b e R, stiind cd tripletul (x,,Y,,z,) este solutie a sistemului si ca

Xy +Yo+2, =4

2X+y+(m+1)z=-1 2 1 m+l
19. Se considera sistemul <x +y—-3z =2 si A=|1 1 -3 |eM,(R), matricea
mx—2y+4z=4 m -2 4

sistemului; Se cere:

a) Sa se arate cd matricea A este inversabila pentru orice numar real m;

b) Pentru m = 1 sa se rezolve sistemul;

20. Se considera sistemul de ecuatii
X+my+z=m-3
2x-3y+z=-1 ,unde meR. Pentru m=2, si se rezolve sistemul de ecuatii.
(m+Dx+y-2z=4

21. Se considera sistemul de ecuatii
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X+3y+z2=3
3x+y+2z=2 ,unde meR.
mx—-3y+6z=1
a) Sa se determine me R, astfel incat solutia sistemului sa fie (-2;1;2).
1 3 1
b) Sa se rezolve ecuatia: (3 1 2/=m?*-7m-15.
m -3 6

c¢) Pentru m=0, sa se rezolve sistemul de ecuatii.
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m Metoda lu Gauss de rezolvare a sistemelor de ecuatii liniare

Metoda lui Gauss este o metoda de rezolvare a sistemelor liniare de ecuatii utila
mai ales atunci cand sistemele au mai mult de trei ecuatii si trei necunosute.

Definitie: Se numeste matrice triunghiulari, o matrice A=(a ;) ;- Tncare
i=Ln

;=0 V(i.
Exemple

1 25
1 2 -3 -2 3

1 3 01 2

01 2,0 2 -11, ; :
00 4 0 0 2 0 0 3

0 00O

Pentru a aduce o matrice la forma triunghiulard daca a;, # 0 dupd care o vom inmulti

a, . g . U :
pe aceasta cu——" si o adunam la linia i, pentru fiecare i =2,m obtinand astfel prima
1

coloand nula cu exceptia elementulur a, #0.

< y e, e &, . y
Daca, a,, #0 se procedeaza ca mai inainte, inmultind linia a doua cu ——*si o adunam la
a22

linia i pentru fiecare i=3,m.
Acest procedeu se continud pand se ajunge la elementul a_ unde k = min(m,n).

Exemplu
Sda se aduca urmdtoarea matrice la o forma triunghiulara:
2 3 -1 2
3 2 1 -2
12 2 3
0 2 1 -1

Pentru inceput se schimba intre ele prima linie cu linia a treia pentru a obtine a,, =1.
Inmultim prima linie cu -3 respectiv — 2 si o adunam la linia a doua respectiv la a treia.

1 -2 2 3

0 8 -5 -11 . ) - - . .

0 7 5 4l S-a obtinut asadar, prima coloana nula cu exceptia lui a, =1.
0o 2 1 -1

A . A . .. 7 .2 . . .. .
In continuare, inmultim a doua linie cu 3 respectlv—g si adunam la linia a treia

respectiv a patra.
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1 -2 2 3
8§ -5 -11
0 0 = 45 | pentrua obtine a,, =0 inmul{im linia a treia cu % si 0 adunam la
8 8
0 O 1§ 14
8 8
liniaa
1 -2 2 3
8§ -5 -11
patra. Rezulta astfel o matrice triunghiulara. | g ¢ S 5
8 8
0 0 176
8

Pentru a rezolva un sistem prin metoda lui Gauss procedam astfel:
- Se scrie matricea extinsa asociata sistemului si se desparte printr-o linie punctatd
coloana termenilor liberi;
- Se aduce matricea extinsa la forma de matrice triunghiulara;
- Se scrie sistemul corespunzator matricei triunghiulare;
- Se determina necunoscutele incepand de la ultima linie spre prima.

Exemplu
3X-2y+z=-3
Sa se rezolve urmadtorul sistem prin metoda lui Gauss, < —2x+3y—3z =-1.
X+4y-z=1
Rezolvare:
Pentru inceput scriem matricea extinsa a sistemului:
3 21 | -3
-2 3 -3 | —1 | si se schimba intre ele liniile Intai 1 a treia pentru a obtine a, =1.
1 4 -1 | 1
1 4 -1 | 1
-2 3 -3 | -1 |. Mai departe, se inmulteste cu 2 prima linie si se aduna la linia a

3—21|—3

doua. De asemenea se iInmulteste cu - 3 linia intai si se aduna la linia a treia pentru a
obtine zerouri pe prima coloana.

1 4 -1 1

0 11 -5 | 1 |. In continuare, se inmulteste linia a doua cu % si se aduna la
0 -14 4 | -6
linia a treia:
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1 4 -1 | 1
0 11 -5 | 1 |. Obtinem astfel sistemul
00 -2 | -5
11 11
X+4y—-z=1
11ly-5z=1 Plecand de la ultima ecuatie, se obtine: z=2; y=1s1 x=-1.
_%,__52
11 11
S={(-112)}.

|+l =

\

1. Sa se rezolve sistemele urmatoare prin metoda lui Gauss.
X+y—-z=0 2x—-3y+z=0 3X—2y+z2=-3 2X+3y—-2=-3

a) 12x+3y-2z=1;b) {x-2y+2z=2; C) <x+2y+2z=5 ; d) {-3x+4z=5 ;
3X+y-3z=-2 3X—4y+z=-1 —X+3y-z2=2 X+2y-2=0

Exercitii propuse
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PARTEA all-a
ANALIZA MATEMATICA

Cap.S. LIMITE DE FUNCTII

Limita unei functii intr-un punct de acumulare.

Prin conventie, R =R u{-o;00} si se numeste dreapta reala incheiata.

R =(—o0;0) iar @:[—oo;oo]

Definitie: Fie acR. Se numeste vecinatate a punctului,,a”, o multime V pentru care
existd £)0 si un interval deschis centrat in a de forma (a—¢,a+¢) inclusin V.

Observatie: Orice multime deschisd care-1 contine pe a este o vecindtate a lui a.
Exemple de vecinatati: a lui «este (g,00] iar a lui —oeste [—o,¢).

Definitie: Fie DR o submultime. Un punct aeR se numeste punct de acumulare
pentru D daca in orice vecindtate a lui a exista cel putin un punct din D\{a}, adica
Vn(D\{a}) =D .

ae D se numeste punct izolat al multimii D daca nu este punct de acumulare al multimii
D.

Exemple:

Pentrlf multimile A de mai jos sa se determine A' adicd multimea punctelor de acumulare:
a) A={0;1}; b) A=[0;1]; c) A=(—=;1); d) A=N; e) A=Q; f) A=R;

Rezolvare:

a) A'=2; b) A'=[0;1]; c) A'=[-0;1]; d) A'=5; e) A'=R; f) A' =R;

Limita unei functii intr-un punct

Definitie: O functie f:DcR—Rare limita | eR in punctul de acumulare x, daci
pentru orice vecinatate V a lui | , exista o vecinatate U a lui x, astfel incat pentru orice
xe DN U \{x,})sarezulte f(x)eV.

Tngeneral, |lim f(x)=f(x), V¥ eR

Observatie: Problema existentei limitei unei functii intr-un punct X, se poate pune
chiar daca f(x) nu este definita in acest punct, insa conditia necesara este ca x; sa fie
punct de acumulare.

Exemplu:
Fie f:R—>R, f(x)=2x+6.Sa se arate ca: a) Iirr; f(x)=10; b) lim f(x) =
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Rezolvare:
a) Fie V =(10-¢;10+¢), &)0. Din conditia f(x) eV rezultd ca 10—¢ ( 2x+6 ( 10+&=
4—g ( 2X( 4+g:»4;g< X <4;g sau x6[4;g;4;‘9jzu . Observim  ci

U =(2—§;2+§]eV(2) care este o vecinatater a lui 2. Asadar, f(x)eV,vxeU si deci

lim f (x) =10.

X—2

b) Fie V =(&;x), £)0 o vecinatate oarecare a lui +oo. Din conditia f(x)eV rezulta

e(f(X) < &(2x+6 = 2X)e - 6= x)‘gT_6 deci xe (8 —6 ,ooj . Asadar exista vecinatatea

X—00

U :(3;6,00) a lui +oo cu proprietatea ca f(x)eV,vxeU deci lim f(x)=o0.

OPERATII CU LIMITE DE FUNCTII
TEOREMA: Fie f,g:DcR—> R, X, punct de acumulare pentru multimea D. Daca

functiile f'si g au limita finita in punctul x, atunci si functiile f £g, f-g, a-f, i au
g

limitd in X,, aeR,g#0;

Conventii:

Au sens operatiile: co+oo=00, wta=0, VaeR, " =0, VneN*,

(—0)"=(-D)"0, VneN*, 0" =-—00, 00" =00, o0 =0,

i {oo, a)l e {oo 0 1 2 1t .
o, ae(0;1)

—w,a(0’ o o 0 "0 ’

Nu au sens operatiile: -, % 3, 17, 0-00, o0,
o0

Daca operatiile au sens atunci, au loc relatiile:

1 lim(f +g)(x)=lim f(x)+lim g(x);
X—>Xg X—Xo X—=>Xp

Limita intr-un punct x, a unei sume de functii este egald cu suma limitelor acestor functii

n x,.

2. limaf (x)=a-lim f(x);
X=Xy X=X

Limita Tntr-un punct x, a unei functii inmultitd cu o constantd a este egald cu constanta
inmultitd cu limita functiei in x,.

3. lim(f - g)(x) = lim f (x)- lim g(X);
X—>Xg X—>Xg X=X

Limita Tntr-un punct x, a unui produs de functii este egala cu produsul limitelor acestor
functii in X, .
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4. tim1 ) _ iy 100

e g(0) limg(x)

; g=0;

Limita intr-un punct x, a unui raport de functii este egala cu raportul limitelor acestor
functii in X, .

lim g(x)

5. lim f (x)°® :[Iim f(x)]“"’ :
X—>Xo X—>Xo

Limita intr-un punct x, a unei puteri de functii este egald cu puterea limitelor acestor
functii In X .

6. Iim\/f(x):\/xlirpof(x); f(x)=0,vxeD. Analog pentru 3/f(x), f(x)eR..

X=X

Limita intr-un punct x, a unui radical dintr-o functie este egald cu radicalul din limita
functiei de sub radical in x,.

=/ Exercitii rezolvate

1. Sa se determine punctele de acumulare pentru multimile:
a) A={0;2); b) A=(23); c¢) A=(35]; d) A=[18]-{6}; €) A=(-L1)uU(Lw);

f) A=7Z; g) A=R-Q; h) A=R-Z;

Rezolvare: Vom nota cu A' multimea punctelor de acumulare a lui A.

a) A'=0; b) A'=[2;3]; c¢) A'=[35]; d) A" =[18]; e) Al =[-Loo];
f) A =0; g) A =R; hy A'=R.

2.S4 se precizeze care dintre urmaitoarele intervale sunt vecinatiti ale punctului 1?
a) A=(0;3);  b) A=(-L1); c) A={-1}u(L2); d) A=Q; e) A=N; f)
A=[0;5].

Rezolvare: a) sif). deoarece 1 se afla in interiorul intervalului dat;

3. Sa se precizeze care dintre urmatoarele intervale sunt vecinatati ale punctului 0?
a) A=(0;3); b) A=(-11); c) A={0}ju(}2); d) A=N; e) A=R; f)
A=R-{0},

g) A=(-10)u[0;3).

Rezolvare: a), b), e) si g).

4. Sa se precizeze care dintre urmatoarele intervale sunt vecinatiti pentru « ?
a) A=(0;0); b) A=(—w;); C) A=Z; d) A=Q; e)
A=(—0;3)U(4x);

Rezolvare: a) , b), e).
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Calculul limitelor de functii

1. Functia putere. f:R—>R, f(x)=x", neN~*

2n+l

lim x" = +o0 lim x*" = 40 lim x

—00
X—>400 X—>—00 X—>—00
Exemple:
a) lim x" =co; b) lim4x*=cw; c) lim2x*=—0; d) lim6x*=c0;
X—>+0 X—>+00 X—>—00 X—>—00

2. Functia polinomiald  f(x)=aoX" + alxn'1 o I +a, ,a0#20

lim f(x)=a,(x0)"

X—>to0
Exemple:

a) lim (4X3+3X+4):4-oo3 =o0;

X—>+00

b) lim (—2x4 +4x° —3):—2-oo4 = —oo;

X—>+00

c) lim (_3X5+2X3+7)=—3'(—oo)5:oo;

X——00

3. Functia radical ( de ordin 2). f:[0;0) >R, , f(X)= Jx
lim /X = +0

X—>+0

Exemple:
a) lim </5x+1=+/o0 =o0, pentru ca 2x+10 — 2+ (+0)+10 = 400 +10 = +o0

b) lim v/x* —20 = +o0, pentru cd x* —20 — (—o0)’ —20 = +o0 — 20 = +o0

4. Functia radical (de ordin 3). f:R—>R, f(x)=%x

lim 3x =+0| ,  |lim ¥/x = -0

X—>+00 X—>—00

Exemple:

a) lim 32x+4 =Yoo =+o0;

X—>+0

b) lim 32-3x = ¥~ = —o0;

X—>+%0
c) lim Yx®+2x+5=3/—0 =—o;
X—>—00

5. Functia exponentiala f :R >R *, f(x)=a" a)0, a=1

+ 1

Daca a)l lima*=oo| , Iirp a*=0
Daca a<(0;1) lima*=0]| , lima* =00
Exemple:
2 X+4 1 2x-3
a) lim7*=w; D) Iim(gj =0; ¢) lim5°=0; d) lim (5) —o0;

6. Functia logaritmica in bazaa, f :(O,+oo) —-> R, f(x)=log, x, a)0, a=1.
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Daca a)l limlog, Xx=0o| , limlog, X =—o
X—>00 x—0

Daca a<(0;1) |limlog, x=-w|, |limlog, Xx=0o0
X—>00 x—0

Functia logaritm natural , f:(0,+0)—> R, f(x)=Inx, logaritmul natural in bazae =

2,71..., numarul lui Euler

limInx = +oo|, Iinglnx:—oo
Exemple:
a) lim log,(2x+1) =+o0; b) lim log, (x+5) =—o0; C) Iim4|og3(x+4):oo;
7 g
d) lim log; (5% +25) = —o0; e) lim In(2x +10) = +o0; f) XIlrrgoln(Zx“ —1) = +o0;
7. Functia rationala R(x)= % g #0unde fsi g sunt functii polinomiale.
g(x
f(X)za()Xn + alxn-l'l' ................. +a, ,a9#0
g(xX)=boX™ + bX™ + e +by, ,bo=0.
0 n<m
( ay n=m
b,
X—>00 & o @, n>m i >0
] , by
< % n>m 3
lim 1) _ ’ N
—_ = > -
x>t () X [3](_00)” < (&}o n>m n-m par
0 b b ’
0 0
m n>m n-m impar
N b, )
Exemple:
a) lim 3x-6_3 deoarece au gradele egale cu 1;
Koo 2X—T 2
X" +3 1 . . :
b) lim == (+w) =0, deoarece gradul numaratorului este mai mare;
x> AX+1 4
X101, . . )
c) lim 3 =—§~oo ~ =—o0, gradul de sus este mai mare, iar numerele 1 si -3 au semne
X—>+0 X
diferite
. 2X+4 . . . _
d) lim e 5=0,deoarece gradul numitorului este mai mare;
X—>+00 X +
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Limite laterale

Definitie: O functie f:Dc R —Rare limitd laterala la stdnga ( respectiv la dreapta) in
punctul de acumulare x, <31 eR (respectiv 1, eR) astfel ncat lim f(x)=I,
X=Xy
XX
(respectiv lim f (x) =1,).
X—>Xg
X)Xg

Un criteriu care asigura existenta limitei unei functii intr-un punct este dat de urmatoarea:

Definitie: Fie f:DcR—R, x,un punct de acumulare pentru D. Functia f are limita in

Xp & |S(X0) = Id (Xo)

Observatie: Limita unei functii intr-un punct daca exista este unica.

—4x+2 ,x<1

Exemplu: Sa se determine limitele laterale ale functiei f :R >R, f(x)=
3x+1 ,x)1

in punctul 1.

Rezolvare: 1,(2) = lim f (x) = lim(-4x+2) =2 si I,()) =lim f () = lim(3x+1) = 4.
x(1 x(1 x)1 x)1

Proprietati ale limitelor de functii
Fie f :DcR —> R, x,punct de acumulare pentru multimea D.

1. Daca f are limitd in x, atunci Iim|f(x)|=‘|im f(x)
X—X%g X—¥%g

2. Fie U o vecinatate a lui x,. Daca f(x)<g(x), YxeU \{x,}atunci lim f(x) < lim g(x).
X—Xo X=Xy

3.Daca f(x)<g(x)<h(x), Vxe DU \{x,})si XI|_>r£10 f(x) :1ir£1 h(x) =1 :>!erx1 g(x) =1;

4. Daca |f()-1|<g(x),V xeDNU\{x,} si limg(x)=0=lim f(x)=1.
X—¥%g X—>¥%g

Exemplu: Iimln—nX =0, VneN.

x> X
Demonstratie:

Fie x>1 si meNastfel incAt m<x<m+1. Atunci, e" <e*. Folosind inegalitatea lui
Bernoulli deducem: e™ >m+1. Atunci, e* >e™ >m+1> x = €* > x. Prin logaritmarae
acestel inegalitdti rezulta Inx <x.

n 2 n

Inx In(x2)" 2 Inx2 2 x
Cum —= (n) =———<——=
X X n x n x

NS

N ... Inx
— 0 cand n— oo atunci lim—=0, VneN.

X—00 X

SN
><r\>\:x|H

5.Daca limf(x)=0 si 3IM)0 a.i.|g(x)|SM:> lim f(x)-g(x)=0.
X—X%g X=X

6. Dacd f(X)>g(x) si limg(x)=-+0= lim f(x)=+o.
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Daci f(x)<g(x) si limg(x=—0= lim f(x)=—o.

X

Exemplu: |ime—n=oo, vneN.

X—»00 X
Demonstratie:
Stim ca e* >x, Vx>1.

X 2n )
A n
e2n L X
e ( J e’ || 2n 1"
AN 1> 1T
X (ij X2 X2 2

1. Sa se calculeze limitele de functii:

a) lim2x® =2.00® = oo;

X—00

C) lim4x® =4-0® = oo;

X—>0

e) lim 2x* =2 (—0)* = —o0;

2. Sa se calculeze limitele de functii:

a) lim(x’ -3x+2)=2"-3-2+2=4;
c) lim(4x? +5) =400 = o0;
e) lim (=2x°> +3x+4) =2 (—»)° =0,

9) lim (=x" +3x° +2) =~(-o0)" = 0}

3. Sa se calculeze limitele de functii:

a) Iin;\/Zx +10 =+/16 = 4;
€) lim~/3x+2 = oo = oo;
e) lim~/3x* —10 = oo = oo;

g) lim¥2x+3 =0 = oo;
i) lim Yx®+1 = -0 = —o0;

4. Sa se calculeze limitele de functii:

a) lim2*° =2° =64;

x—3

;) (3] o

e) lim0,2"* =0;

X—»00

g) lim0,2%%?=0,2" =0,

X

. .. e
X" —>oocand n—oo, deci lim—=o0, YneN.

X—>00 X

=/ Exercitii rezolvate

b) lim(-3x°) = -3-0° = —o0;
d) lim 5x* =5-(—0)* = c0;

f) lim (-3x") =-3-(~0)" =o0;

b) lim(2x® +x+2)=2-0° = oo
d) lim(=3x* +2x+1) = -3-0* = —o0;

f) lim (4 +2x+x) =4+ (—0)° = —0;

b) lm\/x+3:\/£:w;
d) JL@OJ—zx+1=\/—2-(—w) = Joo =o0;

f) lim v—2x° ++3x+7 =\/—2-(—oo)3 = Joo = o0;

h) lim /~4x+1=3o0 = oo;

b) M3 =3° = o;

X—00

d) lim 2% =2" =

X—>—0

f) 1im 0,32 = o5;

X——0

h) lim(—4)% =4” = o;
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i) lim3,2% =327 =0;

X—>00

5. Sa se calculeze limitele de functii:

a) Iin;logz(x—4):log21:0;
¢) lim In(1-3x) =

Inoo =o0;

e) limlog,(x+1) = o;

g) limlog,(x—5) = —o0;
) limlog, (2x—8) = o0;
3

6. Sa se calculeze limitele de functii:

b) limiIn(x+3)=1Inoo=00;
d) lim In(-5x+2) =

f) limlog, (x+2) =
2

Inco =oo;
log, oo = —x0;
2

h) Iirr21 log, (3x — 6) = —0;

2 3
x(3+-) X(-2+>)
a) 1im>*2 _jim Lo b) lim =223 _jim X __2_ 1
X—© X_5 X—>® X(l_*) X—®0 4X+2 X—® X(4+7) 4 2
X X
2 1 2 4 1
xt-1 X X2 _ 2 +4x+1 . X (2+;+F) 2
c) lim =lim T =% d) lim : = lim el
X—0 8X+ X0 X(8+*) X—© 3X +5 X—© 2(3_|_72 3
6
. o 2x _  _2x+6 X(=2+) o
e lem > —1|m 5 =0; f) XI|m :XI —— =5
-0 X+ 5 - 2(1+ 2) -0 x4 2 —>- X(5+7) 5
3 2
X* +3x+2 XA+ +7) 4X% +2 X*(4+3) 4
g) lim = lim X 3X =-o0; h) lim = lim 5 X =%
X—=>—0 2X+3 X—=>=0 X(2+*) X—=>—0 3X —5X+2 X—>=0 2(3_7_'_72 3
X X X
7. Sa se calculeze limitele de functii:
X2 x+1 x2(1+£+ 12 2(1+1+i2
a) lim=——— S i —Xlleim Xlx =]
X+l X2 (1+=) X A1+
X
X(—2+ ) x( -2+ )
b) lim \/2><7+5 _im
X“+ax+1 ,/x (1+ + 2) f1+ +—
X X
4
./ X*(1+—) XI,/1+— —X /1+7
X +4 N x
% =lim —————=lim —————
XA)—oo 3x+6 X%—oo (3+ ) X—>—00 (3+ ) X—>—00 (3+ )
6 1 6
8 lim 2x £6x+1 x(2+X+ 2) x(2+ + 2)
X 542 : x| 1+5+£2 T x /1+ +—
X X X X
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XCHxP-2x . x(xX*+x-2) 2.
e)lim—; =lim =—=;
x>0 X +3X x>0 X(x+3) 3
) lim X* +2x _lim );(x+2) 1
-0 3 4+ 3x° +2X -0 X(X* +3X+2)
g) lim x> -9 _lim (x=3)(x+3) _6_3,
X _2x—3 o (x=3)(x+1) 4 2’

Exevcitii propuse || :\

1. Sa se calculeze limitele:

a) 1m3x5; b) 1@0(—3x9); C) lim 6x°; d) lim (-2x*);  e)
Ixig’ll(x2 —4X+6);

f) IXiLrsl(x3—4x+5); ) 1@0(—3x2+x+25); h) JLrEO(—ze +1); ) mM
) ﬂgm K) x'Lfﬂoﬁ: 1) Mﬁ/ﬁ m) lim ~2x+5;

X——0

4x
n) limy2x°+9; o) Iin;32“1; p) lim2**; Q) Iim(%) ©r) lim57%

X—>—00

s) limlog, (" ~8); t) limin(4x+2); u) limIn@-x); V) limlog, (2x+6);
X) lem log,(3x—4); Y) lem log,(4x—7); Z) IX|Lr21 log, (5x—4); 3

2. Sa se calculeze limitele: 6

a) lim (2x3-6x°+9);  b) lim (-x*- 5 x* +4x+6) ; ¢) lim (- 4x*+2x-6); d) lim (- 7X°
+8)x—l>+oo X400 X0 x>0

e) lim (-5x°- 8x*+3x-2); f) I|m(4x -6); Q) XIir_rlo(—:%xf’+4x+5); h)

X—>—00

I|m(—2x +5X° —4x+3);

x—1

3x+8 . AX+6 . o2xt =Xt 3 -5x*+2
i) M) dim 2 ) lim e Xy gim XX S
xom 2x% 45X x>=0 5X* +5X x>0 3X” + X+ 2 xoe 23X
m) lim -3x° +6x2+2_n) lim -x*+x% o) lim —7x2+3x—5_p)
o 1-3x2 T o 2x244 T T e 4x2 -1
- 6x®—5x+11 |
lim X
= _2x% +4x2 —/6
_ 33 X2 2
q) lim 3. r) lim —(“21) L9 lim X X3 gy iy X 24X,
x>0 \[2x% 5 x>0 3X° 42X x>0 32+ 4X+6 x40 3X—9Q
. 3% —4x+7 X% +4
u) lim ; v) | T
X X+6 x40 2X
3. Sa se calculeze limitele
X _
a) lim X*2 b) lim X+2 c) lim i : d) lim —2X+3

LT S Sy Sea o TEas
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e) lim _3x+5 . f) lim _6x . g) lim M h) lim ﬂ
X—>—00 /4X2+6’ X—>—00 m’ X—>—00 \/ﬂ ! X—>—00 X2 _1’
2 —_—
i) lim X i) lim Z2ZE8 gy gim 2K

X—0 \/m ! X—>—0 X2 _7 xa—wm’

4. Sa se determine m € R astfel incat sa aiba loc egalititile:

a) lim(4x+m) =10; b) Iirpl(2x2+mx+4)=8; c) Iin;\/3x+m =3

d) Iinglog3(2x+m):2; e) Iirr;logz(2x+4):m; f) Iirp2\3/10x—7 =m;
2mx+3

4)) Iimliéj =32; h) lim 4™ =m+2; 1) lim3/3mx—3x+1=m;

5. Sa se calculeze limitele laterale in punctele specificate si sa se verifice daca f(x) are
limita in punctul respectiv.

-3Xx+2, x<0 2x+4, x<1 .

a) f(x)= , In x,=0; b) f(x)= " , n x,=1;
8x+6, x)0 X +3x+2, x)1
Vx+3, x{1 2" -8, x{4

c) f(x)= , In x,=1; d) f(x)= ’ , n x,=4;
{\3/2x2+5x+1, x>1 & 3-log, x+2, x=4 i
M, X<2 ~

e) f(x)={ x+3 , I x,=2

e %41 x>2

6. Sa se determine me R astfel incat functiile f(x) sa aiba limita in punctl specificat.

3x—-2m, x<1 J=Xx+m+1, x{2

a) f(x)= , In x,=1; b) f(x)= < , In x,=2;
X2 +4x+2, X)1 m-3  x>2
3, x<1 IX, x<64

¢) F)=1"" Dol d) fegodMVXTVRXS0E e e
m°x"+mx+1, x)1 log, x+6m, x)64
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(5.3 Limite fundamentale. Cazuri de nedeterminare

. sinx . sinb5x
1. —=1 a) lim =1
XILnO X )X_’O 5x
| sinu(x) b) lim SiN8X _ i sindx .
u(Ix)HO U(X) x—0  4X x>0 8X ’
2. [lim -1 a) lim %X _1;
x——0 X x>0 3X
lim C®_g by g 2y 209
w00 U(X) o0tg2x  o0tg2x 2 2
arcsinx . arcsin3x
3. =1 a) lim———=1,
xI—>O X )XHO 3x
i arcsinu(x):1 b) lim arcsindx _ . arcsindx 4 _ 4.
u(x)lmo u(x) o0 TX o0 4x 7 7
. arctgx . arctg2x
4, =1 a) lim =1
XII_nJO X )HO 2X
i arctgu(x):l b) lim arctgéx _ . arctgéx 6 _6.
u(x)lmo U(X) x—0 5x x—0 6X 5 § ’
. In@l+x) _In(1+4x)
5. =1 a) lim—————==1;
Xano X )x—>0 4x
i In(1+u(x))_l b) i NA+8X) _ . In@+8x)  2x 8 _ .
u(x)lmo u(x) 0 In(l+2x) 0  8x  In(l+2x) 2x
6. | L Ina a) lim s,
anO X x—0 X ’
u(x) _ x-3 x-3
lim a L ha b) Iim22 1=Iim2 1-£=1In3;
w5 u(x) 3 x2—3x  *3 (x—3) x 3
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r 4
7 im0 =1, a) m&X 1y,
x—0 X x—=0 X
r_ 3 _
lim LU -1 b) “m(1+6—x)1=3;
u(x)—0 U(X) x—0 6X
Demonstratie.

1. Se stie ¢ sinx (x (tgx, We(O;%):bin x| (x| (tax], VXe(—%;%j:

sin X X tox . X . 1 . X
|_ | < || < |g| =1<|—<|— = 1<lim——<Ilim——=1=lim——=1.
|sm x| |5|n x| |smx| sinx|  |cosx x>0 SN X x>0 COS X x-0 §in X
. ) ) . Sinx
Inversand functia se obtine lim——=1.
Xx—0 X
. tgx . sinx 1 . Sin X .. 1
2. Ilmg—:llm . =lim lim =1.1=1.
x—0 X x—0 X COS X x—0 X x—0 COS X
In(1+ x) : :

5. lim

x—0

= Iirr01 In(L+x)* =In Iing(1+ x)* =Ine=1. S-a aplicat formula Iirrg(1+ x)* =e(

care se demonstreaza cu ajutorul sirurilor de numere).

- e | : In
6. In limita lim facem notatia a* -1=y = xlna=Iny= x=-2Y
x—>0 X Ina

oat-1 . ) )
lim =lim y =Ina-lim y =Ina deoarece lim y

x>0 X y-0 In(1+y) y=0 In(1+y) y-0 In(1+y)

Ina

=1( conform lui 5.)

. i +x) -1
7. In limita IXILQT) facem notatia 1+ X=2", 1+X)0 sicand x >0=y—0 iar
2" —1
r
o @A+x) -1 . 2"-1 . r In2-r
|Im¥=|lm =lim y = =r
X0 X y=02Y 1 yo0 2V -1 In2

y

==/ Exercitii rezolvate

1. Sa se calculeze limitele de functii:
sin9x sin9x

a) lim SN14X _y. b) lim — lim
x>0 14X x=0  3X x>0 9x
) lim—% —jim 2% X _ 7, d) lim 31X =) _ jjp, SINX-)
x>08in8x *-0sin8x 8x 8 x>6 X°—6X  x>6 (X—6)
. sin8x—sin2x .. sin8x . sin2x . sin8x . sin2x 1
e) lim———————=Iim —lim =lim -2—lim .
x—0 4% x-0  4x x-0  4X x>0  8X x>0 2X 2
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) lim arcsin x :1; 9) Iimtggx _ Iimthx_ 2X _g:g;
x>0 3X 3 -0tg2x x>0 9x  tg2x 2 2
h) lim tg(xﬁgx) _ Iimtg(xtgx) ' xt%x 1
x—0 X x—0 thx X
2. Sa se calculeze limitele de functii:
a) lim® _1:In6;
x—0 X
2x
b) lim&—t_1.
x—0  2X
3x 3x
C) Iim4 1=Iim4 1-3=3In4;
x—0 X x>0  3x
X X 23 3 X-3
d) lim>—2" Cjim3 =2 Lim3C D o7,

x->3 X—3 x->3 X—3 x—3 X—3

@91 @9 _1tg2x . tg2x 1 1.
e) lim =lim . =lim =
x>0 8x -0 tg2x  8x x0 2x 4 4
3. Sa se calculeze limitele de functii:
a) lim In(1+ 7x) _lim In(1+ 7x) .Z=Z;
x—0 5x x—0 X 5 §
b) lim In(1+sin x) _lim In(14_rsm X) sinx 1
x—0 X x—0 SIN X X
2 _ 2 _
¢) lim In(1+ x° —Xx) =IimIn(1+x X)-X=Iimx=];
x—1 X—1 x—1 X(X—l) x—1

m In1+2x) lim In@+2x)  8x  2x 2

=0 In(1+8x) *0 2x  In(l+8x) 8x 8

1.
4,

4. Sa se calculeze limitele de functii:
2 2
a) Iim(\/x2+3x—x)=lim X AIXX i X =g;

X—>00 X—»0 2 X—>0
XF+3X+X x( 1+3+1j
\f X

x(l+5)
2 _y2 -
b) Iim(\/x2+2x+5—\/x2+x):lim X H2XH5=X X _jim X
x>0 2 X+ 2X+5 44X+ X " (\/ 2 5 \/
X[ I+ —+—+
X X
c)

2_ _ 2 _
Iim(\/4x2—6x+2+2x)=lim A OXH2-4X i Xt2  _\im

X
X——0 X—>—0 2 X—>—0 X—>—0
JAX? —6X+2 - 2X |X|\/4_§+X22—2X —x[,/4—+2+2
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Exevcitii propuse | !+ ’\

1. Sa se calculeze limitele:

- - - 2
a) Iimslex; b) lim S|n8x 0) ”ms!n7x; d) lim sin 24x;
-0  BX Ho 3x x>0 SN 2X x—>0  8x
&) lim 92X . f) lim9=2). g) lim 195X h)
x>0 Gy 2 x2-2x x>0 tg 3X
i sin (2x szln 4x); i) lim sin 5x_—5|n 3x; i) lim Sin 3x +sin4x K “msm8x+sm2x;
x>0 2X HO sin X HO sin 5x +sin6x ' x>0 X
I)I sm(x 1)
p— i 2_ 1 2_
m) lim arcsm(x 3); lim t_g3x : 0) lim slln(x2 16) . p) lim .sm(zx 4) :
o3 X —4x+3 -0 8in9x >4 aresin(x” +2x—8) x>2 8in(X"~ — X —6)
1-cosx
q) Ix—>0 )(2
2. Sa se calculeze limitele:
8x 3x sinx sin3x
a) Iim2 1; b) lim ¢ 1; c) lim & l; d) lim e—1;
x->0  8x x—0 e -1 x—0 2X x—0 6X
X-3 _ X 3 X X 2
e) lim € = ) lim——— 3 X g) lim —5 25 . h) lim —f X X
o3 x® 27" x>3 x° —4x+3 o2 x2 —3x+2 x>2 X° —X—=2
) 2 +3x esmx ) 9tglsx _1
i) lim———; Ilm—; k) lim ; I
) x—w §.3% _ X J) X—0 X ) x—0 30x )
. 8% +7*—6"-5" 34 VS . 4 —64
lim ;m) lim ———; n) lim : 0) lim :
x—0 4* 3% xo 2% L 4% x>2 X —2 x32 X-—3
3X+2 _ 27 .
p) lim vt
3. Sa se calculeze limitele:
a) lim In(1+8x); b) lim In(1+6X) ; 0 IImIn(1+4x) ; d “mln(1+7x);
! 8x ! 3X x>0 |In(1+8X) x>0 In(1+ 5x)
2Xx H 2
e) lim InQ+4 ); f lim In(1+3|.n 12x); g) lim In(1+tg 3x); h) In(x4 +X) :
X—0 X+3 x-0 In (1+S|n 6)() x—0 4x X—>0 In(x +2X)
3 3x 2 2x 2x
i) lim In(x*+3x) . . lim In(e +1); K lim In(x2 4x); N lim In(3* +5 );
x> |n(x® —5x) x> |n(e” +1) x>» In(Xx* —5x) x>< (3" +5%)
m) lim In(1+ arcsmx) ) lim In(L+1tg3X) . o) lim In(L+4x—x%) . 0) IirnIn(1+x“—x2)_
x—0 sin 3x x—>0 Ox ’ x—>0 X ' x—1 X—1 ’
4. Sa se calculeze limitele:
2 4 2 _
a) lim * 1 . b)ImX X lim X A8 gy tim A3
x>1 X% 43X +2 0 x® x>0 X —4xX x>l X —2X° +2x-1
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x> -9 X’ -4 o XP=2x+1 N G
e) lim ———; f) lim ; lim—————; h) im——;
)i X’ —5x+6 ) 2 x° -8 9 o1 x°—x? —x+1 ) x>2 X2 —3X + 2
o X+27 -3 . X+5-3
i) tim SNOC =048y 2X22 e AXH2T 28 JXH5 -8
x—>2 sin (X _5x+6) x—1 lO—X—3 x—0 X X—>4 5—-x—-1
JX-1-+/2x-6 _3x+8-2 X =7(x-1)-1
m) lim ;n) lim ~———0) lim : ;
Xx—>5 X—5 x—0 X° +4X x—1 (X — 1)

5. Sa se calculeze limitele:
a) lim (\/4x2 +1- 2x); b) lim x (,/x2 +4 - x); C) lim (,/x2 +2X + x) ;
d) lLrg (w/x2 +1—2x); e) lim 2X (W/X2 +3 - x); f) lim (1/X2 +3X + x) :

g) XLIr_m X(—\lg X2 +5+3X); h) !Ln; (\/X2+3X —\/XZ _3); I) )!LITO]O (X+2_m);
j) I|m (\/x +2x—-1— \/x +X— 1) k) lim (\/erx); ) lim (X—1/2x2_3x +5);

X—>—0 X—> 0 X
3
m) lim (x—3— X —6x +5); n) lim (q/x+ —2JX+2+4x+3 ) 0) lim ( ?X 1—5x];
X—> o0 X—> o0 X—>—© X" +
3
p) lim 22X - 2X |; )hm(g—x— 21 j; I hm(ﬂ— 25 J;
xo-e | XT+ 4 52X 2 X' -4 X 1 x°-1
lim | —1 1 14 tim (n@x+2)-Ih 2x-1) ; u) lim
X—2 X (X _ 2)2 X2 —3x+2 X— X—> 0

5x 2 , : Voxt-3x—V2x* -5 |.
(In(ax -5)~In (4x+3)) ;v) 'X';n[x 3 x(x- 3)) 9 !m[\/x2+4x—2—\/xz+3x—3]’y)

lim (In(2x3—6)— In (3% +2)) ;

X—

z) lim (\/x +4x — \/x +2) W) !m (3{/X3+X2+1—§/x3—x2+1);

X—> 0
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5.4 Asimptotele graficului functiilor reale

Asimptote verticale

[1P2]

Definitie: Fie o functie f :DcR —>R, si “a” un punct de acumulare pentru D. Dreapta

X = a este asimptota verticala la stinga (respectiv la dreapta ) la graficul functiei f daca
si numai daca lim f (x) =400 ( respectivlim f (x) =+ .

x(a X)a

Exemplu: Functia f:R\{3} >R, f(x) :Lsadmite asimptota verticald x = 3 la stdnga
X_

spre —oo iar la dreapta spre +oo deoarece Iirr31 f(X)=—00 i Iirr; f(X)=+0
Asimptote orizontale

Definitie: Fie o functie f:DcR—>R si aeR . Dreapta y = a este asimptota
orizontala lac (respectiv la —o) la graficul functiei f daca si numai daca lim f(x)=a (

respectiv lim f(x)=a).

2

Exemplu: Functia f:R—>R, f(x)= :jx
X +4

admite asimptota orizontald y = 3 la oo

2

deoarece lim

=3;
x>k X2 44

Asimptote oblice

Definitie: Fie o functie f:DcR—>R si m,neR . Dreapta y = mx+n este asimptota

()

oblica la © (respectiv la —oo) la graficul functiei f dacad si numai daca m=lim——=

X—00

nzlm(f(x)—mx)

(respectiv m= lim —= ( ) , n:XILrEO(f(x)—mx)).

X——0

x% —16X

Exemplu: Functia f :R\{Z} —-R, f(x)= admite asimptota oblici y = x - 18 la

2_ 2_ _ 2_
+o0 deoarece m= lim X"10% 1 0o tim [ X220 | 2 i [ XE210XEX 22X g
X—>+00 X(X-I-Z) X—>+o0 X+ 2 X—>+o0 X4+ 2

Activitate independenta \ Raspuns
Sa se determinem,ne R astfel incat functia | m=2;
2 - —
f:R\{-3} >R, f(x)= 2X—4;’(+1 sa admitd asimptota oblica n=-10.
X+
y=mX+n catre +oo.
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=/ Exercitii rezolvate

1. Sa se determine asimptotele urmaitoarelor functii:
a) f:R\{0} >R, f(x)=1+1; b) f:R\{0} >R, f(x):x2+§;
X X

2

X2 +2 3

: d) f:R\{-L1} >R, f(x)=1fxz;

e) f:(—o;—2]ul0;40) >R, f(X)=x+Vx2+2x; f) F:R>R, f(X)=3+x;

Rezolvare:

c) f:R\[0} >R, f(x)=

.o X+1 . . 9 .
a) lim —==1= y =1este asimptota orizontala la +oorespectiv la —oo;

X—>to0 X
. X+1 . X+1 . - N . .
lim——=—o0, lim——==+00 = x =0este asimptota verticald la stinga respectiv la dreapta
;700 X §>a00
in punctul 0 la graficul functiei; Nu exista asimptote oblice;
. x*+8 . x*+8 . 3 L . .
b) Ilrrg = —00, Img =40 = X =0 este asimptota verticala la stinga respectiv la
X—> X X—> X
X(0 X)0
dreapta in punctul 0 la graficul functiei; Nu exista asimptote oblice;
. XP+2 . X742 : 5 D . :
C)) Img = —o0, Img =400 = X =0 este asimptota verticald la stinga respectiv la
X— X X— X
X(0 X)0
dreapta n punctul O la graficul functiei;
2 2 2 2
. XT+2 . [ XT+2 . XT4+2-X . < 11 x
m= lim =1 n= Ilm( —xj: lim ————— =0= y = x este asimptota oblica la
Xt X . X X—>to0 X X—>to0 X
+oo
: X . X : X : 5
d) m=Ilim ———-=-1, n=lim ~+X |=lim ~=0=y=-X este asimptotd
X—>F0 X-(l—X ) x—to| 1—X x—t0] — X
oblica la oo}
3 3
Iim11 -~ = +00, Iiml ~=—-00=> X =-1 este asimptotd verticald la stanga si la dreapta;
x»>-11—X x>-11— X
(-1 1
3 X3
lim > =00, lim > =—00=> X =1 este asimptota verticald la stinga si la dreapta;
x>11—X x-11—X

2
&) 1im (x-+35C +2x) = lim(=y +Jy’ —2y) = lim Y=Y =Y _jim— =2 __ 3,
X—>—0 y—>0 y—>0 \/y2_2y+y y—>00 (\/72
y 1—§+1

X+ /X2 + 2X

f nu are asimptota orizontala la +oo; m=lim————= Iim[1+ fl+g =2,
X—00 X X—00 X

y = -1 este asimptota orizontald la —oo;

2 2
n:Iim(x+ x2+2x—2x):Iim(\/x2+2x—x):limw =1= y=2x+ leste

x>0 x>0 22 X7+ 2X + X
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f) f nu are asimptote orizontale;
3 2
. X*+ X . 1
m= lim ,3/ — =1, n=lim (\3/x3+x2—x _I|m 3:>
X—>+oo X—>+too X—>+°O
X X +X +'\/X +X X+X

1 . . . ]
y=X+ 3 este asimptota oblica la +oorespectiv la —oo;

2. Sa se determine asimptota orizontala catre « la graficul functiei

2
R R, f(x)= 2 t4X+6
X“+1
Rezolvare:
4 6
2 X*(3+—+ —)
lim f (x) = “mw =lim——2_X_ -3, Rezulti, y=_3este asimptota orizontali
X—>00 X—>0 X + X—00 2 1
X“(1+—)
X
catre .
- . . . C .. X® +6X
3. Sa se determine asimptotele la graficului functiei f :R\{2} >R, f(x)= =
X_
Rezolvare:
Asimptote verticale:
2 2
L) =lim £ o) =lim X% 20 L@ =tim o =lim X% _ 18 _ o Aadar, £
X—>2 x>2 X—2 0 X—>2 x22 X —2 0

x(2 x(2 - X)2 x)2 +
admite asimptota verticala, la stinga lui 2 catre —oo iar la dreapta lui 2 cétre +oo.
Asimptote orizontale:

xX*(1+-)
f nu admite asimptote orizontale deoarece I|m f(x)=lim X+2X =|Im—2X=oo.
- 1--)
2
Analog, la —. I|m f(x)= lim X +2X —o,
X—=>—0 X
Asimptote oblice:
Ecuatia asimptotei oblice este y=mx+n, unde m=Ilim fx )_I X’ +6x =1 iar

X—00 X X—>00 X — X

2
n:lim[f(x)—mx]:lim{x +6X—x}:limB—Xzs. Analog, la +wo. Asadar, f admite

X—>0 X—>0 X—2 X—0 X —

asimptota oblicd y=x+8 catre +w.

4. Se considera functia f:(—0;+2)U(2;0) >R, f(x)= . Sa se determine

x*—4
asimptotele la graficul functiei .
Rezolvare:
X -2 X 2
Asimptote verticale: 1 (-2) = lim =—=—o0; |,(2)=Iim =— =o0j.

o2 x—4 0, 2 x2-4 O,

Rezulta, dreapta de ecuatie x =—2este asimptota verticala la stanga lui - 2 catre —oo;
Dreapta de ecuatie x =2 este asimptota verticald la dreapta lui 2 cétre o;
Asimptote orizontale:
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: X . X g . : . <
lim——=lim———==1. Rezulta, dreapta de ecuatie y =1este asimptota orizontald
X—>o0 , XZ -4 X—>o0 4

X 1=—
V" x
la oo;

lim ——— = lim =-1. Rezultd, dreapta de ecuatie y=-1este asimptotd

X
X—>—00 ’ 2 X—>—00
X"—4 —X fl—iz
X

orizontala la —oo;
Asadar, f nu are asimptote oblice;

5. Se considera functia f :(0;oo) —> R, f(x) :Ii' Sa se determine asimptotele
nx

functiei.
Rezolvare:
.1 1 e - Do
I, (0) = lim—— =—=0; Nu exista asimptota vericala.
X530 Inx —oo
. .1 1 . . . . <
lim f (x) =lim v 0= dreapta de ecuatie y =0este asimptota orizontala la o;
X—»00 X—00 n X o0

6. Fie f:R—>R, f(x)=x+e ™. Sa se determine asimptota oblica catre ;
Rezolvare:

y=mx+n, unde m= limt ) jim X+ Iim(l—i_ixj:l’

X—»0 X X—00 X X—0 Xe

. . 1 .1 N . . . . <
n=Ilim[ f (x)—mx]=lim (x +—- xj = lim—=0. Rezulta, ca ecuatia asimptotei oblice catre
e

X—>00 X—>0 X—o @
weste y=x.
2
7. Se considera functia f:R\{-3} >R, f(x) =ax2+—bx6+3. Si se determine
X+

a,b e R stiind ca ecuatia asimptotei la graficul functiei la « este y=3x-2.
Rezolvare:
f(x) . ax’*+bx+3 a a
=lim =—

Din y=mx+n=m=3n=-2. m=1Ilim - =—=3=—=a=6.
x>0 X x>0 2% +6X 2 2

n:Iim[f(x)—mx]zlim{

X—>0 X—>0

ax® +bx+3 . (b-18)x+3 b-18 b-18
— -3 |=Ilim = = =
2X+6 x>0 2X+6 2

2

8. Fie f:R\{2} >R, f(x)= X _Za . Sa se determine acR astfel incit f si nu admita
X_
asimptota verticala in punctul 2.

Rezolvare:
X -4 (x-2)(x+2)
X—2 X—2

Observam ca pentru a =4 rezultd f(x)= =X+2, adica f nu are

asimptote verticale.
9. Sa se determine a,b R astfel incit dreapta de ecuatia y =3 x - 2 sa fie asimptota

ax’ +bx+5

pentru graficul functiei f :R\{-2} >R, f(x)= S
X+

Rezolvare:
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Daca y = 3x — 2 este asimptota pentru graficul lui f rezulta :
2
m= im0 3 fim & EXHS g
PRSI X—t0 X(X + 2)

2 R
1= lim ( ()~ mx) & -2= lim SCADXAS gl o gim 2ZOXHS g
X—>+00 X+2 X—>+00 X+2
Asadar,a=3sib=4;

Exevcitii propuse || :\

1. Sa se determine asimptotele vericale ale functiilor:

1 1 2, _x

) 0= DI 9020 d) e

CXP+L, XAl ~ X |_

e) f(x)= vt f) f(x)= Ty ¢) f(X)—( D(x_3 h) f(x)= 3
i) f(x)=|))((|+_3;; i) f(x)=J):(_—4;

2. Sa se determine asimptotele orizontale ale functiilor f :D >R :

L. _L. L. _ 1
) f(="- b) f(0="5 0 f)=—=i  d) ="
2
9 1w=10 =Xt g =2 =L
X2 +2 X—
1 2X+6 X* -4
) f00=21 D=2 KW= )
X +4
f(x)zﬂ_
(Xx=3)(x+3)
3. Sa se determine asimptotele oblice ale functiilor f:D >R :
X o xA-1, _x +2 2%
) f(0=—"7; b) f="—21 O f)="—;  d) fX)=";

4. Sa se determine asimptotele functiilor f :D — R unde D este domeniul maxim de
definitie al functiilor urmatoare:
X+ 2 x> +4 2 2

a) f(x )_ b) f(x)= < ; C) f(x)= o d) f(x):X):_31

X +1. x?

h) f(x)zﬂ;

x2+ _
KAR=r) D= 9 f(x)_g 3x %+l
) Tx )—In—x ) f9=x-e; k) f)=-1; 1) f(9= /—le_l;

m) f(x)=In—x%); n) f(x)=Yx*+3x*-4;

5. Sa se determine asimptotele verticale ale functiilor:
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a) fiR\[-L >R, f()=—; b) f:R\(3) >R, f(x)=212;
X+1 X—
S _5x-=2, _ X2 +4
c) f:R\{-3} >R, f(x)-2x+6, d) f:R\{0} >R, f(x)= NI
e) f:R\{-33 >R, f(x )_X +;, f) f:R\{-L1 >R, f(x )_Zx”f,
0) f:(01)U(Lo) >R, f(x):\/;_l; h)
X+1
fi(—0;-3)U(3,0) >R, f(x)=
. X . G
1) f:(8; R, f(x)= ; f:(-22 R, f(x)= .
) ( oo)—) (X) m J) ( )_> (X) 4—X2
6. Sa se determine asimptotele orizontale ale functiilor:
x+3 -5,
f: f(x)= b) f: f(x)=
a) R\{ }—)R (x) = ) R\{S}—)R (x)= 2x+6
c) f:R>R, f(x)_%, d) f:R\{-8l >R, f(x)= | |
+
x* +1 X
e) f:R\{L2! >R, f(X)=————, f:Ro>R, f(x)= ;
A TS T o
2x+1 X? —x+1
fIRoR, f(X)=—/——m——; h) f:R >R, fx— ;
9 ¥ VOX? +5x+1 ) ) X2+ x+1"

T T

i) f:R\{_l;_z}_)[_?E}’ f(x)=arctgﬁ; J) f:[00) >R, f(X)=v9x*+x-3x.

7. Sa se determine asimptotele oblice ale functiilor:

4x* +1 3x% +2
f:R\{-2} >R, f(x)= ; b) f:Ro>R, f(x)= ;
3) { }_) ) 2X+4 ) - (0= X% +1
X’ X|X
c) f:R\{-5 R, f(x)= ; d f:RoR, f(X)=—"—"—
) FRVS| SR, f(X)=—— ) BRoR T00=—
x? X2+ X+4
e) T:RoR, f(x)= ; f: R >R, f(X)=——;
2
g) f:R\[0) >R, f(x):XXJ_er; h)
f:R>R, f(X)=vxX*+x+1-(x+3);
. X2+4X+3_ - 3,3 .
) f:Ro>R, f(X)=———— j) T RoR, f(X)=x*+2x+1;

Je+9
K) f:R—>R, f(x)=38x*+x*-5.
8. Sa se determine a,beR astfel incat dreapta de ecuatia y = 2x + 1 sd fie asimptota
ax’ +bx+8

pentru graficul functiei f:R\{l} >R, f(x)= — 1
X —
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9. Sa se determine a,b e R astfel incat dreapta de ecuatia y = x + 1 sa fie asimptota
2
pentru graficul functiei f:R\{2} >R, f(x)=ax+—b)2(+3;
X_

x* +(a+2)x

10. Fie f:R—{2} >R, f(x)= . Si se determine a <R astfel incat dreapta de

ecuatie y=Xx+2a sa fie asimptota oblicd spre +oo.

x* —mx® +m*x -1
X2 +1

ecuatie y=x+m-—2 sa fie asimptotd oblica spre +oo.

11.Fie f :R—> R, f(x)= . Sa se determine m e R astfel Tncat dreapta de

2
12. Fie f:(0;0) >R, f(x):ax+_bx+4. Sa se determine a,beR astfel Tncat graficul
X
functiei sda admitd asimptota oblica la +owo, dreapta de ecuatie y=3x—2.
2
13. Se considera functia f :R\{l} >R, f(x) :Lax;s. Sa se determine aeR pentru
X_

care dreapta y = x+a*—5 este asimptota spre +o.
14. Fie f:[0;0) >R, f(x)=vmx+2—+x+1. Sd se determine me Rastfel Tncat graficul

functiei fsd admita asimptota la «.
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@ Aplicatii practice ale limitelor de functii

Aplicatiile conceptului de limita il intdlnim in cele mai variate contexte, de la
calculul unor numere respectiv sume de numere sau determinarea ariilor unor figuri
geometrice pana la definirea conceptelor de vitezd, acceleratie, debit a unui lichid,
intensitate a curentului electric precum si in probleme de determinare a probabilitatii de
castig sau in probleme de economie.

Conceptul de limita la definirea ecuatiei tangentei la graficul unei functii

Se va considera in plan o curbd ( C) de ecuatie y=f(x) si doud puncte M,(x,, y,)unde
Y, = f(%)si M(x,y)cu y= f(x). Stim ca panta secantei MM, este tangenta unghiului u
format de semidreapta OX cu dreapta MM,, unghi masurat in sens trigonometric.
YV

X=X,

Atunci cand M se deplaseaza pe curba oricat de mult astfel Tncéat se apropie de Mg

observam ca dreapta MM se apropie la limitd de tangenta in Mg la curba.

lim y_yo = lim f(X)— f(XO) —

X=X X — XO X—>Xg X— XO

m=tgu

Atunci, valoarea limitei m reprezintd panta tangentei la

curba in punctul M, ce are urmatoarea formuld y—y, =m(x—x,).

Viteza instantanee
In fizica intalnim situatia deplasarii unui mobil pe o anumiti traiectorie si dupi o
anumita lege de miscare datd ca o ecuatie a spatiului parcurs in functie de timp, s=s(t).
Viteza medie a punctului mobil in intervalul t—t, parcurs de la momentul initial t, la
s(t) - st,)
-1,

mici de timp, astfel incat t se apropie foarte mult de t,, vom obtine valori ale vitezei
medii tot mai apropiate de viteza la momentul t,.

momentul arbitrar t, este v_ = . Daca insa vom lua intervale din ce in ce mai

Astfel ca, trecind la limita acest sir al valorilor medii obtinem lim
t—>t,

s(t)—s(t,)
L =V(t,)

0
care se numeste in fizica viteza instantanee in momentul t, .
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De exemplu, daca legea miscarii este s(t)=3t+1, atunci lamomentul t, =8 s,

viteza este egalda cu v(8) = limw =lim 3(t-8)

—8 t—8 t>8 t—8

=3 m/s, fiind constanta deoarece

miscarea este uniforma.
Analog, in miscarea rectilinie uniform accelerata, acceleratia instantanee in

. . v(t) —v(t
momentul t, se defineste ca fiind !wp% =a(t,) .

0
De exemplu, daca viteza este v(t) =2t -3, t, =10,atunci acceleratia la momentul
t, =10 s va fi egald cu a(10) = lim YO VU0 _y;, 26=8-20+3 2t -10)
t—10 t-10 t—10 t-10 t->10 t—-10
adica este constanta intrucat miscarea este uniform accelerata.

=2m/s?,

1. Sa se calculeze cu ajutorul conceptului de limita urmatorul numar: 0,(3);
Rezolvare: Se cunoaste faptul ca 0,(3) inseamnd numarul rational 0, 33333............... cuo

infinitate de zecimale care se repeta.

Pentru a determina valoarea ca fractie ordinara a acestui numar procedam astfel:
0,(3)=0,33333..... 33...=3+i+i3+ ................ + 3
R a— 10 10° 10 10"

n termeni

SE—llt—t =t =t t—"+.... = =lim—| —— |=
10 10 10° 10 10

1 n+1 1

3 ( 1 1 1 1 j 3 (10) }
1 + =

2. Ionut si Andrei joaca un joc cu aruncatul aceleiasi monezi in mod succesiv astfel
ca este declarat castigator cel care obtine primul ,,stema”.
Care este probabilitatea de castig pentru primul juciator dacd se arunci moneda
pana cand acesta castiga?
Rezolvare:

Pentru ca primul jucdtor sa castige, stema trebuie sa apara la efectuarea aruncarii in una
din situatiile: S; MMS, MMMMS, unde S= stema, M= marca.

3 5
Pentru fiecare situatie avem probabilitdtile: P, = %; P,= (%) P, = (%) ; etc.

Atunci, probabilitatea ca primul jucator sa castige este datd de calulul urmatoarei sume
infinite:

B I e e R O R R I

1 2 . . . . .
> == =§, deoarece, atunci cand n tinde la infinit, fractia
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Asadar, calulul probabilitdtii conduce la calculul unei sume de probabilitati partiale ce
formeaza o serie matematica a carei suma se calculeaza cu ajutorul limitei sirului sumelor
partiale.

3. O sursa de cildura incilzeste uniform un corp. Experimental, se constatid ca

temperatura corpului este dati de legea T(t)=t+a—+/t°+10t+16, cu a)0, unde
numarul t >0reprezinta momentul masurarii, exprimat in minute, iar numarul T(t)
reprezinta temperatura corpului, exprimat in grade Celsius, la fiecare moment t>0
ales. Se stie ca la momentul initial t = (0 temperatura corpului este de 5 grade
Celsius. Sa se determine catre ce valoare se va apropia infinitezimal temperatura
corpului, atuncicind t — .

Rezolvare: Stiind ca la momentul initial pentrut=0 se obtine temperatura corpului
de 5 grade Celsius, atunci, T(0)=5= a-4=5=a=9, asadar T(t)=t+9—~/t* +10t +16 .

Pentru a calcula valoarea lui T(t) cand t — oo, calculam

2_ 2_ _
!imT(t)=!im[t+9— t2+10t+16]=|im(”9) 10216 jim 8t+65 _8

t—o0 2 t—ow
t+9++/t? +10t +16 t(1+?+ {1+1to+t§J

4. Debitul unui lichid, (adica cantitatea de lichid scursd in unitatea de timp) Ila
momentul t, se calculeazd utilizdind limita  debitului mediu, dupd formula

toty t— tO
De exemplu, daca cantitatea de lichid care se scurge intr-un interval de timp t, Q(t) este
definitd prin legea Q(t) =t++/t+6, exprimatd in litri, atunci debitul lichidului dupa 10

grade Celsius.

DO) = lim VL6104 i 110+ (VEH6-4) ) i, (VE6-4) (V46 -4)
t->10 t-10 t-10 t-10 t->10 (t—lo)(M—@
_14im— 1010 14222 ymin.
510 (t —10)(Vt + 6 + 4) 8 8

5. Densitatea liniara a unei bare OA intr-un punct de abscisa x,, notata cu p(x,) ,

avand masa m(x) a unei portiuni Ox din bara unde O este punctul origine al barei este

< . m(x) —m(x
datd de formula p(x,) = lim M) =m) :

X=X X=X,
6. Intensitatea de radiatie
Radiatia este o emisie continud de energie de pe suprafata tuturor corpurilor.
Aceastd energie este numitd energie radiant si se prezintd sub formd de unda
electromagnetic.
AP dP . e e

im —=— si reprezintd limita
AS—0-t AS das
raportului dintre fluxul de energie radiantd AP care strabate suprafata si aria acestei
suprafete, AS.

Intensitatea de radiatie se defineste ca fiind , | =
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Cap.6. FUNCTII CONTINUE

Functii continue intr-un punct de acumulare

Continuitatea unei functii face referire la felul cum este graficul acesteia si anume
fard intreruperi adicd un grafic continuu sau cu intreruperi adicd discontinuu.

Definitie: O functie f: D c R — R se numeste continua in punctul de acumulare X
eD < oricare ar fi vecinatatea V a lui f(Xg) , existd o vecinatate U a lui Xo, astfel incat
pentru orice X e U nD =1(x) e V.

Definitie: f : D < R —>R este continud in X € D < f are limitd In X, si
lim f(x) = f(X,).
X—>Xg

sau ls (Xo) = lg (Xo) = f(Xo). (Xo Se numeste punct de continuitate).

Observatie:

Pentru ca graficul unei functii sd fie continuu in punctul xo observam cd nu este
suficientd numai existenta limitei functiei in punctul Xq; In plus trebuie ca aceasta si fie
egald si cu valoarea functiei Tn punctul X.

Exemple:
a) Functia f :R >R, f(x)=23x*>—-2x+1este continud in punctul Xo= 1 deoarece
lim f () =2=1();

2X+3, x<0

VX2 +x+9, x)0

b) Functia f :R >R, f(x) ={ este continua in punctul Xo = 0 deoarece
Iing f(x):ling f(x)=f(0)=3;

x{0 x)0

Daca functia nu este continua in X = f se numeste discontinua in Xy $i Xp se numeste
punct de discontinuitate. Acesta poate fi:

- punct de discontinuitate de prima speta daca ls (Xo), lg (Xo) sunt finite, dar diferite
de f(xo);

- punct de discontinuitate de a doua speta daca cel putin o limita laterala e infinita
sau nu exista.

Definitie: O functie f este continui pe o multime ( interval) < este continua in fiecare
punct a multimii ( intervalului).

e Functiile elementare sunt continue pe domeniile lor de definitie.

Exemple de functii elementare: functia constantd C, functia identica X, functia

f (%)

polinomiald  f(x) = aX" + ax"™ + ....... a, , functia rationali 900 functia radical
X

8/ f(x) , functia logaritmicalog, x, functia putere X%, functia exponentiald a*, functiile
trigonometrice sin X, cos X, tg X, ctg X.

115




MATEMATICA — CLASA a Xl-a

Observatie:  In punctele in care functia nu este definitd, nu are sens sa se puna
problema continuitatii sau a discontinuitatii.

De exemplu, functia tg x nu e definitd in punctul % asadar nu se poate spune ca functia

.. . o e q- . «n T . T
nu este nici continua nici discontinua in PR problema continuitdtii nu are sens.

PRELUNGIREA PRIN CONTINUITATE a unei functii intr-un punct de
acumulare

Definitie: Fief: D cR — R. Daca f are limita | € R in punctul de acumulare x, ¢ D =
f(x),xeD

f: D u{ Xo} =R, f(X) :{I - x este o functie continud 1n Xy $i se numeste
A=Ay

prelungirea prin continuitate a lui f Tn xq.

OPERATII CU FUNCTII CONTINUE

TEOREMA. Daci f ,g:D—R sunt continue n X, ( respectiv pe D) atunci
f+g,f-g,f.a f,é, f ¢ sunt continue Tn X, ( respectiv pe D); a € R, g =0.

TEOREMA. Daci f:D—R e continud in X, €D ( respectiv pe D) = |f (x)| e continua in
Xo € (‘respectiv pe D). Reciproca nu e valabila.

TEOREMA. Fie f:D—R continui in in X, €A si g:B —A continui in X, €B, atunci gef
¢ continua in Xy €A.

lim f( g (x) = f( lim g(x))

X—Xg X—Xg Orice functie continua comutd cu limita.

=+ Exercitii rezolvate

e* +2X, X e (—;0)

este continua pe R.
3In(x+1)+1, x €[0; )

1. Sa se arate ca functia f :R >R, f(X) :{

Rezolvare:
f este continud pe (—o0;0) U (0;0) deoarece restrictiile sunt functii continue ca sume de
functii elementare; Ramane sa studiem continuitatea lui f in punctul 0;
Din 1,(0) = Ixi_r)rg(eX +2x)=1, 1,(0) = IXiLTg(BIn(x +1)+1) =1si f( 0) = 1 rezulta ca f este continua
x(0 x)0
in 0 deci feste continud pe R.
3x-4 X
2. Si se arate ci functia f :R >R, f(x)={X +3x-3" este continui pe R.

Ux®-3x+1,x)1
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Rezolvare:

f este continud pe (—o0;1) U (L 00) deoarece restrictiile sunt functii continue ca functii
elementare respectiv compunere de functii elementare; Ramane sa studiem continuitatea
lui f in punctul 1;

Din I.(1) = Iim(23X—_4) =1, I, =lim3/x* -3x+1=-1si f{( 1) = -1 rezulta ca f este
X +3x-3 ove
continud in 1 deci feste continua pe R.
sin3(x—2)
3. Si se arate ci functia f :R >R, f(X)={ x*-5x+6" nu este este continua pe
2x-1 , X>2
R.
Rezolvare:
Studiem continuitatea lui f Tn punctul 2;
. . sin3(x—2) . . _ < <
Din I,(2) =lim—————=-3, |,(2) =lim(2x-1) =3si f( 2) = 3 rezultd ca { nu este
32 X —-5X+6 32

continua in 2 deci f nu este continud pe R ci doar pe (—o0;2) U (2;) deoarece restrictiile

sunt functii continue.
4. Sa se determine acR astfel incat functia f :[1;00) > R,

2(x-1-1)
f(x)= X—2
ax+3 X=>2

, Xe[L2)

sa fie continud pe domeniul sau de definitie .
Rezolvare:
f este continud pe (1;2) U(2;0) deoarece restrictiile sunt functii continue ca functii

elementare. Ramane sa impunem conditia de continuitate in punctul 2;

Din I,(2) = Iirgz(x—_;_l) =1, ,(2) = Iirr;(ax+3) =2a+3s51f(2) =2a+ 3 rezultd
X— X_ X—>.
x(2 X)2

2a+3=1=a=-1.

VX2 -3-1

X—2
5. Sa se determine a,b <R astfel incat functia f:R >R, f(x)=<bx+86, X=2

, X(2

asin(x—2)

x? —2X %2

sa fie continua in punctul 2 .
Rezolvare: feste continud in punctul 2 <1.(2)=1,(2)=f(2) .

2 .
Din 1,(2) = lim XX 371 _jing _XZDXED) 5 (o) jjm 2SINX=D) _ 3
X2 R (-2 -3+ o X(x-2) 2

Ha:2b+6mmmﬁ2=%:>a=4$2=2b+&:b=—2
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Exercitii propuse || :\I

1. Sa se studieze continuitatea functiilor pe domeniul lor de definitie:

, X e[-2,0) e*(x+3),x € (—»,0)
2

a) fi[-2,0) >R, f(x)=] V22X . b) f:R>R, f(x)=x+3xe[0,]

5 X
X ;5 x>0 3x+1 X € (1, +o0)

4x-1,x€[0,1]
c) F:[0,4] >R, f(X)=x"+2,xe(1,2] ;d)
X+4

Xe(2,4
x?—x+1 (2.4]

X* +3xX+2
X+1
f:RoOR, f(X)={x*+2,x=-1
In(x+2)
X+1

, X € (—o0,-1)

, X € (=1,]

{ex +Inx,x e (0;1]
e) f:(0;00) >R, f(X)=1 1 ;

X*1L, x)1

Ix?-1,x<1

In X, X)1.

2. Se considera functia f:R—> R, f(x) :{ . Sa se studieze continuitatea

functiei f in x¢ =1,

4x°+6, x(1

2x? +8x, x>1

3. Se considera functia f:R > R, f(x) :{ . Sa se studieze continuitatea lui

fin x, =1;

4. Sa se determine parametrul real m astfel incat f sa fie continua pe domeniul de
definitie:
2X+3

b). f:[0,0) >R, f(x)= ra X<l

m-e”,x<0

a) fR—)R,f(x):{

e X +m,X e (1,»)
Vx=2-1, 123
c) f:[24] >R, f(x)={ X -3 d)
mx+3’X€[3,4]
3sinm(x—2)
f :[05] > R, f(x) = T,XE[O,Z)
2x—m,x €[2,5]
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msin(x—1)

X —5x+4 ’Xe(_oo;l).

e) f: R>R, f(X)= ; )

2cos(2x—1)%, x>1

3sinm(x—3)

2

, X €[0;3)
fi05] >R, f()=4 X 7° :
cos(x—2)%,x23

2 2 .
g) f:R>R, f(X):{XZ"'AfT X, X € ( oo,l];
X“+m® , xe(low)

IX47,x<2

5. Se considera functia f:(-7;0) >R, f(X)=1< x4 acR. Sase determine
2X+1’
a e R astfel incat f sa fie continua in 2;
VX% +5x+a,xe[0;2]
6. Se considera functia f :[0;0) >R, f(X)=19y414 aeR.Sase
, X € (2;0)

determine a e R astfel incat f sa fie continua in 2.
4+Inx, O(x<1

av/x? +8x, x)1

7. Se considera functia f :(0;0) >R, f(X) :{ ,aeR. Sa se determine

a e R astfel incét f sd fie continua pe (0;);

8. Sa se studieze continuitatea functiei pe domeniul de definitie:
VX2 +sin® x
fRSR F()=1" x '~
1 ,X=0

9. Sa se studieze continuitatea functiei pe domeniul de definitie:

3 —
/cos x 1,x¢0
X

#0

f:Ro>R, f(x)=

1 ,X=0
10. Sa se studieze continuitatea functiei pe domeniul de definitie:

In(tgx) N1
Xe (O,Z)

1-ctgx
fi040) >R, F(X) =]

z
— X e[=;+o0
. [ 1 )

11. Sa se studieze continuitatea functiei pe domeniul de definitie:

f:R—)R,f(x):‘xz—g‘

12. Sa se studieze continuitatea functiei pe domeniul de definitie:

f:R >R, f(X) :‘x2 —5x+6‘
13. Sa se studieze continuitatea functiei pe domeniul de definitie:
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sm3x’X€[_1;0]

f:RoR, f(x)= x 3
+—,x=0

tg2/x 5

14. Sa se determine parametrul real m astfel incat f sa fie continua:

In(1+3x)
——= x=0
f:R>R, f(x)= 6x :
x*—2m ,x=0
15. Sa se determine parametrul real m astfel incat f sa fie continua in punctul 1:
[h2y2 g
fiR SR, f(x)=] VM Fhxe ],
2mx+1 ,x e (1)

3 : N , e, x € (~o0; 0] 3
16. Sa se determine a R astfel incat functia f :R > R, f (x) = sa
3’ +4x+a ,xe(0;,)

fie continud pe R ;
1

17. Sa se determine a<R astfel incat functia f :[0;00) - R, f(x):{aﬂ('ex'x>0 sa fie
0 ,X=0

continud pe R;

18. Sa se determine a e R astfel incat functia
aln(3—-x),x<1
fr(—oh)u@eo) >R, f(X)=12x_9 sa fie continuad in punctul 1;
X)L
x-1

(Inx)*,x e (0;e)
19. Sa se determine a e R astfel incat functia f :(0;00) 5> R, f(x) =1 ¢ sa fie
e—zx2 +ax—e,x)e

continud in punctul €,
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@ Proprietatile functiilor continue pe un interval

Definitie: Fief:1 cR —R (I =interval) f are proprietatea lui Darboux.
e Vab elcua<bsi VA e(f(a), f(b)) sau A € (f(b), f(a)) =7c € (a,b), a.l. f(c) = A.

Observatie: Proprietatea lui Darboux inseamna ca daca ducem o dreapta paralela la oxa
OX situatd intre f(a) si f(b) atunci aceasta va intersecta graficul functiei in cel putin un
punct.

TEOREMA. Orice functie continud pe un interval are P.D.
Dacaf:l - R are P.D. atunci = f( I) e interval.( Reciproca e in general falsa).

STABILIREA SEMNULUI UNEI FUNCTII

TEOREMA . O functie continui pe un interval, care nu se anuleazi pe acest interval
pastreaza semn constant pe el.

LEMA. Daci f este o functie continui pe un interval [ a,b] si daca are valori de semne
contrare la extremitatile intervalului (f(a) e ( f(b) <0 ) atunci exista cel putin un punct
c € (ab) astfel incat f(c) = 0.
Daca f este strict monotona pe [ a,b] = ecuatia f(x) = 0 are cel mult o radacina
in intervalul (a, b).
f este strict monotona < f: | —J - continua
f(1) =J - surjectiva
f - injectiva
TEOREMA. Orice functie continui pe un interval compact este marginita si isi atinge
marginile.

CONTINUITATEA FUNCTIILOR INVERSE

TEOREMA. Fie f : | R — R o functie monotona astfel incat f( 1) e interval. Atunci f
este continua.

TEOREMA Orice functie continua si injectivd pe un interval este strict monotona pe
acest interval.

TEOREMA. Fie f: | - R, I, J cR intervale. Daci f e bijectiva si continua pe | atunci
inversasa f™ e continui si strict monotona pe 1.

=/ Exercitii rezolvate

1. Sa se arate ca urmatoarele functii au proprietatea lui Darboux pe intervalul dat.
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sin4x —sin 3x

3x-2, Xx<0 — X0

a) f(x)={ L1 =R; b) f(x)= X ¢ 1 =[-22];
(x=2)(x+1), x)0 J2x51, x>0

Rezolvare:

Deaorece f este continua in 0 rezulta ca este continua si pe R deci f are P. Darboux pe

R;

2. Sa se arate ca urmatoarele ecuatii au cel putin o solutie in intervalul indicat:

a) xX*—2x>+5x-3=0, |1 =[0:1]; b) tgx+x-1=0, | = [O;%]

Rezolvare:

a) Fie f:(0;1) > R, f(x)=x’-2x*+5x—-3.F este o functie continua pe intervalul dat.
Cum f(0)=-3%0si f(1)=10< f(0)- f (1)(0= conform proprietatii lui Darboux ca f are
cel putin o solutie in intervalul [0;1].

b) Fie f :(0;%) — R, f(x)=tgx+x-1.feste o functie continua pe intervalul dat. Cum

f(0)- f (%) = —1-%(0 = ecuatia f(x)=0 are cel putin o solutie in intervalul dat.

3. Sa se stabileasca semnul functiilor:

a) f:Ro>R, f(X)=x*—4x+3; b) f:R—>R, f(x)=x>-9x;
c) f:(30) >R, f(x)=log,(x-3); d f:R>R, f(X)=3"-1)(x-2);
Rezolvare:

a) Pentru inceput se rezolva ecuatia f(x)=0 de unde se obtin solutiile x =1 si
X, =3numere care se pun in ordine crescitoare in tabelul de valori . Pentru fiecare
interval (—o;1), (1,3), (3,0) se ia cate o valoare accesibild si se calculeaza valoarea
functiei:

f(0)=3)0, f(2)=-10, f(4)=3)0. Semnul valorii functiei devine semnul functiei pe
acel interval, deoarece pe intervalele p ecare functia nu se anuleazad ea pastreazd semn
constant.

X | —oo 1 3 0
fx)]++ ++ 0- - - - 0+ + + +
Asadar, f(x)) 0,Vxe(—0;l)u (L) si f(x)<0,vxe[];3]

b) f(x)=0=x"-9x=0=x(x*-9)=0 cu solutiile xe{-3;0;3} care se pun in tabelul de
valori:

X | —o0 -3 0 3 0
fx)|- - - -- 0++ 0- - 0+ + + +

Pe fiecare interval se ia o valoare si se calculeaza semnul functiei: f(—4)=-28(0,
f(-)=80, f@®=-80, f(4)=28)0. Asadar, f(x))0,Vxe(-3,0)U(3x) si
f(x) <0,Vx e (—o0;-3]U[0;3].

c) f(x)=0=log,(x—3)=0=>x-3=1=x=4,

X 3 4 0
fX)| - ------- 0 + + + + + +
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f(5)=log,(5-3)=log,2=1)0 rezulta cd f(x)=0=1log,(x—3)=0=>x-3=1=x=4.
Asadar, f(x) = 0,vxe[4;0) si f(x) ( 0,Vxe(3;4).
d) f(x)=0= @ -1)(x-2)=0=xe{0;2}.

X | —o0 0 2 )
f(X) +++ ++ 0- - - 0O + + + +

f(-1)=2)0, f)=—20, f(3)=26)0, deci f(x) > 0,vxe(—w;0]U[2) si
f(x) (0,vxe(0;2).

4. Sa se rezolve inecuatiile:

a) (x—3)(\/x—2—1)20; b) 2-Inx>0;

X -4 ‘
C) 71 (0; d) (1+log, x)(3—3") >0.
Rezolvare:

a) Se considera functia f(x):(2;,0) >R, f(x)= (x—3)(v\/x—2 —1) careia ii studiem
semnul.
Din f(x)=0= (x-3)(Vx-2-1)=0=x-3=0=x =3 si

IXx-2-1=0=+x-2=1=x=3.

X| 2 3 0
f(X) + + + + + 0O + + + +
Ccum f(2)=10, f(4)=+2-10 deci solutia inecuatiei date este x [2;0).

b) Fie f :(0;0) >R, f(x)=2-Inxcareia ii studiem semnul.

Din f(x)=0=2-Inx=0=Inx=2=x=¢%

X0 e 0
fx)] +++ ++ 0 -------

f(e)=2—-Ine =2-1=10 si f(e’)=2-Ine’=2-3=-10. Atunci solutia ecuatiei este
Xe (0; e2) :

2

¢) Fie f:R—{0} >R, f(x)=2 f . Studiem semnul lui f(x).

2

f(X)=0:>):;X_i1 =0=>x*-4=0=x, =+2.
X| =% -2 0 2 0
fx)| ------0+++1----- 0 + + + +

f(=3)= —LZG<O , f(-1) = :—§>O f@)= _?3<O , f@Q)= %}0 . Solutia inecuatiei este

27 3
X € (—0;-2)u(0;2).
d) Fie f:(0;0)—> R, f(x)=(+log,x)(3—-3"). Studiem semnul lui f(x).
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Din f(x)=0= (1+log, X)(3-3)=0=1+log, x=0=x=3" sau

3-3=0=3=3=x=1,

0

1/3

1 0

--- 0 +++

0 ---om oo e -

X
f(x)

1 1
f(2)=|1+log,=
(9) ( 973

1

(3—39]:(1—2).(3—3;)@,

f(E):(1+IogséJ[3—3;j:(1—I0932)-(3—J§)>0,

f (3) =(1+log, 3)(3—33 ) =(1+1)-(3—-27)(0. Atunci, solutia inecuatiei este x e [%;l} :

Exercitii propuse

1. Sa se arate ca urmatoarele ecuatii au cel putin o solutie in intervalul indicat:

a) x*-3x*+7x-1=0, 1 =[0;1];
) In(x+1)+x*-1=0, 1 =[0;1]

e) (x-1)-3* =1 1=[0;2];
2. Sa se rezolve inecuatiile:
a) x*—5x-6>0;
) 2x*+3x* —3x—22>0;
x* —6x+8

e) ———>

x-1
g) (x=1)Inx)0;
i) (X*=7x+6)(Inx-1)>0;

0;

K) e —5.*+4>0;

3X+l _ 27

m J
) X —3x—4

)0,

3. Sa se determine m € R astfel incit functia f :R >R, f(x) :{

admita proprietatea lui Darboux pe R .
4. Sa se determine m € R astfel incat functia f :R > R,

2_ 2
f(x):{\/X 2mx+m°+m,x=>3

mx + 3, X(3

5. Sa se rezolve inecuatiile:
i >0 ; b)

a
) 2—X+1

1—Iogzx<0_
1-log, x
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b) e +x-2=0, | =[0;1];
d) si ~1=0, I =[-Z;47;
) sin X +cos X [ n 4]

f) In(x* +1)+x*-4=0, 1 =[0;2].

b) x*+x*-6x<0;
d) x*—5x*+4)0;
x* +x*—~10x+8

0 X+2 O

h) In*x—3Inx)0;
J) (X =3x+2)(3*-9))0;
2
) Ig x—2|gx+3>0;
lgx-1
n =22 4.

4°-9.2"+8
X+14+m,x>3 S
X% +mx+2, x(3

sa admita proprietatea lui Darboux pe R.

d)wzo_

x?—1 X
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Cap. 7. FUNCTII DERIVABILE

ﬂ Derivata unei functii intr-un punct

Definitie: O functie f:DcR—R se numeste derivabild in x, € D daca si numai dacd

exista lim T09=10%) e Rpe care o notam cu f ‘(x,) ( citim f derivat in Xo)
X=X X=X,
Daca lim T09=1(%) eRspunem ca f are derivati in punctul x.

X X=X,
Teorema. Dacd o functie f:DcR—R este derivabild intr-un punct x, e Datunci f este
continud in acel punct.

Definitie: O functie f:DcR —>R siAc D se numeste derivabila pe multimea A daca
si numai dacd este derivabild in orice punct din A.

Derivate laterale

Definitie: O functie f:DcR—R se numeste derivabild la stinga in x, € D (respectiv

la dreapta) dacd si numai dacd existdi  f, '(x0)=limMeR (respectiv
x> X—X
X(%X 0

() = lim = T00) _y

X—=>X —_
X;(’Q 0 X=X

Teorema. f:DcR—>R este derivabild intr-un punct x,eDdacd si numai daca
derivatele laterale existd, sunt finite s egale intre ele. Atunci,

F0) = '(%) = 'y (%) eR.

Exemplu: Sa se determine a,b e R astfel incat functia
X +ax+4,  x(0 _ C o eca

f:Ro>R, f= ( sa fie derivabila in 0;
In@+x*)+b,x>0

Rezolvare: daca f este derivabila in 0 rezulta ca f este si continua in 0.
Se impun conditiile de continuitate si derivabilitate ale lui f in punctul 0.
f continua in 0
=1,(0)=lim f(x) = Iirr(}(x3 +ax+4)=4,
x{0 x(0
1,(0)= Iirr(} f(x)= Iirrg(ln(1+ x*)+b)=Inl+b=b= f(0). Din 1.(0)=1,(0)=f(0)=b=4

x)0 x)0

f derivabila in 0,
Pentru derivabilitate, se deriveaza functiile componente ale lui f:

125




MATEMATICA — CLASA a Xl-a

Reguli de derivare
1. (af)' =a- f'=af" Exemplu : (4-x2)':4-(x2)':4-2x:8x

2. (f+g) =f'+¢g' Exemplu: (4%% +5X)" = (4x?)'+(5X)' =8x+5

3.(f-g) =f"-g+f-g'

Exemplu: (5x*-In x)':(5x2)'-lnx+(5x2)-(lnx)':loxlnx+5x2-1:5x(2ln X+1)
X

3 (i] __f'g-fg'
g g°

Exemple: (4X—2|-2jl _ 4-x2—(41<+2)-2x :—4x24—4x;
X X X
(2x+4j,_(2x+4)'-3x—(2x+4)-(3x)'_2-3x—(2x+4)-3_ -12
3x ) (3x)? - (3x)?  (3x)?
N 1
4. (f )(f(xo))zf,(x)

Derivatele functiilor continue elementare si a celor compuse

1.|c'=0|, ¢ - constanta;

Exemple: 5'=0; 7'=0; (%j:o; (—4J§)':

2. , XeR;

3. (X”)'an”‘l, xeR, neN: (u")':n-u”‘1

Exemple: (°)'=3x%; (xz)I =2X ; (2x°)'=10x*; (6x2+3x+2)I =12x+3
[ Bx+4)° |'=6(3x+4)° - (3x+4)' =18(3x+4)°;

(XB)I = (5x6)I = (3x“—2x2+7x—8)I =
((2x-57) = ((4x-3)") =

4.|(x) =ax", xe[0;0), acQ;  |(u*)'=au™’

Exemple: (x;)'=%x2_1=%x_;;

1

1 1 1, 1 2 _2 1
[(2x3)3}'=§(2x3)3 ~(2x3)':§(2x3) 3.6x°=2x"-23.x2=28;

((X)is)l =-3:x7, (%)I :(x“L")I —_5.x¢ =_—65;

() - (2') -
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5 6x°

%)
X )
5. \&':L xeR_*:
2\/;! + 1
) . (B5x+2)" )
E le: (V5x+2)' = =
xempie ( X+) 2J5x+2  2B5x+2°
(Jﬁ)':
6. (ax)':ax-lna, XxeR:

Exemple: 3*=3*In3;
(8) =
(54x—2)| _
7.|(e") =¢"
Exemple: (e”7)'=e”"7-(2x+7)'=2e

, XeR;

W2y =
(Vax—2x+7)

(a")'=a"-Ina-u'

N

(3%°*)'=3"*°In3.(4x-5)'=4-3"*In3;
(o) -

(34x2—8x+6 )' _

(e”)':e“-u'

2X+7.
)

2 2 2
(esx +2x+4). = ¥ (32 4 oy 4 4)" = (Bx + 2)e P

() -

1
log, X)'= *;
8. |(log, X) “nal xeR,*;

. I
Exemple: (log; x) = ns’
(log, x)' =
0, (Inx)':i, XeR, *:

: 1
Exemple:  [In(x+4)]'= L
(In(5x-2))' =
10. (EJE—%, XeR*:

X X
Exemple: (LJE—%;
X+4 (x+4)

1
6Xx-5

(s5) =

(Iog5(4x2 —2X +5))

(93X2+4X_5 )I _

(log, u)' =——
ulna

1 (4x*-2x+5)'  8x-2
(4x*=2x)In5  (4x*-2x)In5

(Iogs(Gx—Z))I =

(Inu)' =L
u
3x° +2x+1
INOC+x>+x+1) |'=—————=—" "~
[In¢ )] X+ X+ x+1
(In(3x2 +5x—4))I =
(ij-__u_
u u?
( 1 ),__(2x3+3x)'__ 6x°+3 |
2x% +3x (2x3+3x)2  (2x°+3x)?’
(sl -
5X* +7x—4
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11.

1) n 1) n-u'
(—nj=— ap XeR*S (_nj =T
X X u u

1 5 1
Exemple: —|'=-=; —|'=
P (xsj 6 [(2x2+3)4J
(sinu)'=cosu-u’|
(sin4x®)' =12x" - cos(4x’) ;

4
T
(2x* +3)°

12.{(sinx)'=cos x|, xeR ;
Exemple: [sin(5x—2)]'=5-cos(5x—2);

(sin8x)I = (sin(2x2—8x+4))I =

13.{(cosx)'=—sinx|, xeR ;
Exemple: [cos(2x+4)]'=-2-sin(2x+4);

|(cosu)'=—sinu-u'|
(cos3x®)' = -9x -sin(3x°) ;

(cos(6x))' = (cos(6x—9))' =
14. (th)'I 1 XeR\{w“( EZ}, (tgu).: U2'

€oS_ X 2 cos*u

: _ 3 . 2y (65x%)" _10x
Exemple: tg(3x+1) ~cos?’(3x+1) (195 " cos?(5x%)  cos?(5x%)
(tg(10x))' = (tg(5x° ~2)) =
15.|(ctgn) = ——=—| xeR\[keez); |(ctou) =——2
sin_ X sin”u
2 —5I 2 7\ X7 ! 7 6

Exemple: cig(x-5) -2 C :_sigﬁ(zi) :_sin;zﬁ)

(ctg(4x)) = (ctg(8x+7))' =
16. (arcsinx)‘:\/li7, xe(-11); (arcsinu)' = 1—'u2
(2x+1)" 2

sin?(2x—-5) _ sin’(2x—5)’

Exemple: [arcsin(2x+1)]':\/1_(2X+1)2 :\/—4x2—4x ;

(arcsin(8x— 3))I =

17. |(arccosx)'= - , xe(-11); (arccosu)'=—
1-x° 1-u?
2\1
Exemple: [arccos(sz)]':—L:_ ax_ .
1-(2x%)? 1-4x*
(arccos(8x))' =
18. [(arctgx)'= L xeR ; (arctgu)'= .
' Y= XN W) =17
Bx+2)" 3

Exemple: [<’:1Irctg(3><+2)]':1+(3x+2)2 1+ (3x+2)? ;

(arctg(6x—9))' = (arctg(4x2—3x))I =
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19. (arcctgx)'z—1 L

u
xeR; (arcctgu)'=— >
+ X 1+u

2

(@) 8x

1+(4x3)° 1+16x"’

Exemple: [arcctg(4x2)]'=

(arcctg(5x))' =

Derivata de ordinul doi

Derivata de ordinul doi a unei functii f(x) inseamna sa derivim incd o datd prima
derivati a functiei f(x) adica " () =(f') (x).
Exemple: Sa se deriveze de ordinul doi functiile:
1. f(x)=3x*-2x*+5x"—2x+6. Atunci,
f'(x)=3-4x>-2-3x* +5-2x—2-1=12x> —6x* +5x -2,
100 =(f'(x) =(12x° ~6x* +5x—2) =12-3x* ~6-2x+5=36x* ~12x+5

. 1 6
2. f(x)=In(6x+2). Atunci, f'(x)=———-(6x+2)' = ;

(x) = In(6x+2) W =ox2 &2 =55

6 1 1

f11(x) = -6 ——— |- (6x+2)' =36 ——

9 (6x+2) ( (6x+2)2j (6x+2) (6x +2)*

. 1 8 4

3. f(X)=+8x+4.Atunci, f'(x)=———-(8x+4)' = = :

) ) 2/8x + 4 ( ) 24/8x+4  /8x+4

f”(x):( 4 )=4.(_ﬁ}(m)|:_4 1 1 8 -16

J8x+ 4 8x+4 28x+4  (8x+4)-(VBx+4

= Exercitii rezolvate

1. Sa se calculeze f ¢(x) pentru functiile f:D-—>Runde D este domeniul maxim de
derivabilitate:

a) f(x)=3x>—4x*+5x—4; b) f(x):xg+x_71;
1 3 -2,
c) f(X)Zmu d) f(x)= 3
e) f(xX)=v6x+2; f) f(x)=e>"°;
g) f(x)=In(4x+8); h) f(x)=Inv2x+1;
i) f(x)=log,(3x*+9); j) f(x)=sin(6x-2);
K) f(x):ln3X+2; ) f(X)=X2+2X;
X+1 x-1
m) f(x)=3""+e**?; n) f(x)=(2x*-4x+1)e*;

0) f(X)=v4x*+1-Inx;
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Rezolvare:
v — Oyv2 . ' _E %_1 %- ' :_—6 :
a) f'(x)=9x°-8x+5; b) f(x)_ X 2x ;) f'(x) (6 27
, _6x(x—3)—(3x2—2)_3x —18x+2 226
Q) F) = = i) T ﬁ 1) f(x)=2-e
w41 o L o (p—_ 1 2 1
9 f()()_4x+8_x+2’ n) f(X)_\/Zx+1< 2X+1) 2x+1 242x+1  2x+1’
i) f'(x)=ﬁ; j) f'(xX)=6-cos(6x-2);
K) f(x) = x+1 3(x+1)—3x-2 _ 1
3x+2 (x+1)° (3x+2)(x+l)
(@x+2)(x-D=(C+2%) _X2=2X=2. . e o o s,
) f'(x)= -1 1) ;m) f'(x)=4-3""In3+3-e>;

In X ++/4%° +

n) f'(x)=(2x*+6x*—4x-3)-e*;

0) f'(X)=——— m

2. Sa se studieze daca functiile urmétoare sunt derivabile in punctele specificate:
a) f(x):{xs =0 o

2x% +4x, x)0
b) f(X)z{x2+3x—1 : XSl, % =1

5x -2, X)1
e”—x+1, x<0
{2+ In(L+x), x)0

c) f(x)=

Xo

Rezolvare: Se verifica mai intai ca functiile sunt continue dupa care se calculeaza
derivatele laterale:

a) Deoarece f.'(0)=0 si f,'(0)=4rezultd ca functia nu este drivabila in 0;

b) Deoarece f.'(1) = f,' (1) =5 rezultd ca functia este derivabild in 1;

c) Deoarece f.'(0)= f,'(0)=1 rezultd ca functia este derivabila in 0,

e*+ax+b, x<O0

3. Sa se determine a,b € R astfel incat functia f :R >R, f(x) =
In+bx), x) 0

sa fie derivabila in 0;
Rezolvare:

f este derivabila in 0 rezulta ci f este continua in 0:
1.(0) = Iirrg f(x)= Iirr(}(eX +ax+b)=e’+b=1+b,

x(0 x(0
1,(0) =1im f (x) =limIn(L+bx) =In1=0

X)0 x)0
f(0)=1+b, Din 1.(0) =1,(0) = f(0) = 1+b=0, rezultd b=
-1’

f derivabila in 0:
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e“+a, x(0

f'(x)=

() L, % 0

1+bx

f'.(0)=limf'(x)=lim(e* +a)=1+a, Se stie: |€°=1, In1=0, Ine=1.
X o

f',(0)=lim f'(x)=lim =b=-1. Din f' (0)=f',(0)= 1+a=-1 adicaa=- 2.
v §>—0>01+bx

5 . o . In®x, xe(0;e]
4. Si se determine a,b € R astfel incit functia f :(0;0) >R f(x) =
ax+b, xe(eo)
sa fie derivabila pe R ;
Rezolvare: f este derivabild pe (0;e]u(e;)deoarece restrictiile functiei sunt continue
pe domeniile de definitie. Ramane sa punem conditia de derivabilitate doar in punctul e.
f este derivabila in e rezulta ca f este continua in e:
I,(e)=lim f(x) =limIn®*x=In*e =1,
X—€e X—e
x{e x(e
I,(e)=lim f(x)=lim(ax+b)=a-e+b
X—€ X—€

X)e X)e

f(e)=1, Din I.(e)=1,(e)= f(e) =>a-e+b=1.
f derivabila in e:
3In2x-1, x e(0;e)
f'(x)= X
a, xe(eo)
| L . , 1 1
f'.(e)=lim f'(x) =lim@3In*x-=) =3-=,
e e X e
f'.(e)=limf'(x)=lima=a Se stie: [€° =1, In1=0, Ine=1.

X)e X)e

Din f' (e)= f'd(e):>§:a. Din a-e+b=1:>g-e+b:1:b:1—3:—2.

Asadar, f este derivabildin e daca a= 3 st b=-2.
e

Exevcitii propuse || :\I

1. Sa se calculeze f ¢ (x) si f* (X ) pentru urméatoarele functii:

a) f(x)=5x*-3x+4, x,=0; b) f(x)=@x-2)(x+1), %, =1
c) f(X)=(2x+5)°, X, =-2; d) f(x)=v4x-3, x, =1,

e) f(X)=vx*+2x+6, X, =1 f) f(x)=2"° x,=-3;

9) f(x)=5"" % =0; h) f(x)=e?", x,=0;

) f(x)=e¥, x=0; j) f(X)=In(x+5), x, =—4;
K) f(x)=In@x+6), X, =-1 ) f(x)=In(x*-9), x, =4
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m) f(x)=In(2x*+8), x, =1, n) f(x)zi, X, =1
X+4
0) f(x):i, X, =—1; p) f(x)=sin(x-3), X, =3;
3X+2
q) f(x)=sin5x*, x,=0; r) f(x)=cos(4x-8), x,=2;
s) f(x)=tg6x, x,=0; t) f(x)=tg3x*, X, =0;

2. Sa se calculeze f ¢ (x) si f° (Xo) pentru urmatoarele functii:

X+2 x*+1
a) f(X)=——, X, =2; b) f(x)= , X =1
) F0=""2. % ) F0="""2 %
2x—4 ND
c) f(x)= , X, =0; d f(X)=—, x, =1
In x In(2x +5)
e) f(X)=——, x,=1; f(X)=————2, X, =-2;
) F0=""%0 % ) f0=""" 0 x
1 VX+2
f(X)=——, x,=-1, h) f(x)= , X =-1;
g) (X) 2X+1 XO ) (X) X2 XO
. e3x+2 . |nX
) f(x)= , X =-1; f(x)= , X =1
) F00=— % 0= %
2 <0
3. Sa se determine a,beR astfel incat functia f :R >R, f(x)= xorxra X sa fie
b-e*+1, x)0

derivabila in 0.
. . In(x+1+a®), x>0
4. Sa se determine a,beR astfel incat functia f :R >R, f(x)= ( ) sa
a’-e*+bx, x(0

fie derivabila in 0.

g . N ) X*—x+1, x<0
5. Sa se determine a,b € R astfel incat functia f:R >R, f = )

asin x+bcosx, x)0

derivabila in 0;

6. S& se determine a,beRastfel incat functia f:R—-R, f =
e“+b, x)0

derivabila in 0;

7. Se considera functia f:R>R, f(x)=e*-sinx. Sa se arate ca

fl(x)-2f'(x)+2f(x)=0, vxeR.
8. Se considera functia f:(0,0) >R, f(x)=x’Inx. Sa se arate «ca
x- F1(x)—f'(x) =2x, Vxe(0;).
9. Se considera functia f :(—o0;-2]U[2;0) >R, f(x)= \/m . Sa se rezolve ecuatia:
x-f"(x)—f'(x)+ f(x)=1.
10. Fie f :(-1wo) >R, f(x)= InXLZ. Sa se arate ca
X+1
1

2022%°
11. Fie f(x)=(x*—4x+2)-e*. Sd se calculeze f"(x).

FUO)+ F @)+ F"(2) 4.t F"(2020) =1
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m Aplicatii ale derivatelor

1. Ecuatia tangentei la graficul functiei f(x) intr-un punct X,

Definitie: Ecuatia tangentei la graficul unei functii in punctul de abcisa x, are
forma

Y=Yy = F'(X)(X=%) unde y,=f(x);

Exemplu : Sa se scrie ecuatia tangentei la graficul functiei f :R - R,
f (X) = x> —9x® +15x+ 2 in punctul de abcisd x, =1.
Rezolvare: Cum f'(x) =3(x* —6x+5) = f'(1) =0, iar f(1) =9 rezulta ca ecuatia tangentei
are forma
y- 9 =0 adica y = 9. Tangenta este o paralela la axa OX.

e Interpretarea gseometrica a derivatelor laterale

Fie f:1 >R, DcRinterval si x, € Dpunct de acumulare.
Daca f este derivabild in x, atunci graficul functiei admite tangenta in X, .
Daca f este derivabila doar la stanga sau la dreapta In x,, atunci graficul functiei admite

semitangente la stanga sau la dreapta.
Daca derivatele laterale sunt infinite in x,, atunci semitangentele sunt paralele cu axa

oY.

2. Regula lui L’Hospital.

- Teorema lui L’Héspital

Cazul 9, (respectiv f);
0 0

Fie luninterval, x, €| un punct de acumulare pentruIsi f,g:1\{x} > Rcu
proprietatile:
a) lim f(x)=lim g(x) =0, (respectiv lim|f (x)|=lim|g(x)|=);

X=Xy X—%g X—>Xo X—>¥%g
b) f si g sunt derivabile pe 1\{x,};
C) 9'(x) =0, Vxel\{x};
d) exista lim 1)
=% g'(x)

Atunci, g(x) #0,vxe I\{x,} (respectiv g(x)#0,vxe(V n1)\{x,} ) si
fim ) _ i L0
=% g(x) % g'(x)

finita sau infinita.

0
Exemplu 1 lim x2°2°—1§”m (X -1" lim 2020x°° 2020
p . 2019 _1_ Yol (X2019 _1)I ) 2019)(2018 = 20191
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o X3—9x*+15x+2 . 3x?*-18x+15 . 6x-18 . 6 1.
Exemplu 2: lim 3 =lim————=Iim =lim—==;
xoo  2X7—4X+5 x>0 B6X"—4 xon 12X xo»12 2

==/ Exercitii rezolvate

1. Sa se scrie ecuatia tangentei la graficul functiei f:R >R, f(x)=2x*-3x+1 Tn
punctul de abcisa x, =2.

Rezolvare: Ecuatia tangentei este de forma y—y, = f '(x,)(x—X,) unde y, = f(x,).

In cazul nostru, f(2)= 3, si din f '(x) =4x—3rezulta f'(2)=5.

Ecuatia tangentei este y- 3 =5 (X-2)

2. Fie f:[2;+0) >R, f(x)=xm.
Sa se scrie ecuatia tangentei la graficul functiei f in punctul M(3 ;3) ;
Rezolvare :
Ecuatia tangentei la grafic, intr-un punct M(Xo, f(Xo)) este y— f(x,) = f'(X,)(X—X,) -
Cum xo=3, f(Xg)=3si f'(3)= g , rezulta ecuatia y—3= g(x -3=> vy :gx —%;
3.Se considera functia f :R >R, f(x)=5"-x.
Sa se scrie ecuatia tangentei la graficul functiei f in punctul O(0;0);
Rezolvare:
f (X)=(5"-x) =5°In5-x+5* =5*(xIn5+1);
Ecuatia tangentei la graficul lui f are forma y-0=f (0)(x—0)< y=x,adicd tocmai
ecuatia primei bisectoare.
4. Se considera functia f :R >R, f(X)=(—x*+4x-2)-sinx.
Sa se determine ecuatia tangentei la graficul functie f in punctul de abcisa x, = 0.
Rezolvare:
f(X) = (=2x+4)sin x+ (—x* +4x—2) cos X . Atunci, f’(0) =- 2;
Se calculeaza f(0)=0 si din ecuatia tangentei y—0= f (0)(x—0) =y =-2x.

5. Se considera functia f :R* >R, f(x)=x° 2
X

Sa se scrie ecuatia tangentei la graficul functiei in punctul de abcisa x; = -1.
Rezolvare:
f'(x) =5x* —%: f'()=0;
X
y—f(x)=f'(%)xX-x)<=y-f()=f'(0)(x+)= y= -6 este ecuatia tangentei la
graficul lui f 1n punctul de abcisa xo = -1.
6. Se considera functiile f,g:R >R, f(x)=sinx, g(x)=cosx.

Sa se scrie ecuatia tangentei la graficul functiei f in punctul A(%; f (%)]

Rezolvare:
Ecuatia tangentei are forma y-—f(x,)="f'(X,)(x—%,) de wunde rezultd
/4 /4 A 1 3 T
- fE)=F"E)Mx-= ——=—(x->).
y (6) (6)(X 6)=>y 5= %)
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IX+T7,x<2

7. Se considera functia f :(-7;0) >R, f(X)=1¢ x13g aeR.

, X)2
2x+1
Sa se scrie ecuatia tangentei la graficul functiei in punctul A(2;3).
Rezolvare:

y=f(x)=f'(x)x=x)=y-f(2)=" '(2)(X—2):>y—3=%(x—2):>x—6y+16:0.

2 —
8. Fie f:R\{1} >R, f(x):ax+—k»1((3,a,beR.
X_
Pentru a =2 si b=1 sa se scrie ecuatia tangentei la graficul functiei f in punctul
M(2 ;4) .
Rezolvare :

cum f,()():(4x+l)(x 1) -2x"—x+6 2x° —4x+5 8-8+5

= f ! 2 —_— =
(x-1)? ooy o DT ey
Ecuatia tangentei la graficul functie f in punctul M(x0;f(Xg)) este datd de formula,
y— (%)= T'(%)(X=X,)- In cazul nostru, ecuatia tangentei este :

y-4=1'Q(x-2)=>y=5>x-2)+4, y=5x-6.

9. Sa se calculeze limitele:
0

_sin6x 0, (sin6x)' . 6-cos6x 6
a) lim= =lim =lim =—=3.
x-0 §in 2X ! (sm 2x)!  >02.cos2x 2
2 6 2 | _ _
b) lim X 24x+3:“m(x 24x+l3) :"mZX 4:_2:_1;
x>l x° -1 x—1 (X _]_) x->1  2X 2
X 9 X X X In*
-2"0 (-2 . 3:In3-2"-In2 In3-In2 2.
c) lim _I|m =lim = =—=
-0 44 —3  xo0 (4°=3%)'  x04*.In4-3*-In3 In4-In3 n?
o 2X
6 2
d) lim X im WX A=) 204
x>0 4sin X HO (4sinx)’ x>0 4cosx
. 3x*—6Xx+2=. (3x*-6x+2)" . 6X—6 = (6x—6)' 6 6 3
e) lim—; =lim 5 — =i =lim——>=- =—=—;
xom XS HAX xow (2X°+4X) x>0 AX+4 x>0 (4X+4)' T4 4 2
2> 241 =
) 1im > Ztim &) jim 2 Zjim 2 2o,
x—>® @ X—>0 (e ) x> @ x—o @
10. Sa se calculeze limitele:
4 2 2
a) li 2X 8x2+6; b “mln(l+x); ¢) lim 2>2< +4x;
1 (x—1) =0 In(1+ X) 0 e —e*
x=0  sIn” X x> X+4 e 2% 44X
2
h) m}) Inxzx; i Ixﬂ[llnxzx

135



MATEMATICA — CLASA a Xl-a

0 0
4 0 4 _ I 3_q0 2
Rezolvare: a) lim2X —8X 02y, @X =8X+6) 878 2 24X o
x—1 (X—l) x—1 I:(X_l)z:l x—1 2()(_1) x>l 2
2X
) et
m In(1+x7) 0 lim (In(L+ x?))' im 1+x° _o:
x—0 |n(1+ X) x—0 (ln(1+ X)) x>0 1

1+X
0

¢) lim 2)2< +4x_I 4X+4 =ﬂ=4;
x—>0 e e x—>02€ X 1

i sin? x =l 2 SHTX - COS X 4’

mycosx 1 1 2\/cos (sins) 1

Y 1 1
» ! YA ®
&) lim In(x+4)="m(ln(x+4)) _lim J1r4=0

x>0 X444 X—>00 (X+4)I X—>00
2 = 24\
. Xt (X 2x 2
f) Ilm—X:IIm( )I =lim—=Ilim—=0;
x—0 @ X—>00 (e ) X—>00 e X—>00 eX

\/x+6+x_I (VX +6+X)' _lim 2/x+6 ZH

lim X
) X—>00 2X+\/_ X—>00 (2X+\/_) X—>00 2. 2
2&
1 1
=2 2Inx-= 2 =
Z1im 80" iy X i X i X jim Lo
X—>00 X X—>00 (X) X—>00 2X x>0 X Xx—o QX X—»00 2X
4+3
p 2\l -
i) fim X In? x “lim (In° x) :Iim4x+3|nleim x:%;

X—>0 X X—>00 (X) x-» 3X +41n X x—>w3+£
X

Exevcitii propuse || :\I

1. Sa se scrie ecuatia tangentei la graficul functie f in punctul de abcisa x,in cazurile:

a) f:RoR, f(X)=x"-4, x,=1; b) f:R—>R, f(x)=3x*-8x+4, x,=2;
c) fiR>R, f(x)=€, x,=-1; d) f:R\{-2} >R, f(x )_3)(+21 X, =1;
e) f:R—>R, f(x)=In(x*+1), %, =1; f) f:R—>R, f(x)=sin’x, x,=

2. Fie functia f:R >R, f(X)=x>-3x*—-24x+1;

Sd se scrie ecuatia tangentei la graficul lui fin punctul de abcisd x, =5 ;
1

X2 +2x

Sd se scrie ecuatia tangentei la graficul lui f in punctul de abcisd x, =1 ;

3. Se considera functia f :R\{-2,0} >R, f(x)=
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2
4. Se considera functia f :R\{1} >R, f(x)= 2x ;1 ;
X —
Sd se scrie ecuatia tangentei la graficul lui f in punctul de abcisd x, =2 ;
5. Fie functia f :(0;00) >R, f(X)=x(1+Inx);

Sa se scrie ecuatia tangentei la graficul lui f in punctul de abcisa x, =1

6. Se considera functia f: (L) >R, f(x)= ?— In(x+1);

Sd se scrie ecuatia tangentei la graficul lui f'in punctul de abcisd x, =1 ;
7. Se considera functia f :[-L1]] >R, f(x)= x1—x2 ;

Sa se scrie ecuatia tangentei la graficul lui f in punctul de abcisa X, :% ;

8. Fie f:R—>R, f(x)=x>+(m+2)x*+1. Sd se determine m e R astfel incat tangenta la
graficul functiei f(x) In punctul de abcisd x, =1 sa fie paralela cu prima bisectoare.

9. S se scrie ecuatia tangentei comune a parabolelor y=x*+3x—6 si y=—x"+11x.

10. Sa se calculeze limitele de functii:

2 _ 3 2 2

a) Iirn2x2 +4X 3; b) Iirnx 23x+2; ¢) Iim3x3 +x; d) li X ’
x>0 X —3X+2 x>0 X% 45X x>o X° —8 x>0 @* 42X +1

&) "mln(x+2); ) lim sm6x; g) lim 3|_r110x; h) lim tg3x .
xow X+ 2 x>0 2X x>0 sin 5X -0 sin4x

i) lim c052>.<—cosx; i) lim sm2x+35|n4x; K) IIm4 -4 ) IIm6 -3 ;

x>0 sin x il X -1 x—1 ' x>0 4% _ X
11. Sa se calculeze limitele de func‘;ii:

6 3_9y2 2x
a) IImx 1_ b) lim -32 . 0) Iimx 32x x+2; . e 1;
x-1 x° 1’ Hzx ~16"’ x>l X*—T7X+6 -0 g X
x—1 In x . e —1-2x . x* -1
e) lim——-; lim = lim————; h) im——;
) x-1 |n X f) x->11— X g) x—0 2 ) x—1 X2—3X+2
. X
: 2x 2sin—--1
i) lim X=X j) limizSos3x COSEX; K) lim——t 1) lim—2
x>0 X -0 X3 —x x>0 In(1+ 2x) x>0 1—2C0SX
2 SinX X
m) lim \/4+A;x+x 5; )I|m3 e :
o X —49 x>0 X2+ X
2Xx
12. Sa se calculeze limitele de functii: ) fim™X:  b) |ime ) lim XX HInx
x>® X —o X—>°o5|nx+x 4x*
—qj 3
In(sin2x) . © ) lim X—sinx . . g) IIrnIn X, ) lim

v In(sindx) = x> 2 x—>® X — C0S X X3 x>0 g¥
13. Sa se calculeze limitele de functii:

_ x*-8. . X —5X+6 X _2x+1 IN(x-1)—x+2
Ry I Oy O
&) lim \/x+5+2x+1; f) I In x g) lim In8x; h) IimIn(1+2 );

oo 244X X? x> |n 4X x> [n(L+3)

m In(In(4x+2)) . lim In(1-5%) .

x>= [n(In(2x+3)) ’ x>0 In(1-3%)
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ﬂ Aplicatii practice ale derivatelor.

Prezentarea unor aplicatii practice ale conceptului de derivata presupune rezolvarea
unor probleme de maxim sau de minim pe care le intdlnim in multe situatii din fizica,
mecanicd, astronomie, etc. si care implica studiul monotoniei si a punctelor de extrem al
unor functii.

Punerea in evidentd a rolului pe care il are studiul derivatelor in rezolvarea unor
probleme practice, ajutd la o intelegere mai buna a acestor concepte, stimuland atentia si
creativitatea elevilor.

1. De laun turn de apa T se doreste construirea unei conducte de apa in linie
dreapta, catre o cladire C situata la 4 km de turn. O alta cladire B , aflata la un
kilometru distanta de conducta principala se doreste a fi alimentata din aceasta
printr-o conducti secundara, AB. Se mai stie cia distanta PC = 1 km, unde P este
piciorul perpendicularei din B pe TC. Stiind ca costurile pentru un metru de
conducta sunt urmatoarele, 4 milioane pentru conducta TA, 3 milioane pentru
conducta AC si 2 milioane pentru conducta AB sa se determine la ce distanta de
turn, TA, trebuie sa se construiasca conducta secundara AB, astfel incat costurile de
productie sa fie minime.

Rezolvare:

Notam distanta minima care se cauta de la
turnul T la ramificatia A, cu x. Atunci,
lungimea conductei secundare este

AB = w/1+ (3—x)2.

Costul total C este format din costul pe ——
distantele TA + AB + AC si anume T
C =4x+3(4-x)+2-y1+(3-x)* . Asadar, pentru UL
a determina costul minim, asociem costului
functia derivabila in x, 4 km

C=f(X)=4x+12-3x+2V1+9-6x+X" .

Rezultd, f(x)=x+12+2+x*—6x+10. Acestei functii trebuie sa-i determindm valoarea lui
X pentru care f este minima.

Din f'(x)=0= 1+2- X6 _g- X2 —6X+10 = es—zx\()2 =
24/x* —6x+10
3x* —18x+26 =0. Solutia care convine este x ~ 2,42km reprezentand distanta minima de

la turn pana in punctul A de unde se va construi conducta secundara pentru care costurile
vor fi minime.

2
2. Functia f:(0;0)>R, f(x)=X7—1Ox+50 reprezinta costul (in mii de euro)

pentru producerea unui numir x (exprimat in sute) de televizoare. Care este
numarul minim de produse pentru a minimaliza costurile de productie ?

Rezolvare:

A determina costul minim de productie X 10

inseamnd a determina minimul functiei f(x). fi) |~ """ 0 ++ + + + +

B N
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f'(x) =0 < x-10=0= x=10este un punct de minim conform tabelului de valori.

f (10) =500—-100+50 = 450.
Altfel, x= 10 este un punct de minim deoarece

f "(10))0. Asadar, pentru 1000 de televizoare se obtine costul minim de 450 000 de euro.

3. O particula materiala aflatd in miscare la un moment de timp t ( exprimat in

secunde) parcurge un spatiu dat de legea s(t) =In(t+2) —ﬁ .
_+_

a) Sa se determine formula vitezei si sa se arate ca s(t))0, Vt)0.

b) Sa se determine maximul vitezei si la ce moment de timp se obtine acesta.
Rezolvare:

a) Viteza se defineste ca raportul dintre spatiul parcurs pe unitatea de timp,

v(t) :w:{ln(HZ)— t ] Lt 22 == t ~. Asadar, se observa ca pentru
dt t+2 t+2 (t+2)° (t+2)

orice t)0=s'(t))0. Rezultd conform tabelului de valori, ca s(t)(0, Vte(-2;0)si

s(t))0, Vte(0;0). Asadar, s(t) este crescatoare pe (0;0), rezultdnd ca

s(t))s(0) =In2)0, Vte(0;0).

t -2 0 o
s'(t) - - -0 + + +

s® | —, SO0___—

b) Maximul vitezei se poate gasi studiind monotonia derivatei vitezei:

Vl(t)z{ t ]z[ t ]=t2+4t+4—2t2—4t_—(t2_4)

(t+2)? t* +4t+4 (t+2)* (t+2)*
t -2 0 2
v' (1) -o.i -0 + + 4+ +++++ 0 ----- -
V(o ) > ve—,

. t . . A A
Asadar, functia v(t) = W ca si functie continud in t are un maxim in punctul 2 egal
+

cu v(2)=4—22=%m/s.
4. Un satelit lansat in jurul PAmantului parcurge o traiectorie data de legea
D(t):(0;00) > (0;0), D(t)=k-t*-e™", unde k si m sunt constante strict pozitive,
m~0,03. Sa se determine dupa cat timp satelitul ajunge la o distantd maxima de
Pamant . Timpul este exprimat in minute.
Rezolvare: Cum D(t) =k-t>-e ™" este o functie derivabild in t pe (0;), rezultd

D'(t)=k-3t*-e ™! +k-t*-e ™ (-m)=k-t*-e ™ (3-mt) .

3

Din D'(t):0:>3—mt:0:t:§:—:100 minute.
m 0,03
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Cap.8 STUDIUL FUNCTIILOR CU AJUTORUL
DERIVATELOR

Proprietati generale ale functiilor derivabile

1.Punctele de extrem ale unei functii.
Fie I un interval si f:I >R.

Definitie: Se numeste punct de maxim (respectiv de minim)(local) al functiei f, un

punct a el pentru care existd o vecinatate V a lui a astfel incat
f(x)< f(a)respectiv.f(x))> f(a)v x V.

e Un punct de maxim sau de minim se numeste punct de extrem.
e ase numeste punct de maxim(respectiv de minim) global daca
f(x)< f(a)resp.f(x)> f(a)). ¥ x el.

Observatia 1.0 functie poate avea intr-un interval mai multe puncte de extrem.(vezi
desenul).

Observatia 2.0 functie poate avea intr-un punct aun maxim (local), fara a avea in acea
mai mare valoare din interval.(vezi desenul f(a)< f(c)).

¥

(@ f@)e f(c)

-puncte de maxim

o F—_—_——_—— -
o —————

* b fb)Nd f(d)

-puncte de minim

TEOREMA LUI FERMAT

Daca feste o functie derivabila pe un interval I si x, e ? un punct de
extrem,atunci f'(x,)=0.
Interpretare geometrica:
o Deoarece f'(x,)=0=> tangenta la grafic in punctul (x,, f(x,)) este paraleld cu OX.
Obs.1. Teorema este adevaratd si dacd functia este derivabild numai in punctele de
extrem.
Obs.2. Conditia ca punctul de extrem X, sa fie interior intervalului este esentiala.
(daca ar fi o extremitate a intervalului I atunci
s-ar putea ca f'(x,)=0). Ex. f(x)=x.
Obs.3. Reciproca T. lui FERMAT nu este ﬂ:}{}" ________
adevarata.(se pot gasi functii astfel incat
f'(x,)=0dar x,sd nu fie punct de extrem).

(0, T30
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o Solutiile ecuatiei f'(x)=0se numesc puncte critice . Punctele de extrem se gasesc

printre acestea.
e Teorema lui Fermat da conditii suficiente (dar nu si necesare) pentru ca derivata intr-un
punct sa fie nula.

Exemple:

1. Si se determine punctele de extrem ale functiei f:R >R, f(x)=x>-9x*+15x+2.
Rezolvare: Se determina mai intai punctele critice ale functiei s1 anume solutiile ecuatiei
f'(x)=0:

f'(X) =0 < 3%’ —18x+15=0 <> 3(x* =6x+5)=0=>x, =1si X, =5.

Se stabileste semnul functiei f'(x) fie cu ajutorul semnului functiei de gradul al doilea,

fie cu ajutorul consecintei proprietatii lui Darboux: pe intervalele pe care functia nu se
anuleaza , pastreaza semn constant.

X s
1 5

f'x) | ++++0 -—--- - 0 +44+++

NS

Din tabelul semnelor se poate observa ca exista o variatie de semn in jurul celor doua
puncte 1 si 5 prin urmare acestea sunt puncte de extrem local. 1 este punct de maxim iar
5 este punct de minim;

2.Fie f:R—>R, f(x)=(x+3)e™.

a) Sa se determine f '(0);

b) Sa se determine punctele de extrem ale functiei f.
Rezolvare:

a) f'(x)=e+(x+3)e>.(-3)= f'(0)=-8.

b) Din f’(x) = 0 rezulta ca x= —%este punct de maxim.

3
0| —00 3 +o0
) ++++° ————
f(x)
—0 0
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w Rolul derivatelor de ordinul intai si doi in studiul functiilor

Interpretarea geometrica a derivatelor laterale

Fie f:1 >R, DcRinterval si x, € Dpunct de acumulare.
Daca f este derivabild in X, atunci graficul functiei admite tangenta in X .
Daca f este derivabilad doar la stinga sau la dreapta in X,, atunci graficul functiei admite

semitangente la stanga sau la dreapta.
Daca derivatele laterale sunt infinite In x,, atunci semitangentele sunt paralele cu axa

oY.

Puncte unghiulare

Definitie: Un punct A(x,, f(x,)) se numeste punct unghiular al graficului lui f daca
functia este continud 1n x,, are derivatele laterale diferite si cel putin una finita.

Puncte de intoarcere

Definitie: Un punct A(x,, f(x,)) se numeste punct de Tntoarcere al graficului lui f daca
functia este continua in x,, are derivatele laterale diferite si infinite.

A(xo,f(x0)) A(xo,f(x0))
Y

’s(xo)=+== f'd(x0)=-==

(o] Xo X (@] Xo X

Puncte de intoarcere

Puncte de inflexiune

Definitie: Un punct A(x,, f(x,)) se numeste punct de inflexiune al graficului lui f daca
functia este continud in x,, are derivatele laterale finite sau infinite si egale.
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A(xo,f(x0))
Y
f's(x0)=+ ==
(0] Xo X 0] Xo X

Puncte de inflexiune

Exemple: Se consideri functia f :R >R, f(x)=32x+8. Sa se arate ca x, =—4este
punct de inflexiune al functiei f.
Rezolvare:

Fr) =

33(2x+8)°
f "(x))0, vx(—4. Prin urmare, Xq = - 4 este punct de inflexiune.
Se putea ardta usor si din faptul ca f,'(—4) = f, '(—4) =+o.

Din 2x+8 = 0, rezulta x = - 4. Asadar, f "(x){0,vx)—4 si

2. Se considera functia f:R—>R, f(x)=5"-x. Sa se determine punctele de

inflexiune ale functiei f.
Rezolvare:

f'(x) =(5"-X) =5'In5-x+5 =5*(xIn5-+1);
£'() =[f (9] =[5*(xI5+1)] =5"In5(xIn5+1) +5" IN5 5" In5(xIn5+2).

Monotonia functiilor

Definitie: Fie [ un interval si f : 1 — R o functie derivabila pe I.
Daca f'(x))0, Vxel, atunci f este strict crescatoare pe I;
Daca f'(x){0, Vxel, atunci f este strict descrescitoare pe I;

Exemplu: Sa se determine intervalele de monotonie ale functiei f :R >R,

f(X) =x* —9x® +15x + 2.
Rezolvare: Conform tabelului de mai sus se observa ca f ‘(x))0, Vx e (—0;1) U (5;00) = f
este strict crescatoare pe (—o;1) U (5;00).

f'(x)(0, Vx e (L;5) = f este strict descrescatoare pe (1;5).

Convexitatea functiilor

Definitie: Fie [un interval si f:l — R o functie derivabila pe I pentru care exista
f'(x) .

Daca f"(x)>0, Vxel, atunci f este convexa pe I;

Daca f"(x)<0, vxel, atunci f este concava pe I;
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Exemplu: Sa se determine intervalele de convexitate si concavitate ale functiei
f:R—>R, f(x)=x"-9x*+15x+2.

Rezolvare: Conform calculelor de mai sus se observa ca

f'(xX)=3(2x-6)= f"(x)=0<=x=3

Cum derivata a doua este functie de gradul intai atunci f "(x) >0, Vx €[3;00) =T este
convexa pe [3;00)si concava in rest;

=/ Exercitii rezolvate

1. Si se determine intervalele de monotonie si eventualele puncte de extrem ale
urmatoarelor functii:

a) f:R >R, f(x)=x>—6x"+9x; b) f:R>R, f(x):w;
X“+Xx+1

c) f:R-R, f(X)=+vx*+9; d) f:R-oR, f(X)=(x*+4x)-€;

e) f:(0;0) >R, f(X)=(x*-2X)-Inx+1; f) f:(0;00) >R, f(x)=2Inx—4arctgx;

Rezolvare:

a) Functia este evident derivabild si f'(x) =3x*—-12x+9.

Din f'(X)=0<3(x* -4x+3)=0=>x =1, X,=3;

f'(x))0, VX e (—o0;1]U[3;00) s1 f'(X)(0, Vxe(L3). Rezulta ca

f este strict crescatoare pe (—o0;1]\U[3;0)si strict descrescatoare (1;3);

1 este punct de maxim iar 3 este punct de minim;

—( +4x+1) . Semnul
(X* +x+1)°

functiei f ‘(x) este dat de semnul numaratorului care este o functie de gradul al doilea.

Rezultd f'(X))0, WX e[-2—+/3;—2++/3]si (X0, VX & (—00;—2—3)U(=2++~/3;+0).

Rezulta ca f este strict crescatoare pe [-2 - \/5 =2+ \/§] si strict descrescatoare pe
(—o0:—2—~/3) U (=2 ++/3;+0) ; —2—+/3 este punct de minim iar —2++/3 este punct de

maxim.

b) Functia este evident derivabilda ca functie rationala si f'(x)=

. C e e X .
¢) Functia este derivabila si f '(x) = Ny

Rezultd f'(x))0, ¥xe[0;0)si f'(x)(0, Vxe(—o0;0). Rezultd ca f este strict crescatoare pe
[0;00) si strict descrescatoare pe (—o0;0); 0 este punct de minim;

d) Functia este derivabild si f'(x)=(x*+6x+4)-e*. Din

f'(X)=0c (C+6x+4)=0=>x =-3-2, X,=-3+/2;

f(X))0, VX € (—00;—3—2]U[-3+~/2;0)si f'(X)(0, Vx e (-3—-+2;-3++2). Rezultd ca f
este strict crescatoare pe (—oo;—3— J2]U[-3++/2;0) si strict descrescatoare pe
(-3-+2;-3++/2).

—3—+/2 este punct de maxim iar —3++/2 este punct de minim;

e) Functia este derivabila si f '(x)=(x—1)-(2Inx+1).Din f'(x)=0= x-1=0 sau

2Inx+1=0= x=1sau x= 1 . Cu ajutorul tabelului de variatie , studiind semnul

N
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functiei f'(x) rezultd f'(x))0, Vxe (0;i]u[l; o)si f'(x)(0, Vxe (i;l) . Asadar, f este
e

% %

strict crescatoare pe (0; i] U[L;00) si strict descrescadtoare pe (i 1) .

% %

1 este punct de maxim iar 1 este punct de minim;

Je

2
f) Functia este derivabila si f '(x) = 2(x-1)°

> ; Pentru x e (0;0) = f este strict crescatoare
X(x“+1

2. Sa se determine intervalele de monotonie, punctele de extrem, intervalele de
convexitate si concavitate si eventualele puncte de inflexiune ale functiei f :R >R,

X
f(x)= .
9 x* +1
Rezolvare:
_ 2
Evident f este derivabild si f '(x) = ( Z( +)12 .Rezultd f'(X)=0=x=-1 x,=15i
X +1

f'(x) >0 Vx e[-1;1] = f este strict crescatoare pe [-1;1]si strict descrescatoare pe
(—o0;—1) U (L) . Din tabelul de semne se poate vedea ca — 1 este punct de minim iar 1

este punct de maxim.
3

X : : o <
~cu ajutorul tabelului de semne se obtine cd f este convexa pe

Din £ "(x) = 2X

(x*+1)
(—/3;0) U (+/3;0) deoarece aici f "(x))0 si f este concava pe (—oo;—/3]U[0;+/3] deoarece
aici f"(x)<0. Punctele —/3,0+/3 sunt puncte de inflexiune.

3. Sa se demonstreze inegalitatile:

a) x*—3x*—-24x-28<0, Vxe[-2,4]; b) In(x+1)2%, Vx>0;
+
» 1 X .
C) 1+x(e*(1+2x, VXE(O,E), d) X—E<SII‘1 X, Vx>0,
Rezolvare:

a) Fie f:[-2,4] >R, f(x)=x>-3x*—-24x-28 functie derivabila cu f'(x)=3(x*—2x-8);
f'(x)=0< x, =—-2, x, =4. Din tabelul semnelor se obtine cd f(x) este descrescdtoare pe
[-2;4] iar maximul lui f pe acest interval este 0. Rezulta f(x) < f(-2)=0,Vxe[-2;4].

b) Fie f:(-Lw)—>R, f(x):ln(x+1)—2—x2 derivabila. Trebuie sa aratam ca
X+
f(x)>0,vx>0

2
f'(x) > > 0= f este crescatoare, rezulta f(x)> f(0)=0= f(x)=0;

T (x+D)(x+2)

c) Fie f,g :[0; ﬂ — R, f(xX)=e"-—x-1, g(x)=2x+1-e"derivabile. Trebuie sa aratam ca
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f(x))0,9(x))0, ¥x)0. Cum f'(x)=e"-1>0, g'(x)=2-e*)0 rezultd ca f si g sunt
crescdtoare. Atunci, VXE(O;%) = f(x))f(0)=0s1 g(x))g(0)=0;

3
d) Fie f:(0;0) >R, f(X)=x —%—sin x derivabili. Trebuie si aratim ca f(x) <0.
Cum f"(X)<0= f"(x)<f"(0)=0= f° este descrescatoare. Rezulta
vx>0= f'(x)< f'(0)=0= feste descrescatoare, prin urmare, Vx>0= f(x)< f(0)=0.

4. Fie f:R >R, f(x)=4x>-2x*-5x+6. Sa se studieze monotonia lui f.

Rezolvare:

f'(x)=0c>12x2—4x—5:0:>x1=—%,x2 :%'

f (x))0, VX e (—o0; —%) U (g; +oo)si f(X)<0, Vxe [—%a Rezulta ca f este strict

< 1 5 o < 15
crescatoare pe —oo;—E U g;+oo si strict descrescétoare pe _E;E .

5. Se considera functia f :R >R, f(x)=4"+5" Sa se studieze monotonia lui f;
Rezolvare:

f'(X)=4"In4+5 In5= f'(0)=In4+In5=1In20;
f'(X)=4"In4+5"In5)0, Vx € R =f este strict crescatoare pe R

6. Se considera functia f :R >R, f(x)= ii“ri
+
Sa se arate ca functia f este strict descrescatoare pe [1; ).
Rezolvare:
— 2 —
£1(x) =wj £(0)=2:
(x“+4) 2

Deoarece —2x* —12x+8(0,Vx >1= f '(x)(0, ¥x >1= f este strict descrescatoare pe [1;0).

7. Se considera functia f :(0;0) >R, f(x)= In_x Sa se studieze monotonia lui f;
X

Rezolvare:
E-x—In X
fipg=X— 1N gy
X X
< < e 1-Inx
Observam ca f'(x) = v =1-Inx)0 = x(e =

Pentru x(e, f este strict crescatoare, si pentru X)e f este strict descrescatoare.

8. Fie f:R\{l;S}—>R, f(x)z%. Sa se arate ca f este strict descrescatoare pe
X*—6X+
R\{L5};
Rezolvare :
a)l( 11 )zi.x—5+x—1 1 22(x—3) _ 2x—3 _ £ (%)
2{x-1 x-5) 2 (x-1)(x-5 2 x°-6x+5 x°—-6x+5
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11
2(x—-1)>  2(x-5)?
descrescatoare pentru orice x € R\ {1;5} .

b) Cum f'(x)=- (0 pentru orice xeR\{15}, rezultd ca f este strict

9. Fie f:[2;+0) >R, f(X)=xvx—2. Sa se arate ca f este strict crescatoare pe

[2;+00) ;
Rezolvare :
X 3x-4 ) .
f'(x)=4Xx-2+ = Y0, pentru orice x e[2;+0). Rezulta ca f este strict
() 24X—2  24Xx-2 g [ )

crescatoare pe [2;+o0) ;
10. Se consideri functia f:R >R, f(x)=x""-2010(x+1)+2012. Sa se studieze
convexitatea functiei.
Rezolvare:
f'(x) =2011x**"° —2010 =;
f "(x) =2011-2010x**)0, Vx)0 = f este convexa pe (0;+o0)si concava pe (—0;0).

X% +3X

11. Se consideri functia f :R—{-4} >R, f(x)= . Si se demonstreze ca f este
X+

convexa pe (—4;+x).

Rezolvare:
F1(x) = (2x+3)(x+4) —(x* +3x) -1 _ x> +8x+12
(x+4)? (X +4)?
f7(x) = (2x+4)(x+4)* — (X* +8x+12)-(2x +8) _8x+32 8
(x+4)* (x+4)*  (x+4)°"

Rezulta ca f "(x))0, Vx)—4= f este convexa pe (—4;+o0).

12. Fie f :(—o0,-3)uU(l;+x0) > R, f(x)=In(x*+2x—-3). Si se arate ca f este o functie
concava pentru orice X € (—0,—3) U (L;40) ;

Rezolvare :
Cum f'(x):22X—+2
X°+2x-3

- 6
f(2)==;
=1@)=
f(x) se mai poate scrie de forma f(x) = In(x* +2x—3) = In(x +3)(x —1) = In(x +3) + In(x - 1),
atunci f'(x):i+iiar f(x)=- 1 - !
Xx+3 x-1 (x+3)° (x-1)

~(0pentru orice

X € (—0,—3) U (L+0) .
Asadar, f este concava.

147



MATEMATICA — CLASA a Xl-a

Exevcitii propuse || :\I

1. S& se determine intervalele de monotonie si eventualele puncte de extrem ale
urmatoarelor functii:

a) f:R>R, f(x)=x>-3x*-9x-5; b) f:R\{-2,2} >R, f(x):le 7
X—3 x> -5
f:R\{-2 R, f(X)=——; d) f:R\{3 R, f(x)= ;
) FR\(2) >R, (=27 ) 1R\ > R, 1= 5
2
&) IR R, f(x)= % f) f:R—R, f(X)=In(—-4x+5):
X“+X+2
9) F:RoR, f(X)=In(l+x%); h) f:R>R, f(xX)=2"+27;

e* -1

i) f:(0]] >R, f(x)=

2

X*—m

2. Fie f:R\{0} >R, f(x)= . Sa se determine m e R astfel incat x = 2 si fie punct

de extrem local al functiei f.
. X+a—-2 . . a” A <
3.Fie f:R—>R, f(x) =%. Sa se determine a € IR astfel incat x = 1 sa fie punct de
X* +
extrem local al functiei f.
4. Sa se determine intervalele de convexitate si concavitate si eventualele puncte de
inflexiune ale urmatoarelor functii:

a) f:R->R, f(X)=x>-3x*-9x+4; b) f:R—>R, f(X)=In(x*+x+1);
c) f: (=30 =R, f(X)=In(x+3); d f:RoR, f(X)=vx*+x+2;
&) f :(w00:—2) U(0;00) —> R, f(x):lnx%z; f) f:(0) >R, fF(X)=(x+2)-Inx:
g) f:R>R, f(X)=x-e; h) f: RoR, f(x)=e*;

5. Fie functia f :(—0;—-2) U(L;o0) >R, f(X)=In(x®*+x-2);
a) Sa se calculeze f'(2);

b) Sa se studieze monotonia lui f;
C) Sa se arate ca f este concava pentru orice X € (—0;-2)U(L2);

6. Se considera functia f:[-L1] >R, f(X)=xv1-Xx*;
a) Sa se calculeze f '(x);
b) Sa se studieze monotonia lui f;

< . . . . oa . 1
C) Sa se scrie ecuatia tangentei la graficul lui f'in punctul de abcisa x, = 5

7. Se considera functia f :[Loo) >R, f(X)= xvXx—1;

a) Sa se calculeze f '(x);

b) Sa se studieze monotonia lui f;

C) Sa se determine intervalele de convexitate si concavitate ale functiei f;
8.S4 se demonstreze inegalitatile:

a) xX*—3x*-9x-5<0, vxe[-L3]; b) arctgx(x, V¥x)0;

2

2
C) ex>1+x+X?, VXx)0; d) x—%(ln(1+x), Vvx)0;
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e) e >ex, VxeR; f) x¥* =2Inx>1, V¥x)0;
9. Se considera functia f:R—> R, f(x )—¢X15,
X +
a) Si se calculeze IlmM;
x—0 X—0

b) Sa se studieze monotonia lui f;

C) Sasearate ca —7< f(x)<3, VXG‘:—%;Z:l;

10.Se considera functia f :R >R, f(x)= 22X—2 ;
X" —x+1
a) Sa se calculeze lim—=1—= ) - f(l)
X—1 X_l

b) Sa se studieze monotonia lui f;

C) Sa se arate ca —2< f(x)s%, vxe[0;2];

11.Se considera functia f :R\{-11} >R, f(x)= X+31,
X —

a) Sa se calculeze f'(x), f'(0)
b) Sa se studieze monotonia lui f;
C) Sa se arate ca 0< f(x) S%, vxe[-3-2];

. .. X*+1
12.Se considera functia f :R\{3} >R, f(x)= 3

X —

a) Sa se calculeze f'(x), f'()
b) Sa se studieze monotonia lui f;
C) Sa se arate ca -5< f(x)<-1, Vxe[L2];

. e X2 +1
13.Se considera functia f :R\{-1} >R, f(x)= i

X+

a) Sa se calculeze f'(x), f'(2)
b) Sa se determine punctul de maxim al graficului lui f;
c) Daca y = ax + b este asimptota oblica la graficul lui f sd se determine a + b;

14. Fie functia f :R >R, f(X)=x>—-3x*-24x+1;
a) Sa se calculeze f'(x), f'(5)

b) Sa se studieze monotonia lui f;
C) Sa se scrie ecuatia tangentei la graficul lui f in punctul de abcisa x, =5 ;

15. Se considera functia f : R\{-2;0} >R, f(x)=
X2 +2x

a) Sa se calculeze f'(x), f'()
b) Sa se studieze monotonia lui f;

C) Sa se scrie ecuatia tangentei la graficul lui f in punctul de abcisa x, =1 ;
2

2x—1’

16. Se considera functia f : R\ {%} —->R, f(x)=

a) Sa se calculeze Iimw;

x—2 X—2
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b) Sa se studieze monotonia lui f;
C) Sa se determine asimptotele graficului functiei f;
17. Se considera functia f : R\{;2} > R, f(x)= ;;
(x=D(x-2)
a) Sa se calculeze f'(x), f'(0)
b) Sa se studieze monotonia lui f;
C) Sa se determine asimptotele graficului functiei f;
18. Se considera functia f :R\{1} >R, f(x)= X—Jri;
X —_
a) Sa se calculeze f'(x), f'(2)
b) Sa se determine asimptotele graficului functiei f;
C) Sa se studieze convexitatea functiei f;
2x2+1

19. Se considera functia f :R\{1} >R, f(x)= T
X_

a) Sa se calculeze f'(x), f'(2);

b) Sa se studieze monotonia lui f;

C) Sa se scrie ecuatia tangentei la graficul lui f in punctul de abcisa x, =2 ;

21. Se considera functia f :R\{1;3} > R, f(x) :ZX;2 ;
X°—4x+3

a) Sa se calculeze f'(x), f'(2);

b) Sa se studieze monotonia lui f;

C) Sa se calculeze 1@0 f(x)-(2x-3) ;

22. Se considera functia f : (0;1) >R, f(x)=In(l—x)—Inx;
a) Sa se studieze monotonia lui f pe (0;1);
b) Sa se determine intervalele de convexitate ale functiei f;

0) S se calouleze 1)+ )+ 1)+t FQ+1Q)+ T+ FQ)+oct 1)

23. Se considera functia f :R >R, f(x)=e* +e™;
f(x)-f(0)..

a) Sa se calculeze lim
x—0 X

b) Sa se studieze monotonia lui f;
C) Sa se determine punctele de inflexiune ale functiei f;
24. Fie functia f :D >R, f(X)=In(x*-2x-8);
a) Sa se determine domeniul maxim de definitie D al functie f;
b) Sa se studieze monotonia lui f;
C) Sa se determine intervalele de convexitate ale functiei f;
25. Fie functia f :(0;00) >R, f(x)=x1+InXx);
a) Sa se calculeze Iimw;
-l x-1
b) Sa se determine intervalele de convexitate si concavitate ale functiei f;
C) Sa se scrie ecuatia tangentei la graficul lui f in punctul de abcisa x; =1 ;

26. Se considera functia f:R >R, f(x)=(x*+3x+3)-e*;
a) Sa se calculeze f '(x), f'(0);

b) Sa se studieze monotonia lui fsi sa se determine punctele de extrem local ale lui f;
C) Sa se determine intervalele de convexitate si concavitate ale functiei f;
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27. Se considera functia f:R >R, f(x)=x+arctgx;

a) Sa se calculeze Iingw; ;
X—> X

b) Sa se arate ca f este strict crescatoare pe R ;
C) Sa se arate ca f este concava pe (0;);

28. Se considera functia f:R >R, f(x)=e"*?;
a) Sa se calculeze f '(x), f'(0);
b) Sa se studieze monotonia lui f'si sa se determine punctele de extrem local ale lui f;

C) Sa se arate ca ls f(x)<e?, vxe[0;1];
e

29. Se considera functia f:(-Lw) >R, f(x)=ﬂ—ln(x+1);

X+1
a) Sa se calculeze Iirr(‘)lm :
X—> X

b) Sa se determine valoarea maxima a functiei f;
C) Sa se scrie ecuatia tangentei la graficul lui f in punctul de abcisa x, =1 ;

30. Se considera functia f:R >R, f(X)=x""+x" ... +xX°+x+1;
a) Sa se calculeze f(2) ;

b) Sa se calculeze f'(1);

C) Sa se arate ca f(x))0, VxeR ;
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8.3 Etapele reprezentarii graficului unei functii

1. Domeniul de definitie:

Mai ntdi se  determind multimea tuturor valorilor pe care este definita
functia(domeniul de definitie, Dy);

Se determina daca functia este para(f(-x)=f(x), Vv xeDs) sau impara (f(-x)=-f(x),
V X e D¢); Daca functia este para atunci graficul ei se face prin simetrie fatd de axa OY iar
daca este impara, graficul se face prin simetrie fata de originea sistemului .

Se determina daca functia este periodica.

2. Intersectia graficului cu axele de coordonate :

Intersectia cu axa Ox contine puncte de forma A(x,0),unde x este o radacinad a
ecuatiei f(x)=0 (daca exista).
Intersectia cu axa Oy este un punct de forma B(0,f(0)) (dacda punctul 0 apartine
domeniului de definitie)

3. Studiul continuititii functiei pe domeniul de definitie :

Daca functia este definitd pe R se studiaza limita functiei la +oo iar daca este

definita pe un interval se studiaza limita la capetele intervalului.

Tot aici se determind asimptotele functiei:

a. Asimptotele orizontale sunt drepte de forma y=a, unde

a= lim f(x)daca cel putin una din aceste limite are sens si existd in R.

b) Asimptotele verticale sunt drepte de forma x=X,, daca exista cel putin o limita laterala

a functiei in xg, infinita.

C) Asimptotele oblice sunt drepte de forma  y=mx+n, unde
f(x)

m=lim——= e Rsi n=lim(f(x) —mx) € R, analog si pentru -oo.

X—>00 X X—

4.Studiul primei derivate :

a) Determinarea punctelor critice sia punctelor de extrem ale functiei

Se rezolva ecuatia  f ’(x)=0, iar solutiile ecuatiei se numesc puncte critice. Acestea
vor fi puncte de extrem ale graficului daca pe randul cu f’(x) exista variatie de semn in
jurul lui 0.
b) Determinarea intervalelor de monotonie

Se stabilesc mai intai intervalele pe care f * este constanta si daca f > >0 atunci functia
este crescatoare, iar daca f ’ <0, atunci functia este descrescdtoare pe respectivele
intervale).

5.Studiul derivatei a doua :

a) Determinarea punctelor de inflexiune :
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Se rezolva ecuatia  f >’(x)=0, iar solutiile ecuatiei vor fi puncte de inflexiune ale
graficului daca pe randul cu f *’(x) exista variatie de semn in jurul lui O.
b) Stabilirea convexitatii si concavitatii functiei :

Daca f ’(x) > 0 pe un interval, atunci f este convexa pe acel interval ;

Daca f ’(x) < 0 pe un interval, atunci f este concava pe acel interval ;

6. Tabelul de variatie;

X - 00 X1 X1’ X3 X1’ + o
f(x) 0 0 0
f(x)
f2(x) 0 0

7. Trasarea graficului.

=/ Exercitii rezolvate

Sa se reprezinte grafic functiile:
a) f(x)=e>"; b) f(x)=vx*-4; c) f(x)=
e) f(x)=3x*-8

Rezolvare:
a) Domeniul de definitie al functiei f(x)=e”* conform definitiei functiei exponentiale

este R.

x> -9

;o d) f(x)=2x—x"-1;
x—1

Intersectia graficului functiei se face doar cu axa Oy: x=0 rezultd f(0)=e™* = % .
e

lim f (x) =lime** =co iar lim f(x)= lime** =0 deci dreapta de ecuatie y = 0 este

asimptota orizontald la graficul functiei spre —o.
f'(x)=2e"") 0, VxeR. Rezulta ca f(x) este strict crescatoare pe R iar din
f'(x)=4e"") 0, VxR rezultd ca f este convexi pe R.
Cum f este continua pe R rezulta ca f nu are asimptote vericale.
2

b) Domeniul de definitie al functiei f(x)=+/Xx*-4 este (—o0;-2]U[2;2).
Intersectia graficului functiei se face doar cu axa OX: x=+ 2= f(2)=f(-2)=0.
Avem punctele de interscetie A(—2;0), B(2;0) cu axa OX.
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lim f(x) = lim f(x) =00, deci nu existd asimptote orizontale.
Cautdm asimptotele oblice, y = mx+n.
=lim—=~ ( ) =1 iar n=lim(f(x)—mx)= lim (Vx*-4-x) =0. Analog la —. Asadar,

X—>00

ecuatia as1mptotei la oo (respectiv —o) este y = x ( respectiv y= - x).

f! ()_X—Z\/__>O vx)0 Sl f! (X) (0, ¥x{0.

f(x) este strict crescatoare pe [2;0) si strict descrescatoare pe (—;2].

f'(x)= ) 0, ¥xe(-2;2), f"(x)( 0, ¥xe(-w;-2]u[2;x).

-8
24/X2 —4(x* - 4)

2

_19 este R—{1}.

c) Domeniul de definitie al functiei f(x)= X
Intersectia cu axele:

NOX: f(X)=0=x=43;

MNOY: x=0=y=9.

Asimptote:
x> -9 .
Dreapta de ecuatie x=1 este asimptota verticala deoarece IIm f(x)=Ilim = 400§l
x<1 i(?l x-1
2-9
lim f (x)=lim =—00,
o o X1
2 2
Cum m=Ilim f(x) =lim= 9_1 si n_Ilm(f(x) mx)_llm( 9—x)=|imx—9:1
X—>»00 X X—>00 X _X X—>»00 X_

rezulta cd dreapta de ecuatie y = x+1 este asimptotd oblica la «. De asemenea, ea este si la
—00 ,

2_ —
f'(x):wﬂ), vxeR, f”(X):M

(x=1)° (x-1)*
f'(x) (0, Vxe (L)

y 0, VXE(—oo;l) si
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15

10

-10

-15

d) Domeniul de definitie al functiei f(x)=2x>—x*-1 este R ca functie polinomiala.
MNOX: f(x)=0=x=1;
MNOY: x=0=y=-1;

Functia este continud pe R deci nu are asimptote vericale. De asemenea nu are nici asimptote
orizontale sau oblice.

f'(x) =6x*—2x=2x(3x-1), f'(x)zo,vXe(—oo;O]uE;ooj.

f'(x)=12x-2=2(6x-1), f"(x))0,vxe [—oo;%j si f"(x)(0,vxe (% ooj.

- DJ =2

) Domeniul de definitie pentru functia f(x)=3/x* -8 este R fiind functie irationald de
ordinul 3. Intersectia cu axele:

Din f(x)=0 rezultd x> —8=0=x=42y/2. ~OX: A(=2v/2;0), B(2+/2;0).
MNOY: x=0=y="f(0)=-2=C(0;-2).

lim f (x) =lim¥x* -8 =. Analog la lim f(x) =co.
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Se observa ca f nu are niciun fel de asimptote orizontale sau oblice . Fiind definita pe R si
continud rezultd cd nu are nici asimptote verticale.

2X

Fl(X)=——o
* 33(x* —8)?

Y0, vx)0 si f'(x) (0, ¥x(0.
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8.4 | Exercitii recapitulative

1. Fie f :R >R, f(x)= x*2 -1.
a) Si se arate cii 1+2+2%+2°%+,... 2% = £(2) ;

b) Sa se calculeze limita Iml1 i i
X— X_

¢) Sa se arate ca f este convexa, pentru orice XxeR.

Rezolvare :

2012 _q

=272 _1adica tocmai

a) Suma termenilor aflati in progresie geometrica ne da 1-

f(2).

b) lim > = lim(x* +x* + ...+ x+1) = 2012;

x>l x=1 x—1

2012

c) f'(x)=2012-x*" sidin f"(x)=2012-2011-x*°)0, VxeR, rezultd f convexi pe R.

2. Fie f:[240) >R, f(X)=x/x-2.

a) Sa se arate ca f este strict crescatoare pe [2;+») ;

b) Sa se scrie ecuatia tangentei la graficul functiei f in punctul M(3 ;3) ;
¢) Sa se calculeze le.o( f(X) = xvVx +2).

Rezolvare :

a) f'(X)=vx-2+ X >O pentru orice x e[2;+xo). Rezultd ca f este strict
2/x -2 2\/x—

crescatoare pe [2;+x) ;
b) Ecuatia tangentei la grafic, intr-un punct M(Xo, f(Xo)) este y— f(x,) = f'(X,)(X—X,) -

Cum x,=3, f(Xg)=3 si f'(3) :g, rezulta ecuatia y—3 :g(x—3) =y =gx—%;
—2—x—2) i —4x
¢) lim XVX—2 = xJx+2) =lim X(x lim
) ( ) e Jx—2 44X +2 o (/ / J
1——+ 1+—
3.Fie f:R\[L5) >R, f()=— > .
X’ —6X+5

2{x-1 x-5
b) Sa se arate ca f este strict descrescatoare pe R\ {1; 5} ;

a) Sa se arate ca f(x) = E(L+ Lj

¢) Si se determine x € R\{1;5} astfel incat graficul lui f sa se afle deasupra dreptei

y=0;
Rezolvare :
a)i( 1 1 j 1 x-5+x-1 1 22(x—3) _ 2x—3 £ (0:
2{x-1 x-5) 2 (x D(x-5) 2 x“"-6x+5 x"—-6Xx+5
b) Cum f'(x)=- t 1 ~(0 pentru orice x e R\{1;5}, rezulta ca f este strict

2(x-=1)?% 2(x-5)

descrescatoare pentru orice x € R\ {1;5}.
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¢) Din conditia f(x))0= X—_3>0 ceea ce implica X € (1;3) U (5;+0).

(x-1)(x-5)

4. Fie f:(—0,-3)U(L+0) >R, f(X)=In(x*+2x-3).
a) Sa se calculeze f°(2) ;
b) Sa se arate ca f este o functie concava pentru orice x e (—0,—-3) U (L+0) ;

¢) Sa se calculeze limita lim——= (X)

X—00

Rezolvare :

. 2X+2 . 6
aCum f () =—————=f (2 =—,
) ) X? +2x-3 2) 5

b) f(x) se mai poate scrie de forma

f(X) = In(x* +2x —3) = In(x + 3)(x —1) = In(x +3) + In(x —1), atunci f'(x):i+iiar
X+3 x-1
f (x)=- t 1 (Opentru orice X e (—0,—3) U (L;+x).

(x+3)? (x-1?

Asadar, f este concava.

¢) lim f(x )_I In(x* +2x — 3)°° lim 2X+2
x>0 X X—>00 X X—>00 X +2x-3
lui ’Hospital.

=0, dupa ce, in prealabil s-a aplicat regula

2
5. Fie f:R\{1} >R, f(x) :aX:—b’;_fs,a,be R,
a) Pentrua=2 sib =1 sa se calculeze f’(2) ;
b) Sa se determine a si b astfel incat graficul functiei f sa admita asimptota oblica,
dreapta de ecuatie y=2x+3 ;
¢) Sa se scrie ecuatia tangentei la graficul functiei f in punctul M(2 ;4) .
Rezolvare :

a) Cum f'(x) = (4x+1)(x-1) —2x* —x+6 2x* —4x+5 = @)= 8-8+5
(x-1)° (x-1)? (2-1)°
b) Cum ecuatia asimptotei oblice este y=mx+n unde m=lim—-—= ( ) si n=lim[ f(x)—-mx],
rezulta
2 —
2=m=Ilim ff(x) IimaX:r—bXG:a:>a=2;
X—0o0 X—00 X _X
2
3=n=lim[f (x) - mx] = Iim[ZXJr—bi(_G—Zx]: Iim2X+—bX1_6:b+2; Din b+2=3 rezulta
X—>00 X—>00 X_ X—>00 X_
b=1.

Asadar,a=2sib=1.

¢) Ecuatia tangentei la graficul functie f in punctul M(Xq;f(Xo)) este data de formula,
y—f(%,) = f'(X,)(X—X,) . In cazul nostru, ecuatia tangentei este :
y—-4=1'(2)(x-2)=y=5(x-2)+4, y=5x-6.

6. Se considera functia f :R >R, f(x)=5"-x.

a) Sa se calculeze f°(x), xeR.

b) Sa se scrie ecuatia tangentei la graficul functiei f in punctul O(0;0);
¢) Sa se determine punctele de inflexiune ale functiei f.
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Rezolvare: a) f'(x)=(5"-x) =5"In5-x+5  =5*(xIn5+1);
b) Ecuatia tangentei la graficul lui f are forma y—-0= f (0)(x—0) < y = x, adica tocmai

ecuatia primei bisectoare.
c) ' (X)=[f (X)] =[3*(xIn5+1] =5*In5(xIn5+1) +5*In5=5*In5(xIn5+2).

7.Fie f:R >R, f(x)=4x>-2x*-5x+6.
a) Sa se calculeze f(1)—f (0)+ f (1);
b) Sa se calculeze lim m;

x>0 2X -1
¢) Sa se studieze monotonia lui f.
Rezolvare: a) f()=4-2-5+6=3;
f'(x) =12x* —4x -5, f (0) =-5;
f"(x)=24x—-4; f"(1))=24—-4=20;
f(1)—f (0)+ f"(1)=3+5+20=28.

2 5 6
3_oy?_ X(4-C"-+ )
b) lim 4x° —2X 5x+6:Iim X Xl X’ _ o
X—>—0 2x -1 X—>—o0 X(Z——)

) 1='(x)=0<:>12x2_4x—5=0:>><1:_%,X2 :g_

f (x))0, VX e (—ox; —%) V) (g; +oo)si f(X)<0, Vxe [—%%} . Rezulta ca f este strict

< 1 5 o - 15
crescatoare pe —oo;—E U E;+OO st strict descrescatoare pe _E;E .

8. Se considera functia f :R >R, f(x)=32x+8.
a) Si se calculeze (x- f(x))";

3
b) Sa se calculeze lim 2x+8 ;

X—>00 X
¢) Sa se arate ca x, =—4 este punct de inflexiune al functiei f.
Rezolvare:

a) (x-f(x))' =x"f(x)+x-f'(x)=Y2x+8+x-
b) Iim\3/2x+8 . [2x+8

2 8(x+3)
33(2x+8)*  33(2x+8)?

=lim3—— =0;
X—>0 X X—>00 X
c) f'(x)= —%. Din 2x+8 =0, rezultd x =- 4. Asadar, f "(x)(0,Vx)—4 si
33/(2x+8)

f "(x))0, vx{—4. Prin urmare, Xo = - 4 este punct de inflexiune.
Se putea arata usor si din faptul ca f,'(—4) = f, '(—4) =+o0.

Ix?-1,x<1
In X, X)1.
a) Sa se studieze continuitatea functiei f in x; =1;

9. Se considera functia f :R >R, f(x) ={
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b) Sa se calculeze I|mM;
o x—1

f(e*)+ f(e* )+f(e )+ A+ fE).

¢) Sa se determine lim o1l ;

X—00 X

Rezolvare:
a) l.()= lim Ix*-1=0,1,(1) = liminx=0. Rezulta ca f este continud in 1.

x(1 1

) lim L= F@ _ 3x -1

1 — 1 — l —
X x-1 XZ x-1 ;<—1> (x 1)
2011 2 3 2011
f(e Y+ @)+ FE )+ + € ) . Ine*+IneX +Ine’ +...+Ine*
c) 2011 = lim 2011 =
X~>oo X X—>0 X
i X X2 4 X3 4+ 4 X201 . X212 _y . x2OU _1 »
X—>00 XZOll X300 (X_l)x2011 X300 (X_l)X201O )

10. Fie f:D >R, f(x)=vx*-4.

a) Determinati domeniul maxim de definitie D al functiei f;

b) Sa se studieze monotonia functiei g(x)=x- f?(x);

¢) Determinati asimptota oblica spre +coa functiei f.

Rezolvare:  a) Din x* —4>0=> x e (—o0; 2] U[2;+0). Asadar, D = (—o0;—2]U[2;+x);
b) g(x) =x(x*-4)=g'(X)=x*-4+x-2x; g'(x)=3x*—-4. Din

243

g'(x)=0=3x*-4= 0:>x12—+—

23, 243 (2\/_ 2[}

Cum g (x))0, VX e (—ox; ——] [— +o0) si g (X)(0, Vxe

3
¢) Asimptota oblicd are forma y=mx-+nunde
4

,— 1_f
m=|im =lim Ilm—:l;

X—00 X—00 X—»00 X

- 9-im i

=0.Rezulta, y= x este asimptota
oblica spre +oo pentru functia f.

11. Se considera functia f :R >R, f(X)=(-x"+4x-2)-sinx.
a) Sa se calculeze f'(0);
b) Sa se arate ci | f (x)|<2,VxeR;

¢) Sa se determine ecuatia tangentei la graficul functie f in punctul de abcisa x, = 0.
Rezolvare: a) f'(x)=(-2x+4)sinx+(—x*+4x—2)cosx. Atunci, f ’(0) =-

b) —x? +4x—2=0:>—4£= 2= (x)| :‘—x2 +4x—2‘-|sin x|<2;
a
c) Se calculeaza f(0)=0 si din ecuatia tangentei y—0= f (0)(x—0) = y =-2x

12. Se considera functiile f,g:R >R, f(x)=2x*+16x, g(x)=x*—-x—6.
a) Sa se calculeze f'(x)-g'(x);
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b) Sa se calculeze lim ——= 1.
X——2 g(x)

¢) Sa se demonstreze ca f este functie convexa.

Rezolvare: a) f'(x)=8x>+16, g'(x) =2x—1= f'(x)-g'(x) =16x" —8x> +32x —16;
4 3 2_

b) lim 2X" +16x _ lim 2X(x° +8) _lim 2X(X° —2x+4) :4—8.

Sl X =X—6 2(x+2)(x=3) x>-2 X—3 5

c) f"(x)=(f")'(x)=24x>)0, VxeR. Rezulti ca f este convexa.

13. Se considera functiile f,g: R —>R, f(x)=sinx, g(x)=cosx.

a) Sa se calculeze f '(zj— g '(Zj;
3 4

b) Sa se calculeze I|m
x> g(X)
x(%

c¢) Sa se scrie ecuatia tangentei la graficul functiei f in punctul A[%; f [%D

Rezolvare:

: 1 J_ 1+J_
a f' = ' = — f'z — 'Z = —+4 —
) f'(X)=cosx, g'(X)=-sinx= (3] 9(4] 5t 5
b) lim——= f(x) =li mﬂ_ lim tgx = +o0;

-2 g(X)  xZCOSX xot

x<7 x(f x(%
c) Ecuatia tangentei are forma y— f(x,) = f'(Xx,)(X—X,) de unde rezultd

b T A 1 \/_
y f(g)— f (g)(x E) y 2——( —)
4x3+6, x(1
2x% +8x, x>1
a) Sa se studieze continuitatea lui f in xy =1;
b) Sa se calculeze f '(-2) + f '(x);
¢) Sa se studieze derivabilitatea functiei in punctul x, =1;
Rezolvare:
a) lim £ (x) = Ixiirl1(4x3 +6)=10;  lim f(x)= Ixiirll(sz +8x) =10. Rezulta ca f este continud in
x(1 x(1 x)1 X)L
punctul X, =
b) f'(-2)+ f '(x) =48+16="64;
c) Cum feste continud in 1 si f,'(1) = IXi m 12x =12 s1 f,'(1) = "le(4X +8) =12, rezulta ca f

14. Se considera functia f :R > R, f(X) ={

este derivabild in 1.

15. Se considera functia f :R >R, f(x)=4"+5"
a) Sa se calculeze f '(0);

b) Sa se studieze monotonia lui f;
¢) Sa se calculeze lim f(x).

X—>—00
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Rezolvare: a) f'(x)=4*In4+5"In5= f'(0)=In4+In5=1In20;
b) f'(x)=4"In4+5"In5)0, Vx e R =f este strict crescatoare pe R ;
c) lim f(x)=0.

X* +3x

X+4

16. Se consideri functia f :R—{-4} >R, f(x)=

a) Sa se calculeze f '(0);

b) Sa se scrie ecuatia asimptotei verticale a graficului lui f;
¢) Sa se demonstreze ca f este convexa pe (—4;+x).

Rezolvare:
a) fi(x)= (2x+3)(X +4) — (X* +3X) - 1 X* +8x+12 f'(O)—E—E'
(x+4)? (x+4)? 16 4’
2
b) lim  (x) = lim X+ _ g lim £ (x) = lim X 43X _ . Rezultd ca x = - 4 este
x<4 ?44)( +4 x>4 >:14X

asimptota verticala la stinga cdtre —oo si la dreapta catre +oo.

¢) f7(x) = (2X+4)(x+4)? — (x> +8x+12) - (2x+8) _ 8x+32 8 .
(x+4)* T (x+4)" (x+4)
Rezulta ca f "(x))0, Vx)—4= feste convexa pe (—4;+0).

17. Se consideri functia f:R >R, f(x)=x""—-2010(x+1)+2012.
a) Sa se calculeze f'(0)— f(0);

b) Si se calculeze lim———~ ) - f(l)

x—1 X—-1
¢) Si se studieze convexitatea functiel.
Rezolvare:
a) f'(x)=2011x*"° -2010= f '(0)+ f (0) =—2010+2010—-2012 = —2012;

b) lim f(X) f(l) — f'(1) = 20112010 =1;
c) f "(x) = 2011- 2010x%®)0, ¥x)0 = f este convexa pe (0;+)si concava pe (—o;0).
18. Se considera functia f :R* >R, f(x)=x 2

X

a) Sa se calculeze f '(1);

b) Sa se determine asimptota verticala la graficul functiei f.
¢) Sa se scrie ecuatia tangentei la graficul functiei in punctul de abcisa x, = -1.
Rezolvare:

a) f '(x):5x4—%:> f'(1)=0;

b) lim f (x) = lim(x° +§) =—o0 si lim f (x) = lim(x° +§) = +o0. Rezultd cd x=0 este asimptota
Xx—0 x—0 X x—0 x—0 X
x(0 x(0 x)0 x)0
vericala la stanga catre —oosi la dreapta cétre +oo.
C) y—f(x)=Tf'(x)(x=%,) < y-f(-1) = f'(0)(x+1) = y= -6 este ecuatia tangentei la
graficul lui f in punctul de abcisa xo = -1.

19. Se considera functia f :(0;0) > R, f(X) =In_xl
X

a) Sa se calculeze f'();
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b) Sa se studieze monotonia lui f;
¢) Sa se calculeze le_rE f(X).

x)0
Rezolvare:

Z.x=Inx
a) f(x)=X - 1X'”X — 1) =1

1- Inx

b) Observam din punctual a) ca f '(x) = =1-Inx)0 < x(e =

Pentru x(e, f este strict crescatoare, si pentru x)e f este strict descrescatoare.
Inx

C) le_rfg—:—oo.
x)0
JX+7,x<2
20. Se considera functia f:(-7;0) >R, f(X)=1 x1a \2 aeR.
, X
2x+1

a) Sa se determine a < R astfel incat f sa fie continui in 2;

b) Sa se calculeze f'(-3)— f'(3)pentru a=13;

c¢) Sa se scrie ecuatia tangentei la graficul functiei in punctul A(2;3).
Rezolvare: a) feste continuda in 2 < 1.(2)=1,(2) = f(2).

I(2)_I|m\/x+ =3, I(2)_I

X

Asadar, f este continua 1n 2 daca si numai daca a=13.

1 25 149
b) f'(-3)-f'@3
) T9-TO= 4 49 196

C) y—f(x)=Tf'(x)x=%x,)=y-f(2)=f '(2)(x—2):>y—3=%(x—2):>x—6y+16:0.

Jx? +5x+a,xe[0;2]

21. Se considera functia f :[0;00) >R, f(X)=19y,14 aeR.
€ (2;0)

x+a :a—+2 . Atunci, din aLZ:S:aﬂS;
2x+1 5 5

a) Sa se determine a < R astfel incat f sa fie continua in 2;
b) Sa se calculeze f'(1)+ f '(3) pentru a = 2;

¢) Sa se scrie ecuatia asimptotei oblice catre +w.
Rezolvare:

a) feste continuain 2 <1 (2)=1,(2)= (2).

= Iirr21\/x2 +5Xx+a= Iin; 9X;-14 sld+a=4<14+a=16=a=2;,. Atunci, din

x(2 X)2
# =2 79 14+92

b) f(x)={2VX +5x+a .Rezulta, ')+ f'(3)= L2 18HNe

2.2J2 8 82

g,XE(Z;OO)

c¢) Ecuatia asimptotei oblice: y=mx+n;

m:”mf(x):"m9x+14:g’ 0= lim( f (x)—mx) = lim (9x+14_9_x)_E

x—o X x> 8x 8 X—>00 X—00 8
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Rezulta, y = 9 X —E
8 8

22. Se considera functia f:R >R, f(x)=e""—e(x+1).

a) Sa se calculeze ImgM;
X—>! X
b) Sa se arate ca f(x)>0,VxeR,
( ).

¢) Sa se calculeze lim——=

X—>0 X _1

Rezolvare: a) IxingM_f (0) =0;

b) f'(x)=e""—e>0,vx>0=feste crescatoare pe [0;00) <> Vx>0« f(x)> f(0) . Cum
f(0)=0 rezulta ca f(x)>0,Vvx>0.

f'(x)=e*" —e<0,vx<0=feste descrescitoare pe (—0;0] <> Vx<0<«> f(x)> f(0) .
Cum f(0)=0 rezulta ca f(x)>0,vx>0.
Asadar, f(x)>0,vxeR.

+l x+1
¢) lim fz(x) _lim 2e(x+1) T e
x>0 X< =] x>w X =1 x—o 22X

23.Fie f:R >R, f(x)=(x+3)e™.
a) Sa se determine f '(O) ;
b) Sa se calculeze lim—= F(x)
X—0 (X)
¢)Sa se determine punctele de extrem ale functiei f.
Rezolvare: a) f'(x)=e > +(x+3)e*.(-3)= f'(0)=-8.
e ¥ (-3x-8)

b) lim-— 2 _ _3
)xm e (x+3)

c¢) Din f’(x) = 0 rezultd ca x = —%este punct de maxim.

8
0| —00 3 —+00
(4 ++-|—+0 —— ==
f(x) =
2
24. Se consideri functia f :R-{4} >R, f(x) _ X -7x+10
—X
a) Sa se arate ca f(x) =3—x—4i;
—X

b) Sa se calculeze lim——= 1.

X—00 X_5
¢) Aflati x e Rastfel incat f(x)-(x—4)<0;
2 (4-x)B-x)-2 x*-7x+10
4—x 4—x 4—x

Rezolvare: a) 3—x-—

= f(%);
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b) ||mmz
x>0 (4 —X)(X—5)

C) f(X)-(x—4) <0< x*—7x+10>0=> x e[—o0; 2] U[5; +0) .
2X+6
X*+4

25. Se considera functia f :R >R, f(x)=

a) Sa se calculeze f'(0);
b) Sa se calculeze limx- f(x);

¢) Sa se arate ca functia f este strict descrescatoare pe [1; ).

—2x*-12x+8 1
Rezolvare: a) f'(X\)=—————" ——= f'(0)==;
) (%) (Z 1 4y = f'(0) >
b) limx- f (x) = lim X&) _»
x> x> X" 44

c) Deoarece —2x* —12x+8(0, vx >1=> f '(x)(0, ¥x >1=>f este strict descrescatoare pe [1;0).
4+Inx, O(x<1

avx? +8x,x)1

a) Sa se determine a € R astfel incat f sa fie continua pe (0;);;

26. Se considera functia f :(0;0) >R, f(x) :{ ,aeR

b) Sa se calculeze f (L] ;

\2011

¢) Pentru a=1 sa se calculeze limx-[f(x)—(x+4)];
Rezolvare: a) f este continua pe (0;00) < f este continua in 1 echivalent cu

lim(4-+Inx) = limay’ + Bx c>4=3a:>a:g;

x(1 x)1

b) f '(x):§VXE(O;1):> f '(szx/zoll.

2011
2 _ 2
¢) limx-[Vox? +8x — (x+4)] = limx X B+ 4" g

VX2 +8X +x+4
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9. RECAPITULARE FINALA

ALGEBRA

- L . (1+ 2X X j
1. In M, (R)se considerd matricea A(X) = , XeR.
-2X 1-x
a) Sa se calculeze A(2)-A(-2);
b) Sa se verifice ca (A(x))2 = A((x +1)° —1) :
¢) Sa se determine inversa matricei A(2).
2. Fie A:[_io _24j I, :(; (D si M :{X(a)| aeR,X(@)= Iz—a.A}.
a) Sa se arate cd A* = A;
b) Sa se arate ca X(a)- X(b)=X(a+b—ab);
c) Sa se calculeze X (0)- X (1) X(2)-....- X(2020)
3. Se considera matricele A=( 0 2] si B= (2 1}.
-2 0 1 2

a) Sa se calculeze det(A-B);
b) Sa se calculeze det(A® +B?);
c) Sa se arate ca det(X -Y) =det(X)-det(Y), vX,Y e M,(R).
x+1 x*-1

1 x-1
a) Sa se calculeze A(2)- A(-2);
b) Sa se calculeze determinantul matricei A(x);
¢) Sa se verifice ca (A(x))2 =2x-A(X);

. 1 1 1 0
5. Fie A:( j |2:( jsi X (a) def I, +aA.

4. Fie matricea A(X) :[ ]e M, (R).

-11 0 1
a) Sa se calculeze det[X (a)];
a) Sa se arate ca X (a)- X(b) = X(a+b);
b) Sa se rezolve in N ecuatia: X (1)- X(2)-....- X(n) = X (2020) .

) ) x—4 1
6. Se considera matricea A :( 1 4], xeR.
X —

1 0
Se noteaza A"=A-A-....-A, neN* |, = .
o D 0 1

n termeni

a) Sa se determine x stiind cd det(A)=0.
b) Sa se verifice egalitatea A = (2x—8)A—(x* —8x+15)1,.
¢) Sa se determine x e Rastfel incat A2 = 3A+l, .

- 1 0 -1 2
7. In multimea M;(R ) se considera matricele |, = [0 1), A= ( 1 Zj s1 X(a)=1, +aA,
unde aeRR.
a) Si se calculeze A’ unde A°=A-A-A.
b) Sa se verifice daca X(a)X(b)=X(atb+ab), Va,beR.
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c) Sa se calculeze X(1)+X(2)+...... +X(2020).

, :((1) (1’] din My(R ).

-1 1
8. Se considera matricele A :( 1 J,

a) Sa se verifice ca A® = 4A;
b) Sa se determine x  Rastfel incat det(A—xl,) =0;
c) Sa se rezolve ecuatia AX=XA unde X € M, (R).

R 5 3
9. In multimea M,(R ) se considera matricele A(x) = [XZJ; 6x X 4), xeR.
a) Sa se calculeze A(-1)-AQD;
b) Sa se rezolve ecuatia det(A(X)) =6;
c) Sa se determine inversa matricei A(-1).

1 a
10. Se considera matricele de forma M, = [0 1) e M, (R).
a)Sasearateca M_-M, =M_, ,,Va,beR

b) Sa se calculeze produsul M, -M, - M, -......- My,;
c) Sa se determine matricele X € M, (R) pentru care M,-X =X-M,, VaeR.a=0.

a+b?

2 2 3 100
11.Fie A=| 1 -1 1|eM,(R), I,=|0 1 0.
1 2 1 001

a) Aratati ca determinantul matricei A este diferit de zero.
b) Calculati E(A), unde E(X)=X?—X +1,;
c) Calculati inversa matricei A.

1 11
12. Pentru fiecare numar real m se considera matricea A(m)=|m 0 0 |e M,(R).
m 2 m
a) Calculati determinantul det(A(D);
-1 30
b) Determinati numarul real m stiind ca A(m)-A(-m)=| 1 1 1}|;
-2 3 0

c) Calculati suma A(L)+ A(2)+ A(3) +...+ A(10).
13. Se considera in plan punctele A(m;m), B(2;m-3), C(-3;3m-1)si matricea

m 2 -3
M=m m-3 3m-1|eM,(R), meR.
1 1 1

a) Calculati determinantul matricei M;
b) Verificati ca pentru orice numar real m, ABC este triunghi;
c) Pentru m = 4, sa se calculeze aria triunghiului ABC;

2 1 -2
14. Se considerd matricea A(x)=| X’ -1 3 1 |e M,(R);
x-1 0 1

a) Sa se calculeze A(1)- A(-1);
b) Sa se calculeze detA(1);
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c) Sa se rezolve ecuatia det A(X) =0;

X—2y—z=-1
15. Fie sistemul <2x-y+3z=-6 ,meR.
3X—-3y+mz=-7
a) Sa se determine m e R astfel incat tripletul (1;2;-2) sa fie solutie a sistemului;
1 -2 -
b) Sa se rezolve ecuatia |2 -1 3|=m*—4;
3 3 m
c) Pentru m = -2, sa se rezolve sistemul;
2" 0 0
16. Fiematricea A,.=| 0 2" 0 |eM,(N).
0 0o 2

a) Sa se calculeze A +A,;
b) Sa se afle neN*, astfel incat det(A,)-det(A,,,) =512.
c) Sa se calculeze A +A +A +...+ Ay

3X—my =5 3 —-m O
17. Se considera sistemul < -3x+y+z=-1,meR,si A=|-3 1 1
X+2y-3z=1 1 2 -3

a) Sa se determine me R, astfel incat A sa fie inversabila;
b) Sa se calculeze A%
c) Sa se rezolve sistemul pentru m = 2;

X+y+z =0 1 1 1
18. Se considera sistemul < x—ay+z=0 ,aeR,si matricea A(a)=|{1 -a 1|.
X+ay+4z=0 1 a 4

a) Calculati A(2)- A(-2);
b) Determinati a € R, astfel incat sistemul sa aiba solutie unica, diferitd de solutia banala;
c¢) Pentru a=1, sa se calculeze inversa matricei A;

1+x 2 3
19. Se considera matricea A(x)=| 4 5+x 6 |, xeR.
7 8 9+x

a) Sa se calculeze determinantul matricei A(0);
b) Sa se arate ca det[ A(x)+ A(-x)]=0;
c) Sa se rezolve ecuatia det[ A(x)] =0.
X+y+az=3 11
20. Se considera sistemul {x+ay+z=4,acR,si matricea A(@)=|1 a
ax+y+z=5 al

(TN

a) Sa se calculeze determinantul matricei A(2);

b) Sa se determine a astfel Tncit matricea A(a) sa fie inversabila;
c¢) Pentru a=2 sa se rezolve sistemul;
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x 1 1
21. Fie determinantul D(a;x)={1 x 1f;
a’ a x

a) Sa se calculeze valoarea determinantului pentru a= -1, X=2;
b) Sa se verifice ca D(a;a) =0;;
c) Sa se rezolve ecuatia D(2;x) =0;

X+y+mz=-1 1 1 m
22. Se considera sistemul < 2x—y+m’z =—4,si matricea A(m)=|2 -1 m*|.
AX+y+mPz=-2 4 1 m

a) Sa se calculeze determinantul matricei A(-1);
b) Sa se determine m e R, astfel incat matricea A(m) sa fie inversabila;
c¢) Pentru m = 2 sa se rezolve sistemul;

. . 3) . :
23. Se considera matricea A :( j§1 multimea G = {X (@) ‘ X(@)=1,+aA ae R} :

a) Sa se calculeze det(l, +2A)si sa se arate cd A’ =—10A;
b) Sa se arate ca X(a)- X (b) = X (a+b-10ab),a,beR.

c) Sa se determine produsul X (i) X (ij X (@j :
100 100 100

1 2
24. Se considera matricele A:( 4 ]e M, (R), X :(Xje M,,(R), B =£ J
2 a-1 y ’ 6

a) Sa se determine a € R astfel incat matricea A sa fie inversabila;
b) Pentru a = 5, sd se determine inversa matricei A;
c) Pentru a = 5, sd se rezolve ecuatia A-X =B.
1 p+l p-2
25. Se considera matricele A)=| 3p  p+1 -2 |e M(R).
2p+3 1 -3
a) Sa se verifice daca matricea A este inversabila;

b) Determinati inversa matricei A pentru p=0;
c) Calculati suma de matrice A +A, +A+...+A,, neN.

26. Se considera punctele A(m+1;2), B(m;m), C(2m+15) si matricea

m+1 2 1
M= m m 1|eM,(R).
2m+1 5 1

a) Determinati rangul matricei M;
b) Demonstrati ca exista triunghiul ABC, pentru orice m numar real;
c) Calculati valoarea minima a ariei triunghiului ABC;

m-1 -1 O
27. Fie matricea A(m)=| 0 m+1 1 |eM,(R).
0 0 1

a) Sa se determine m e R, stiind ca rangul matricei A(m) este 3;
b) Sa se determine inversa matricei A(2);
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c) Sa se rezolve ecuatiain R: det[ A(m)- A(-m)]=9.

1 21
28. Se considerd matricea A=|1 -2 1|eM,(R). Pentru aeR fixat, se defineste
1 -2 1

matricea B=a-A+1.,.
a) Sa se calculeze A*, unde A>=A-A.
b) Sa se demonstreze cd 2B-B* =1;
c) Sa se determine inversa matricei B, pentru a = 1;
2x—(a+3)y+z=1
29. Se considera sistemul de ecuatii < x+2y+(a+2)z=0 ,ae R si matricea sistemului
3x-2y+(a+3)z=2
2 —(a+3) 1
A(@)=|1 2 a+2|.
3 -2 a+3
a) Sa se calculeze matricea A(l)-A(-1);
b) Sa se rezolve ecuatia det(A(a))=0;
c¢) Pentru a = 0, sa se rezolve sistemul.

3X—-2y+z=-4
30. Se considera sistemul de ecuatii <ax+y-z=-2 ,a e Rsi matricea sistemului
(a+1)x+3y—-az=1
3 -2 1
A(@)=| a 1 -1,
a+l 3 -a

a) Sa se determine a € IR, astfel incat matricea A sa fie inversabila;

b) Pentru a = 0, sd se calculeze A%, unde A*=A-A;
c) Sa se rezolve sistemul pentru a = 2.

X+2y+2z=0 1 2 2
31. Se considera sistemul de ecuatii {2x+3y+z=-4 ,meR si A(m)=| 2 3 1 |este
mx—-2y+3z=10 m -2 3

matricea sistemului;
a) Sa se arate ca pentru orice m, numar real, tripletul (0;-2;2) este solutie a sistemului;
b) Sa se determine m e R, pentru care sistemul admite solutie unica;

C) Sa se calculeze A(-2)-A(2).
—X+2y+z=Db

32. Se considera sistemul de ecuatii { x+2y+az=3,a,beR.
X+Yy+3z=4

a) Sa se calculeze determinantul matricei asociate sistemului;

b) Pentru a =2 si b = 8, sa se rezolve sistemul;
c) Sa se determine b € R, stiind ca tripletul (x,, Y,, Z,) este solutie a sistemului si cd

X+ Y, +2,=4.
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—-X+2my+z=1 -1 2m 1
33. Se considera sistemul de ecuatii <mx+y—-2z=3 ,meRsi Alm)=| m 1 -2 |este
X+2y+z=1 1 2 1

matricea sistemului.

a) Sa se calculeze AQ)-A(-1);

b) Sa se arate ca pentru orice numar real m, determinantul matricei sistemului este
negativ;

c¢) Pentru m=3 sa se rezolve sistemul.

X + Yy + 2z =8
34. Se considerd sistemul de ecuatii ¢ 2x — my + 4z =3 s
(m+)x+y+(m-1)z=-3

1 1 2
A=| 2 -m 4 |eM,(R), matricea sistemului;
m+l 1 m-1

a) Sa se calculeze A(1)-A(-D);

b) Pentru m = -1 sa se rezolve sistemul;

c) Sa se arate cd matricea A este inversabild pentru orice m numar real.
2x+(Mm-1)y+(m-2)z=-8

35. Se considerd sistemul de ecuatii {—2X +3y+z =2 si
mx+2y+mz=-5

2 m-1 m-2
A=l-2 3 1 |eM,(R), matricea sistemului;
m 2 m

a) Sa se calculeze AQ)-A(-1);
b) Pentru m = 1 sa se rezolve sistemul;
c) Sa se determine numarul real m astfel incat matricea A sa fie inversabila.

2X+Yy+(m+1)z=-1 2 1 m+1
36. Se considera sistemul {x +y—-3z =2 si A=|1 1 -3 |eM,(R), matricea
mx—2y+4z=4 m -2 4

sistemului; Se cere:

a) Sa se arate ca matricea A este inversabila pentru orice numar real m;

b) Pentru m = 1 si se rezolve sistemul;

c¢) Pentru m = 0 sd se determine inversa matricei A;
X+y+z=0 1 1 1

37. Se considera sistemul {mx -y+z =-5 si A=m -1 1|eM,(R), matricea
X+(M+1)y+2z=4 1 m+1 2

sistemului; Se cere:
a) Sa se determine me R, astfel incat rangul matricei A sa fie egal cu 2;

b) Pentru m = 2 sa se rezolve sistemul;
c¢) Pentru m = 0 sd se determine inversa matricei A;
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x-1 x+2 1
38. Se considerd matricele A(x)=| -2 -1  x |, xeR. Se cere:
3 2  x+1

a) Sa se calculeze A(0)-A(D);
b) Sa se calculeze determinantul matricei A(2);
c) Sa se rezolve ecuatia det[ A(x)] = 20;

X x=2 3
39. Se considerd matricele A(x)=| 2 -x 1|, xeR. Se cere:
x+1 3

a) Sa se calculeze A(0)-A(D);
b) Sa se calculeze determinantul matricei A(2);
c) Sa se rezolve ecuatia det[ A(x)] =21,

-3 01
a) Si se arate cd A’ = A
b) Sa se arate ca X(a)- X(b)=X(a+b+ab);
c) Sa se calculeze X (—2011)- X (—2010)-...- X(2010)- X (2011);
11 1
41. Se considera determinantul A(a)=[L 5 25|, unde a este un numar real.

40. Fie A:(g —2} |2=[1 Oj si M ={X(a)| aeR,X(a)=1,+a-A}.

1 a a’

a) Sa se calculeze valoarea determinantului D(3):
b) Sa se rezolve ecuatia D(a)=0;
c) Sa se rezolve in R ecuatia D(5%)=0.
X+my+z=m-3

42. Se considera sistemul de ecuatii  <2x-3y+z=-1 ,unde meR.
(m+)x+y—-2z=4
1 m 1
a) Sa se determine me R, stindcda | 2 -3 1 |=-6.
m+1 1 -2

b) Pentru m= 2, sa se rezolve sistemul de ecuatii.
¢) Pentru m= 0, sa se calculeze A% unde A este matricea asociata sistemului de ecuatii.
ANALIZA

1. Fie functia f:R >R, f(x)=x>-3x"-24x+1;

a) Sa se calculeze f'(x), f'(5)

b) Sa se studieze monotonia lui f;

c) Sa se scrie ecuatia tangentei la graficul lui f in punctul de abcisa x, =-2 ;

2.Fie f:R>R, f(x)=4x>-2x*>-5x+6.

a) Sa se calculeze f(@)—f (0)+ f '(U);
b) Sa se calculeze lim m;

x>0 2X =1
c) Sa se studieze monotonia lui f.
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3. Fie f :R > R, f(x)= x*** -1.
a) Sa se arate ca 1+2+2%4+2%+. .. 228 = £(2) ;

b) Sa se calculeze limita lim——= ).

o1 x—1"
c) Sa se arate ca f este convexa, pentru orice X € R
4. Se considera functia f:R >R, f(x)=x""°+x" +...+x*+x+1;
a) Sa se calculeze f (2) ;
b) Sa se calculeze f'(2);
c) Sa se arate ca f(x))0, VxeR ;

5.Fie f:D>R, f(x)=vVx*-4.

a) Determinati domeniul maxim de definitie D al functiei f;
b) Sa se studieze monotonia functiei g(x) = x- f*(x);

c) Determinati asimptota oblica spre +ooa functiei f.
4x°+6, x(1
2x2 +8X, x=1
a) Sa se studieze continuitatea lui f in xq =1,

b) Sa se calculeze f '(-2) + f '(x);

c) Sa se studieze derivabilitatea functiei in punctul x =1,
7. Se considera functia f:R —> R, f(x)=4"+5"

a) Sa se calculeze f'(0);

b) Sa se studieze monotonia lui f;
c) Sé se calculeze lim f(x).

6. Se considera functia f:R >R, f(x) :{

8. Se considera functia f :R >R, f(x)=e* +e?;

a) Si se calculeze ImgM;
X—> X
b) Sa se studieze monotonia lui f;
c) Sa se arate ca f(x)>2, VxeR.;
9. Fie functia f :(0;00) >R, f(x)=xA+InXx);
a) Sa se calculeze lim————= f9-f (1)
x—1 X—-1
b) Sa se determine intervalele de convexitate si concavitate ale functiei f;
c) Sa se scrie ecuatia tangentei la graficul lui f in punctul de abcisa x, =1 ;
10. Se considera functia f:R >R, f(x)=(x*+3x+3)-€*;
a) Sa se calculeze f '(x), f'(0);
b) Sa se studieze monotonia lui f'si sa se determine punctele de extrem local ale lui f;

X
c) Sa se calculeze lim I )
X—00 X e

11. Se considera functia f:R >R, f(x)=e"—e(x+1).

fF()-1(0).
v

a) Sa se calculeze Iing
b) Sa se arate ca f(x)>0,VxeR;
c) Sa se calculeze lim f(x )

X—)OOX —_—

12. Se considera functia f : (0;1) >R, f(x)=In(l—x)—Inx;
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a) Sa se studieze monotonia lui fpe (0;1);
b) Sa se determine intervalele de convexitate ale functiei f;

o) S se calouleze 1(0)+ F)+ 1@+t F+ Q)+ FO)+ T+t 1)

13. Fie functia f :D >R, f(X)=In(x*-2x-8);
a) Sa se determine domeniul maxim de definitie D al functie f;
b) Sa se studieze monotonia lui f;

c) Sa se calculeze lim——= F(x )

X—0 X

14. Se considerd functia f:R —> R, f(x)=x+arctgx;

a) Sa se calculeze lerrg fx )x f(O)

b) Sa se arate ca f este strict crescatoare pe R ;

c) Sa se arate ca f este concava pe (0;0);

15. Se considera functia f:R—>R, f(x)=x""—-2010(x+1)+2012.
a) Sa se calculeze f'(0)— f(0);

fFO)-f@ .

b) Sa se calculeze lim
x—1

c) Sa se studieze convexitatea functiei.
16. Se considera functia f :R* >R, f(x)=x 2
X

a) Sa se calculeze f '(1);

b) Sa se determine asimptota verticala la graficul functiei f.

c) Sa se scrie ecuatia tangentei la graficul functiei in punctul de abcisa x = -1.
17. Se considerd functia f:R—>R, f(x)=5"-x

a) Sa se calculeze f’(x), xeRR.

b) Sa se scrie ecuatia tangentei la graficul functiei f in punctul O(0;0);

c) Sa se determine punctele de inflexiune ale functiei f.

19. Se considera functiile f,g:R >R, f(x)=2x"+16x, g(x)=x>—-x—6.
a) Sa se calculeze f'(x)-g'(x);

b) Sa se calculeze lim ——= 9.
x—>-2 g(X)

c) Sa se demonstreze ca f este functie convexa.
20. Se considera functiile f,g:R—>R, f(x)=sinx, g(x)=cosx.

a) Sa se calculeze f '[1)— g '(zj;
3 4
b) Sa se calculeze lim—-—= ).
TR

x(—
c) Sa se scrie ecuatia tangentei la graficul functiei f in punctul A[%; f (%D

21. Se considerd functia f:R >R, f(x)=e"*7;
a) Sa se calculeze f '(x), f'(0);
b) Sa se studieze monotonia lui f si sd se determine punctele de extrem local ale lui f;
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¢) Sa se arate ca %S f(x)<e? wxe[0;];

22.Fie f:R>R, f(x)=(x+3)e™.
a) Sa se determine f '(0);
b) Sa se calculeze Iimw.
x> f(X)
¢)Sa se determine punctele de extrem ale functiei f.
23. Fie functia f :(—0;-2) U(L;0) >R, f(X)=In(x*+x-2);
a) Sa se calculeze f '(2);
b) Sa se studieze monotonia lui f;
c) Sa se arate ca f este concava pentru orice X € (—0;—2) U (L;2);
24. Fie f :(—0,-3)uUl;4+x0) >R, f(x)=In(x*+2x-3).
a) Sa se calculeze f’(2) ;
b) Sa se arate ca f este o functie concava pentru orice X € (—0,—3) U (L;40);

c) Sa se calculeze limita Iimm.

X— X

25. Se considera functia f:[-L1] >R, f(X)=xv1-x*;
a) Sa se calculeze f '(x);
b) Sa se studieze monotonia lui f;

- } ) . . oa . 1
c) Sa se scrie ecuatia tangentei la graficul lui f in punctul de abcisa x, = > ;

26. Se considera functia f :[Loo) >R, f(X)=xX-1;

a) Sa se calculeze f '(x);

b) Sa se studieze monotonia lui f;

c) Sa se determine intervalele de convexitate si concavitate ale functiei f;
27. Fie f:[2;4+0) >R, f(X)=xJx-2.

a) Sa se arate ca f este strict crescatoare pe [2;+0) ;

b) Sa se scrie ecuatia tangentei la graficul functiei f in punctul M(3 ;3) ;
¢) Sa se calculeze lim(f (x) - XX +2).

29. Se considera functia f :(0;00) >R, f(x) :In_x.
X

a) Sa se calculeze f'(1);

b) Sa se studieze monotonia lui f}
c) Sa se calculeze Iirrg f(X).
X)0
e . x+1
30. Se considera functia f :R\{1} > R, f(x)= —1;
X —_
a) Sa se calculeze f'(x), f'(2)
b) Sa se determine asimptotele graficului functiei f;
¢) Sa se studieze convexitatea functiei f;

2
31. Se considerd functia f:R—>R, f(x) :%;
X° +
a) Sa se calculeze Iimw;
X—0 X _0
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b) Sa se studieze monotonia lui f;
c) Sa se arate ca —7< f(x) <3, VX e{—%;Z} ;

32.Se considera functia f :R >R, f(x)= 22x-2 ;
X —Xx+1

a) Sa se calculeze lim - f(l),
x—1 X—-1

b) Sa se studieze monotonia lui f;

¢) Sa se arate cd -2 < f(x)ﬁ%, vxe[0;2];

X+3

33.Se considera functia f:R\{-11} >R, f(x)= .
X —

a) Sa se calculeze f'(x), f'(0)
b) Sa se studieze monotonia lui f;

¢) Sa se arate ca 0< f(x) s%, vxe[-3,-2];

x?+1
x-3"'

34.Se considera functia f:R\{3} >R, f(x)=

a) Sa se calculeze f'(x), f'Qd)
b) Sa se studieze monotonia lui f;
c) Sa se arate cd —5< f(x)<-1, Vxe[L;2];

+1.
X+1"

35.Se considera functia f :R\{-1} >R, f(x)=

a) Sa se calculeze f'(x), f'(2)
b) Sa se determine punctul de maxim al graficului lui f;
c) Dacd y =ax + b este asimptota oblica la graficul lui f sa se determine a + b;

36. Se considera functia f : R\{-2;0} >R, f(x)=

X2 +2x
a) Sa se calculeze f'(x), f'Q)
b) Sa se studieze monotonia lui f;

c) Sa se scrie ecuatia tangentei la graficul lui f in punctul de abcisa x, =1 ;
2

37. Se considera functia f :R\{%} - R, f(x)=
fFx)-f(2).

2x-1'

a) Sa se calculeze lim
X—>2 X—2

b) Sa se studieze monotonia lui f;

c) Sa se determine asimptotele graficului functiei f;

2x° +1
-1

39. Se considera functia f :R\{1} >R, f(x )—

a) Sa se calculeze f'(x), f'(2);
b) Sa se studieze monotonia lui f;
c) Sa se scrie ecuatia tangentei la graficul lui f in punctul de abcisa x, =2 ;

X—2

40. Se considera functia f :R\{1;3} > R, f(X)=—5———;
X*—4x+3

176



MATEMATICA — CLASA a Xl-a

a) Sa se calculeze f'(x), f'(2);
b) Sa se studieze monotonia lui f;
c) Sa se calculeze lim f (x)-(2x-3) ;

41. Se considera functia f:(-Lw) >R, f(x):z—xl—ln(x+1);
X+

f(x).
M
b) Sa se determine valoarea maxima a functiei f;
c) Sa se scrie ecuatia tangentei la graficul lui f in punctul de abcisa x;, =1 ;

a) Sa se calculeze lim
x—0

. X—3
42. Fie f :R\{L5' 5> R, f(X)=—————.
L5} - ) x> —6X+5
a) Sa se arate ca f(X) = 1(L+Lj
2ix-1 x-5

b) Sa se arate ca f este strict descrescatoare pe R\{1;5};
c) Sa se determine x e R\{1;5} astfel incat graficul lui fsa se afle deasupra dreptei y=0;

2

43.Fie f:R\{l} >R, f(x) :ax:—b;(—ﬁ’a’be R.
a) Pentrua=2 si b= 1 sa se calculeze £ ’(2) ;
b) Sa se determine a si b astfel incat graficul functiei f sa admita asimptota oblica, dreapta
de ecuatie y=2x+3 ;
¢) Sa se scrie ecuatia tangentei la graficul functiei f'in punctul M(2 ;4) .
X2 +3X

X+4

44. Se considera functia f :R—{-4} >R, f(x)=

a) Sa se calculeze f'(0);

b) Sa se scrie ecuatia asimptotei verticale a graficului lui f}
c) Sa se demonstreze ca f este convexa pe (—4;+x).

X+7,x<2

45. Se considera functia f:(-7;0) >R, f(X)=1 x+a aeR.
2x+1" X2

a) Sa se determine a e R astfel incat f sa fie continud in 2;

b) Sa se calculeze f'(-3)— f '(3)pentru a=13;

c) Sa se scrie ecuatia tangentei la graficul functiei in punctul A(2;3).

VX? +5x+a,x<[0;2]

46. Se considera functia f :[0;00) > R, f(X)=19x414 acR.
, X € (2;0)

a) Sa se determine a e R astfel incat f sa fie continud in 2;
b) Sa se calculeze f'(1)+ f'(3)pentrua = 2;
c) Sa se scrie ecuatia asimptotei oblice catre +oo.

2 —
47. Se considera functia f:R—-{4} >R, f(x)= ﬂ
—X
a) Sa se arate ca f(x) :3—X—4i;
b) Sa se calculeze Iim%;
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c) Aflati x e Rastfel incat f(x)-(x—4)<0;
2X+6
X2 +4°

48. Se considera functia f:R >R, f(x)=

a) Sa se calculeze f'(0);
b) Sa se calculeze limx- f (x);

c) Sa se arate ca functia f este strict descrescatoare pe [1;).
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1. a%= 2.a"-a" = 3. a":a"=
4. (@")" = 5. (a-b)" = 6 (3] -
a)’ a)"
7.a" = 8. H - 9 H _
b b
a
10, &.°_ 11. b - 12. k-2 -
b d c b
d
13. x|y = g, VX 15. ¥ =
y
16. 2-== 17. (a+b)’ =
b d
18. (a+b+c)*= 19. (a-b)*=
20. (a-b)(a+b)= 21. (a-b)’=
22. (a+b)’= 23. a®-b°=......
24. a®+b°=......
25. a-x=b, az0=>x=
26. x¥*=a, a>0=>x=
27. |x|=a, a20=x=
28. x*<a, a>0=>xe
29. x*>a, a>0=>xe
30. Rationalizarea fractiei ib =
a
. . . 1
31. Rationalizarea fractiei ————= =
’ T avb—c/d
32. a,,,a,,a,, sunttermenii unei progresii aritmetice daca ....
33. Ratia unei progresii aritmetice este egala cu r=.........
34. Expresia termenului general a unei progresii aritmetice este a,=
35. Suma primilor n termeni ai unei progresii aritmetice este egala cu
36. Expresia termenului general a unei progresii geometrice este b,=
37. Ratia unei progresii geometrice este egala cu q=.........
38. b,,.b, b, sunttermenii unei progresii geometrice daca
39. Suma primilor n termeni ai unei progresii geometrice este egald cu
40. Dacid A(x1,y1), B(X2,Y) atunci componentele vectorului AB sunt
F = RS )
41.Lungimea vectorului AB unde A si B sunt cele de mai sus, este |A—B| =
42. Vectorii vi(x,Y,)si V2(X,, Y,) sunt egali daca si numai daci ...
43. Vectorii \71(X1, y,) si \72(X2, y,) sunt coliniari daca si numai daca ..

FORMULE -VERIFICARE
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44 Vectorii \71(x1, y,) si \72(X2, y,) sunt ortogonali daca si numai dacd45.Ecuatia dreptei care
trece prin doud puncte A(x, y;), B(X,,Y,) ;

46.Ecuatia dreptei care trece printr-un punct A(x,,y,)si are panta m;
47. f(x)=ax+b este crescdtoare < ....

48. f(x)=ax+b este descrescatoare < ....

49. f(x)=ax+b este constantd < ....

50. Punctul de intersectie al functiei cu axa OX este ......... Al prveereennns )
51. Punctul de intersectie al functiei cu axa Oy este ......... B( .o s eeeeneenns )
52.. Minimul functiei de gradul al doilea este ...

53. Maximul functiei de gradul doi este ....

54. f(x)=ax’+bx+c>0 < ...

55. f(X) =ax* +bx+c<0 < ...

56.Daca z, =a+ib, z,=c+id= z7,=7, < ...

57.Daca z,=a+ib, z,=c+id= z,-7,=....

58.Daca z,=a+ib, z,=c+id= z,:z,=....

59. Modulul numarului complex z, =a+ib, este ...

60. C¥ =....

6l. A =....

62. permutdri de n elemente , P, =nl=........

63. log,1=...

64. log,a=...

65. log, x+log, y =...

66. log, x—log, y=...

67. Igl=...

68. Ine=...

69. sin30° =........ ,sinds’ =........sin60° =..........

70. cos30° =........ ,c0845% =.......,cos60° =.........

71. tg30° =........ 1945° =......,tg60° =..........

72. sin2a=...

73. sin0° =.......,cos0° =.....,,sin90° =........ cos90° =.......

74. sin(a+b) =...

75. cos(a—b)=....

76 cos(r—a)=....

77. sin Z—a =..
in(> ~2)

78. cos2a=...

79. sin(a—h) =...

80. cos(a+b)=....

81. formula fundamentala a trigonometriei
82. Teorema sinusurilor

83. Teorema cosinusului

84. sin(r—a)=....
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85.

T
CoOS(——4a)=....
G-a)

86. Aria unui triunghi oarecare
87. Aria unui triunghi echilateral de latura a este ..

88.

89.
90.
91.

92.
93.

U =..

log, x=b=x=....
log, x=log, y=....
a=a’=..

94. Derivate: (x®)'=...

95.
96.

97.
47.

98.

99.
100.
101.

102.

103.

104.
105.
106.
107.
108.

109.

110.
110.

112. lim

113. . i

114. i

115.

116.
117.
118.

(sinx)'=...
(1)'=
X

Wu)'=...
(Inu)'=...

y=.
g

@)'=...
(Inx)'=...
(cosu)'=...

Ay
u

(f-g9)'=..
Conditia ca o functie f sa fie crescatoare este ....
Conditia ca o functie f'sa fie descrescatoare este ....
Functia f este concava daca si numai daca ....
Functia f este convexa daca si numai daca ....
Ecuatia tangentei la graficul unei functiei: ..

. F(x)—f(x

lim )= T00) _

=% X=X,

f este derivabild in punctul x, < ...

f este continud In punctul de acumulare x;, < ...
sinx

x=0 X

x—0 X

. Ecuatia asimptotei orizontale la graficul unei functii f;
. Ecuatia asimptotei oblice la graficul unei functii f;

. Ecuatia asimptotei verticale la graficul unei functii f;
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119. [2 b‘:....
c d

120. (a bj-[e f}: .....
c d)\lg h
121. O matrice este inversabild <
122. Ecuatia unei drepte care trece prin doua puncte A(x.,Y,), B(X,,Y,)Cu ajutorul
determinantilor:
123. Conditia ca trei puncte sa fie coliniare: A(x,Y;), B(X,,¥,),C(X;, Ys) -
124. Aria unui triunghi in functie de determinanti este ...
125. Un sistem are solutie unica <
126. det(A-B) =...

127. Daca A=k-B, A, B matrice, atunci det(A") =
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INDICATII SI RASPUNSURI
Probleme recapitulative Clasa a X-a

1), 8.2 105 1 g1 gp5. 1 1 1

2 2.5° 16 250 2 2
2) 2100.(255.244)+2—2=2100.299+1 21+£=2
.2 : Fapt
3). 27 -12+243 =33 -[22 -3 +23=3-23+23=3.
4). (1++/3)2 =1+ 243 ++/3 =4+ 243, J(@3-3) =[23-3=213-3,

\/§+l .

2)t = - J3-2; Atunci,
V3-2) f >3 NER
1+3)* (V3 -3) + (W3-2) ' =4+2y3-23+3-3-2=5-13 .

3
a\" (b)Y (1) ({3 1 \3+2_
5). ar -2 — | =X =33 ; 3-2:
) (bj (aj :{ﬁj [J 8 J3-2 3-4 V3~
‘\/1_2—4‘ :—(J1_2—4):—2J§+4. Rezultatul final este egal cu 33 —+3-2-2J3+4=2.
1 3

1 . 16 -5 5 1 .5 . 5,7° 55
6). ——3=—2="210,5 0,542="2+2=>+2=" atunci 2.2,
)2 2 2 #3205+ 0 72" 0,5+38 22

2
-2 2
7. |ogzl=|og22*1=—1; J-64=-4=-4; - NN R Q =-2, atunci cel mai mare
2 J2 1
< 1
numar este log, 2

8). A=\(\5-3) +1(2—VB)* =|VB -3 +]2—\B| = (x5 -3~ (2-B) =B +3-2+ 5 =L.
9. 53+2 log, 2°-0,5=5+0,5-5-0,5=0;

10. 32°.3-3.3/42.3+3 3.3-2.33-3.4.33-3.33=(2-12-3)-33=-13%3;
11. ¥2° 5-35°.54+2.3-3%.5 =235 535635 =935 .

12. 381+324+3375=33*.3+32°.3+¥5°.3=(3+2+5)-33=10%3.

13. 30" 1+ 427 =39" —3=1-3=—2;

14. Deoarece log,1=0=>log,81-log, 27-log,9-log, 3-10g,1=0.
15. log, 2+log,18 =log, 2-18 =log, 6° =2 e N;

16.log, x+log, y=1log, x-y,log, x—log, y = Ioga§

log, 100+ log, 3° - log, 36 = log; 1006 . =log, % =log, 25=1log,5* = 2.

g 1812
17). 100,18-12—log, 27 _ 9 o7 _109.8 _10q.8-3:
log, 2 log,2  log,2 "

18. log, 27 +log, 16— 3125 = log, 3° + log, 4° —3/5° =3+2-5=0;
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19.  log, 24-log, 4 = log, 2_64 =log, 6 =1conform  formulelor log, x—log, y = Iogai si
y

log, a=1.
. . T : a+c -
20. a,b,csunt in progresie aritmeticd , atunci sz. In cazul nostru,
3
%:M:>14z3-(%Igx+2|gx):>14:7lgx:>ng=2:>x=102:100;

21. 1945° =1=Ig1=0=> Ig(tg1’)-1g(tg2’)-1g(tg3°)-.....-Ig(tg45° ). =0;

22. lg(tg40°)-Ig(tg41°)-.....-Ig(tg45°) = 0.

23. Functia f (x) =log,, , 8% este corect definita
8x%)0, VxeR
& 4x-1)0= x)l = X€ ii U i;oo :
4 4 2 2
1
4x-1#1l=x# 2

1
24, % log, 125—3log, x—4-log, y =log, (5°)* —log, X° ~log, y* = Iogz%
Xy

25. log, 288 =1og, 2°-3* =log, 2° +log, 3* =5log, 2 +2log,3=5+2a.
26. log, 24 =log, 2°-3=1log, 2° +log,3=3log, 2+1=1+3a.

4a+8b=4
27. (4-6i)-a+(8+2i)-b=4+2i=>4a+8b+(-6a+2b)-i=4+2i=> = =
—6a+2b =2[(-4)
az—l, bzﬁ.
7 56

28. (3-2iV2)? =a+ib<=9-12iv2-8=a+ib= 1-12iV2=a+ib=a=1 b=-12/2.

29, i +i® 41" =i iR i =i i i =i

30. (2+iv3)? +(2-iv3)? =4+4i3-3+4-4i3-3=2€Z;

31. z,-2,=26+T7i :|zl.zz|=|26+7i|=\/mzx/ﬁ.

32. Ix*+5x+5 =—1|()3 = X*+5x+5=-1=x*+5x+6=0=xe{-3,-2}.

33. Jx-3= 5|()2 = x—3=25= x=28care respectd conditia de existentda x—3>0.

34, Y2-x= x|()3 =2-X=X"=Xx"+x-2=0= solutiile intregi se gisesc printre divizorii
termenului  liber, 2 cu schema Ilui Horner sau cu ajutorul descompunerii:
X —X+2X-2=0=x(X* 1) +2(x-1) =0= (x-1)(x*+x+2)=0=>x =1, X, ¢ R. S={1}
35. X' —4x+4=3|)" =X —4x+4=9=x*—4x-5=0= xe{-L5}. Din conditia de
existenta

x> —4x+4)0 care are loc pentru orice x real si pozitiv, intrucat discriminantul ecuatiei de

gradul doi x* —4x+4=0 este negativ, rezultd S={-1,5}.
36. \/XZ—X—2=2|02:>X2—X—2=4:>X2—X—6=O:>XE{—2;3}. Din conditia de

existentd a ecuatiei, X’ —x—2)0 rezultd S ={-2;3}.
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37. \/3x+4=2\/;|()2:>3x+4=4x:>3x—4x=—4:>x=4. Conditii de existentd a
. {3x+4>0
ecuatiet: .
X
38. \/x+5=x—1|()2:>x+5=(x—1)2:>x+5=x2—2x+1:> X’ -3x—4=0=> xe{-14}.
X+52>0

Din conditiile de existenta a ecuatiel
Xx—=1>0

= x>1, se obtine S ={4} .

39. V-x*+5x+3 :x|()2 = X +5x+3=x*=2x*-5x-3=0= XE{—%,3}.

: - : o —x* +5%+3)0 .
Din conditiile de existenta ale ecuatiei obtinem: { -0 ) . Atunci, S ={3}.
X >
40. J5—x = x+1|()2 =5-x=(x+1)’=5-x=x"+2x+1= x*+3x-4=0= x e {-41}.
. e : .. |5=x=0 _
Din conditiile de existenta a ecuatiei {x+1> 0 = xe[-1;5] , se obtine S ={1}.

Ny x3+x2—x—2=x|()3:>x3+x2—x—2:x3:>x2—x—2=0 = xe{-12}.
42. J4x-3=2x-3|()° = 4x—3=(2x—3)’ = 4x—3=4x> ~12x+9 = X’ ~4x+3=0=
4x-3>0
2Xx—-3>0

43. \/1+x+\/1—x:2:>\/1+x:2—\/1—x|()2:> 1+ x=4-2J1-X+1-x=

21— :4—2x‘:2:>\/1—x =2-X| ()Zzl—x:4—4x+x2: X’ —3x+3=0=>x¢R.

44, f(—2)+f(—1)+f(1)+f(2):%—22+%—2+2—%+22—i:0.

22
45, 2% 4 2x+2 =10:>2X(1+22)=1o:2x =%=2:x=1;

x € {1;3} . Din conditiile de existenta a ecuatiei { = X> g, atunci S ={3}.

46. (%j =27 =27 =" Xx=Xx-2=>-2Xx=-2=Xx=1.

47.3+2:3" =73 (1+2:3) =7} 7=3 =1=x=0.

48. (a'™ =a’" = f(x)=g(x)),
32XZ_5X=3‘3:>2x2—5x=—3:>2x2—5x+3=0:>XG{1;§}.

49, 5" =25¢ = 5"X =5 ] _x=2x=3x=1= x=%.

1

50. 2~ =§:>2*2-4* =27 =X’ ~4x=-3= X" - 4x+3=0=x< {1;3}.

51, 349427 =303 +37 43" =303 +(3) +(3) =39= se face notatia
3*=t)0. Atunci, ecuatia datd devine t+t*+t®=39=t(l+t+t*)=39=3.13=
t=3=3"=3=x=1.

S=1{1.

52. 5 57 14 x2 4B6x=-T= x> +6X+8=0= X e{-4-2}
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81 9 81|82 81 82

53 3x—2+3x+2 — — _+9
81 3

82_ 3 nop_82_ 3(; jsz 5 82_82[9 0 82 9

y:1:3%3X:—Z
9

54, 2% 4+2* -10=0=2*-2*+2"-10=0=2"(4+1) =10 = 2* :%:ZX =2=>x=1

55. 2¥ I —4=2F 0 =22 = [x—1=2|()° = x-1=4=x=5. Conditii de existentd a
radicalului: x-1>0=x>1.

56. log,(x+5)=3=x+5=2°=x=8-5=>x=3, care verificd conditia de existentd a
logaritmului x+5)0= x)—5.

57. lg(x* —3x) =1= x* -3x =10= x* —-3x-10=0= x e {-2;5}. Din conditiile de existentd
a ecuatiei rezultd x* —3x)0 = x e (—,0)U(3;2), atunci S ={-2;5} .

58. log, (X" ~7x+8)=log;(x~7)= X’ —7x+8=x-7=x"—-8x+15=0 x<{3;5}.

x> —7x+8)0 o)
Din conditiile de existentd obtinem |x —7)0 , asadar, S ={J}.

59. log, (x+2)+log, x=3=>log,(x+2)-x=3=x"+2x=2" = x* +2x-8=0= x e {-4;2}.
X+2)0 )
Din conditiile de existenta a ecuatiei {X)O ) = x)0 obtinem S={2}. S-au folosit

formulele
log, x+log, y=log, x-y si log, x=N=x=a".

60. log,(2x+4) =log,(3x+1) = 2x+4=3x+1=2x-3x=1-4=x=3.

: . : 3 .. [2x+4)0 1 :
Din conditiile de existentd a ecuatiei = X)—=, atunci S ={3}.
3x+1)0 3
61. log,(x*—2x+1) =log,(x-1)= x*—2x+l=x-1= Xx*-3x+2=0=xe{L;2}. Din

x? —2x+1)0

= X)1, se obtine S ={2}.
x=10

conditiile de existentd a logaritmilor {

62. 19> x—4lgx+3=0. Se noteazd lgx=t=1t*-4t+3=0=te{1;3}= Igx=1=x=10si
lgx=3=x=1000.

63. |AUB|=2500, |A=|B|=2015= |AnB|=|A+|B|-|AUB|=2015+2015-2500=1530.
64. 61=720;

65. In fiecare din cele cinci pozitii ale cifrelor telefonului pot fi oricare din cele 9
elemente ale multimii, adica 9-9-9-9-9=9°;

66. Numarul submultimilor unei multimi cu n elemente este egal cu 2" iar pentru
submultimi nevide 2"-1;

Tn cazul nostru, N= 2*-1=15;
67.10!=1-2.-3-.....-10;

91  9.8.7-6-5-4!

68. A= = —15120;
& (9-5)! 41
69, A= 8! =8-7-6-5-4-3-,2f=20160'
(8-6)! A
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70. A} =—= 8765’44—1680
(8- 4>' A
71. Cei 8opt alergatori pot ocupa oricare unul din cele 3 locuri, I, II, III adica
g
I .7.6.51
8.-7-6=336 sau A = 8 _876:5 o5 situatii;
(8-3)! 51
72. P,=41=1.2.3-4=24,
| |
73. C, —-Cd = 10! d _10-9-1.
(10 9)L9! (9—8)!8!
| .6-5.4.
74. A = =5-4.3.2.1=120, C’= & 76543{:35 =3!=1-2-3=6
(5— 4! (5-3)!-3! 21 3
:205—@‘_235—120_—50__5_
P, 6 6 3’
I | .nl I |
75. W:zozo:%:zozo:%:zozo:n+2:2020:>n:2018.
| | . .
76. Ci-Cy= 8 8 876 876 5 g putea folosi si formula
(8-3)L3! (8-5)L5!1 6 6
Ck=CM*.
n! n!
7. T AT '
(n—k)Lk! A (n—k)!
| I
cio o 9878 o4; 5 = 9!  9.8.7-6-5 _126
(9-6)t6! 3 g (9-5)L5! 4L g4
1  9.8.7-6.5. 6_¢c5 _
A = 9! _9-87-6-5-4 =15120. Atunci, Gy 5C9= 32
9-5! il A 15120
| I l. . .
78. ck= oo P /50,
(n—k)Lk! (n—k)! (- 7 26
| |
At 776543 _ 840, c 51 5434
-4 A (5-3)131 213
Al —3A, _2520-840 _ o
C? 10
| . | I
L 20141 _ 2014-2013! . o 2014!  2014- 20131 _ 2014
(2014 —-1)! 2013! (2014-1)+11 20431
1 1 1 1
Se pot folosi si formulele A'=n, C;=n. Povss * Cong = Poa +Copps 22014,
2014 2014 2014
‘ n! n!
80. P =n!=1.2.3..n C=——— A= .
(n—k)Lk!’ (n—k)!
I
P,=6!=1.2.3.4.5.6=720, A’= ot _6-54 3f_120
6-3! A
o Tt 7654 A s P,+A 120+720 168
=33t 21 Y (o 35 7
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I n+1)-n- !
En+3;:_4n+6:>( }D/I%/IY:—‘"HGD n*+n=-4n+6=n’+5n—-6=0de
n-1! :

unde se obtine ne{-6;1}. Din conditia de existenta a factorialelor rezultd ca

n-1>0=n>1, asadar S ={1}.

| .4.31 | 4.
8 p 5| _543 . cr__ 5! =54;s1:10;
(5-2)! 3l * G-2)r2t 3.2
P,=41=1.2.3.4=24= A’ +CZ —-P, =20+10-24 =6.
! 71 7-6.5!1 42 71 7-6!
83.ck=— " _cs- _ “2 01 cf- _re_4
" (h—=k)Lk! © 7 (7-5)L51 2151 2 " (7-6)L6! 116!

I 5.41
cio_0 054 30 5 s gv_ci=217-15=11;
(6-4)L41 2141 2
84. Se utilizeaza formula C* =C"* sau se calculeaza efectiv combinarile:
Cr=Ci?=Cy, C3=Cy?®=Cj;. Atunci, C;-C; +Cf, -C;; =0.

85.C’+Cl=8=1+n=8=n=7.

I

86. C3—2n:0:>L—2n:O:>n(n—1)(n—2):12n. Cum n este natural si

n ( 3)'3' 5
n—3).3!

n # 0 = prin impartirea ecuatiei cu n ¢ n’ —3n-10=0cu solutia n=5.

n!
(n—2)-2!
singura care verifica conditiile de existentd: ne N,n> 2.

87. Conform formulei se obtine C? =28« =28=n(n-1)=2-28=n=8.este

n! (Dt

2- - =6n=
(n=2)2! (n-2)13!

88. 2C.2-6C, °=6n=

‘ n(n—l)(n—2)!_6. (n+)n(n-1)(n-2)!

(n—2)12 (N-2)+6

n(n-1)—(n+DHn(n-1)-6n=0=n(n-1-n*+1-6)=0= n(-n*+n-6)=0=>ne .
Conditii de existenta a combindrilor: n>2, neN.
89. Se aplici binomul lui Newton: C°+C!+C2?+...+C"=2"; In cazul nostru
(Co+Cyt+Cy 2 +....+C2 +C})+C) =1023+C)) =
2" =1023+C} = 2" =1023+1= 2" =1024 = n =10.

6h=

90. Closo +Cop +Cop + et Cooed = 22020 1 din
formula2" =(@1+1)"=C>’+C!+C?+C> +.....+C/
91.

log,128 =log,2" =7log,2=7-1=7; Iog26—14= Iogzz—lez log,2° =—6-1=-6;

log, 125 = log, 5° = 3-log,5=3; P = numar_cazm_m _ favorabl_le_ _ g
numar _cazuri_egal _ posibile 3

92. Se verifica pentru fiecare element al multimii {1,2,3,4,5} inegalitatea n! )20.

U =121 =2, 3! =6, 4! =24)20, 5! =120Y20. Asadar, sunt doud cazuri fabvorabile .

p-2.
5

93. Numere prime: 2;3;5;7;11;13  Numarul cazurilor favorabile: 6;
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Numarul cazurilor egal posibile 13; atunci, P = %

gl
C? _pl2l 14 . . . 3 3
94, P= - 120 ﬁ; 95. Numarul de cazuri favorabile, 2: 27=3°, 64=4°.
12
101 2!
Numarul de cazuri egal posibile, 90: 10, 11,12, 13,....,99. P =9—20=%.
96. Numar cazuri favorabile, 3: 115, 151, 511; Numadar cazuri posibile, 900.
3 1
7900 300
4
7. p=So 15 . 08. TVA = 28 25040 _ 45
c, 71311 100 100
: . . . 23-100 .
99. La clasa a X-a B sunt promovati 23 din 30 adica 30 =76 adica 76%
procentul de promovabilitate.
100. TVA—E 238—@=45, 22
100 100
P 340
101. 884-850=34= p% din 850= 34:>m -850=34=p= o =4,
102. Fie x pretul initial. Atunci, dupd prima ieftinire se obtine pretul
10, %0x_9
100 100 10
Dupa a doua  ieftinire se  obtine pretul de 567 ler  adicd
9 10 9 90x —9x
—X———-—X=567= =567 =81x=567-100 = x=700.
10 100 10
103, x4+ x—51ms 0y 5y 21100 44,34.
100 100
104. D=p% din N= D/,,, =6% din 1800=%~1800=108 euro.
105. S, =S, +D =1000+%-1000-2 =1000+100=1100 euro.
106. D =8% din 1500:%&500:120. Suma finali este 1500+120=1620.
25 1 5
107. a=——>Db=a==-b=a+b==b sau b=4a—a+b=a+4a=>5a.
200 4 4

100 5a

108. X—%x 680 = 85x = 68000 = x =800 lei.

1.1 Matrice
1.8) (2;3); b) (3;3); ¢) (3;2) ; 2.x=5;y=10; 3.S={(2-13)}; 4. S={(5:6;,-4)};

5.a=8,b=3sau-3,c=5; 6. a=1, b=2, c=3; 7.x=-2; y=2, z=0; 8. X=2,y=1, z=1,
9.x=4, y=3, z=4,1=3; 10.x=2;y=4sau-4, z=3sau -5;
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. et
11. n. 2 :
Na1 (n+1)(2n+1)
6

n+l

12. Se stie cd 1+2+2°+2°+..+2" = ca suma unei progresii geometrice, de unde

rezultdcd 2+22+28+.. . +2"=2"1_2:

13. Zn:k«!:i[(k D)kl = = (N+D) -1 ZH:C: =Cl4+C2+..+C" =2"-1;
k=1 k=1 k=1

1n

=1 -1
51 1 1 1 1 1(2) 2" -1 . .. .
Y =ttt = ==—= ca suma unei progresii geometrice.
Sk 227 2 2 2 1, 2

2

1.2 Operatii cu matrice

5.8) A+B=(_2 5J:b) A—B=(_4 _lj; c) A-B:(l _ﬂj;d) |3.A=(_6 8);
1 0 3 2 1 4 5 3

. (1T 4, , (1 0). (13 -9), (4 -6)
ox-(] How] o2 w4 )

-10 5 -5 0 -5 -5 3 6 -5
6.a) 3A+2B=| 0 5 10|;b) A-2B=|-2 -3 6 |; C) A-B=|1 6 -4|;
-5 5 0 -1 -3 2 2 -1 4
5 -2 4
2 . -1 2 . 0 1 . - s — .
d A=-2 3 2|; 7. A= ; B= ; 8. Se stie caIna+Inb=1In ab;
> 0 3 3 1 -4 2

1 0 a+b
9. H(a)-H(b)=| —(a+b) 1 —%(a+b)2 _H(a+b)VabeR

0 0 1
12. a=2, b=-12, c=10, d=1; 13.x=3,y=1; 14.x=2; 15. A) inM pentru x=0 se obtine
matricea unitate; b) x=0; ¢) x,=-1++/5 .

7 -4\ (3a+b -
16.( j:( ar aj:a:4; b=-5.; 17.x =5;y =2; 18. a) Se aratd prin

8 -1 2a a+b
11

calcul direct; b) A= 2 411 ; 19. Se verifica prin calcul direct; 20. x =5;y = 10;
0o =
2

21. Relatia (A+B)> = A? + 2AB + B? este echivalenti cu AB=BA adica
(l X ] = [1+ oo Zj. Din relatia de egalitate a matricelor se obtin solutiile (x;0;y)
y yz+1 y 1
sau (x;y;0).
22.b) X (@)X (b) = X(a+b+ab)= X[(a+1)(b+1)-1] =
X[A+D(2+D)(3+1)...(2011+1) —1] = X (t 1) = t =2-3-4-...- 2012 = 2012!
23. Se verifica prin calcul direct;
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24.2) X(a)- X (b)=(1,+al)(],+bA)=...
b) X(@)-X(2) .. X (N) = X (2011) > X (1+2+3+...+ 1) = X (2011) =

14243+, +n=2011 « N+

. 24X~ 10 0 0
Prin urmare, S ={@}; 27. A*+A+21,=0, < XY Y = . Se
—x-1 -y 01) (00

=2011=ne¢N

obtine x = -1, y = 2. 28. Daca X :(i SJdin relatia de egalitate datd se obtine

b

; 29. Din relatia de egalitate se obtine sistemul cu ecuatiile 2x+y = 4 si

a

X =
9 a+b
2

x+y = 1 de unde rezultd x=3, si y = -2: 30. Se ia X =(’Z‘ nsi din AX=XA rezulta

ax+bz = ax+by, ay+bt = bx+ay, bx+az = az+bt, by+at = bztat, de unde se obtine ciz=y
si t =x; 31. Radacinile x,x, € C satisfac ecuatia (x-1)(x® + x+1)=0 adica x* -1=0, prin
urmare X;° =1, x,° =1. Cum f(1)= a+b+c se efectueaza inmultirea matricelor si se obtine
relatia ceruta.

2" -1

32. e =x= 14+42+2%+...+2"0 = =21 _1=2047:

IN1+IN2+IN2° +IN2°+...+In2° =0+IN2+2In2+3In2+...+10IN2 = (1+2+3+...+10)-In2=55-In 2.

L+V2 4822 4 420 =142+ 2+ 242+ 22 + 442 + 22 482 + 24 +164/2 + 2° =

312 + (1+2+27 +2° +2* +25) =312 + 63.
sau ca suma a unei progresii geometrice:

1424422 +..... +\/2T°:\/i-JE L (3242 1) (V2 +1) =312 +63

J2-1
11
1 -1 11 11
1 1 1 1 2 —2(1-27) 2°-1
1+§+?+¥+ ..... F: 1 = 211 = 210 .
—-1
2
100 100 )
2) k 2
Z‘ kzﬂ: 10100 2'%-2
33. AQ)+A(2)+ A(3) +....+ A(100) = = 100 :
12001k-k| %Ck 1011 277 -1
= G
100
ZZk:2-(1+2+3+...+100):2-%:100-101;
k1
100 2102 _l
sz =2+22+23+””+2100 =2'—=2101_2;
k=L -
100 100 100
D kokt=3 [(k+1)-k!]=101-1; 2 Cioo = Cioo +Cigo +Cigg +vnn+ Crgg =27 =1,
k= k1 k=1
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34. a)

1o [ P Le o (L e )

—nx 1-nx) | -ny 1-ny —n(x+y) 1-n(x+y)
unde x,yeR;neN
Mn(\/;)-Mn(\/X+3)=Mn(\/;+ X"“?’):Mn(3):>
— Jx++/x+3=3, unde x €[0,)

— X +3=9-6/x+ X = 6/x =6=x=1.

b) Mn(x)-Mm(x):(an nx J(me mx j=[1+(n+m)x (n+m)x J

Il
<
>
+
3
—
x
~

—nx 1-nx) -mx 1-mx) | —=(n+m)x 1-(n+m)x

Altfel, M, (x)-M., (x) = (1, +nA)-(I, +MA) = I, + (m+n)A= M, (x), unde A:(_l ljg

00 . 11
AZ:{O Oj.AtuncL |\/|1(1)-|\/|2(2)-...-|\/|2019(1):|\/|2019_2020(1)=|2+2019-101o.(_1 j

2

5. a) Fiex=[2 ®lem,@.oin[® P13 123 3)? Plrequra
c d c d/{3 0 3 0)lc d

b
c=-b,d =a+b. Asadar, forma matricelor X este X = 2 :
-b a+b

b) Din X?=A}X = X®=A-Xsidin X {X?=A= X*=X-A rezultd A-X =X -A,

a b ) (3 -3
- b=1sia=-2
[—b a+bj {3 OJj e

-2 1 2 -1
saub=-1sia=2. Asadar, X = sau X = :
-1 -1 1 1

a b
asadar, X este de forma X = . Din
-b a+b

. 3a+l 6 3 6 .
36. a) Evident, X(a)=| © = % |=1,+a _1,+a-A  Atunci,
-a 1-2a -1 -2

X(a)-X(b):(gaJrl 6a ]‘(3b+1 6b j:[S(a+b+ab)+1 6(a+b+ab)
-a 1-2a - 1-2b —(a+b+ab) 1-2(a+b+ab)
Altfel, X (a)- X (b) =(1, +aA)(l, +bA) =1, +(a+b+ab)A, deoarece A?=A.
b) Deoarece, X (a)- X (b) = X(a+b+ab)=X[(a+1)(b+1)-1], rezulta
X(D)-X(2)=X(2-3-1), XD-X(2)-X@) =X(2-3-1)-X(3) = X(2-3-4-1),

X (D)X (2)-X(3)- X(4) = X(2-3-4-1)- X (4) = X(2-3-4-5-1), etc.

Asadar, X (1)eX(2)eX (3)s.......sX (2013)eX (2014) = X (t—1) = X (2015!) = X (t—1) =
t =2015!

37.a)|v|(—1):[2 _1j+(o 1}2(1 0szM(O);

j:X(a+b+ab)

1 0) (-1 2 01

(1=x o x Y (1-y oy ) (1-(x+y)  x+y )
b)M(X).M(y)_[—x 1+xj(—y 1+yj_(—(x+y) 1+x+yj_M(X+y)'

) M(x)-M(x):M(x+x):M(2x):M(a):>2x:a:>x:%eR.
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100 10 2) (a-1 0 2a
38.a) X(a)=[0 1 O|+a:]0 0 Ol=l 0 1 o0 |;
00 1 10 2) (-a 0 1+2a

b) X(@)-X(b)=(l,+a-A)-(l;+b-A)=1,+(a+b+ab)A=X(a+b+a-b), Va,beR;

¢) Observam ca X (a)- X (1) = X(a—-1-a) = X (1), Vae R=P=X(-1);
1117 (111 (100 (012

39.a) f(A)=A’-A+1,={0 1 1| =[0 1 1|+|0 1 0|=|0 O 1|+I,=B+I,.
001 (001 (oo 1) (00O

b) Cum f(A)=I3+B, rezulta (f(A))*=(l5 +B)*= I; +3B+3B2.

1.3 Puterile unei matrice

3c
— 2 3 -2 -3
1. S=A; 2.X:a 2 |, aceR.; 3.X=( jsau Xz( );
-1 2 1
C a+c
4). b) suma este egalda cu A—2A+3A—4A+...+9A-10A=-5A

a 0
ab . : . .
10. Daca X = [c d] , rezulta X =| d-ga d si prin inlocuirea acesteia in relatia data se

2
obtin matricele corespunzatoare valorilor pentru a=isau a= - i i d=1 sau d=-1;
-1 0 O a b c
11. X=|{0 2 0 |; 12. a) Seia X=|d e flsi din A-X=X-A, rezulta
0 0 -2 g h i
x 0 0
X=/0 vy 0} xvy,zeC.
0 0 z
x 00 x> 0 0
b) Din X:| X°=AlX=XA=AX= X=|0 y 0}, x,y,2eC.=>X°=[ 0 y* 0|
0 0 z 0 0 2°

Din X°=A=x>=1 y>=2; z°=3.Cum fiecare are cite cinci solutii in C rezultd ca
ecuatia
X° = A are in total un numar de 5° = 125 solutii in C.

4 -2
13. Se observi ca det (A*) = (det A)* :‘6 o= 0=detA=0.

b
Daca A= (j dj e M, (R) = ad —bc =0 si din relatia lui Cayley ,

A’ —(a+d)A+(ad -bc)-1, =0, = A? = (a+d)A si atunci rezultd ca A* = (a+d)°A adica
Al [(a+ d)’a (a+d)3bJ

4 -2 . : . <
= . e . Din egalitatea de matrice rezulta a+ d=1 sau
(a+d)’c (a+d)’d 6 -3

a+d = -1. In primul caz rezulta a=4; b=-2; ¢=6; d= -3, iar in cel de-al doilea caz rezulta

4 -2 -3 2
a=-3; b= 2; c=-6; d= 3. Se obtin matricele A=( J sau A=( 3 ]
6 -3 -6 4
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14. a) Calcul direct;

aici se obtine X(x+1)=2-2016 = x(x+1) =63-64 = x =63.
c¢) Din a) si prin inductie se aratd ca A"(x) = A(nx).

1 /2 n?
15. a) Prin inductie se arataca A"=|0 1 W2 | b) Deoarece A:B+\/§I3 unde
0 O 1
0 V2 1 100
B=|0 0 +2|si I,=/0 1 0] atunci A”=(B+\/§I3)“=Zn:anBk-(\/§l3)“‘k=
0 0 O 001 0

=31, +n\/§n18+@\/§n282 deocarece B3=0;,B*=0,, ....
16. a)

AX)- A(Y) = 1-2x X 1-2y y |
=1 lex 143x -6y 1+3y)

1-2
(X+y+xy) X+ Y+Xy A4+ xY)
—6(X+y+xy) 1+3(X+y+xy)
1-2(2x+x?) 2X+X°

—6(2x +X%) 1+3(2X+x2)]: ARx+X7) = A((X+1) —1)_

b) A*(x) :[

Sau

Din a) pentru y=x, obtinem A*(x) = A(X)- A(X) = A(X + X+ X-X) = A(X* + 2X)
c) Din A(x)- A(Y) = A(x+1)(y+1)-1), VXY e, obtinem,

A (1) = AQD)- A = A(2*-1),

A=A @D)-AD=A(2-1),

2016 (l) — A28 (1) . A(l) — A(22016 _ 1) .

2% +2x  2x3—2x

=2x-A(X) = A*(x)=8x3-A(X) =
oy 2x2—2xj (x) (X) (x)

17.a) A*(X) :[
(8x° +2x)-A(X) =0, = 2x(1+4x*) =0= x {0%}

- - 1 -1 «
b) X" = A(0) = X _[1 _J.().

Ridicam la puterea a doua: X" = (1 _1]~(1 _1J = (O OJ =

1 -1){1 -1 0 0
X?=0 ,= X" =0,, contradictie cu (*).
18. Evident, A> =3A, A’ =3%A, prin inductie se obtine A"=3""-A ,vVneN*, iar
A2 =3"1. A Atunci, A"+ A" =810A<10-3"".-A=810A=3""'=81=n=5.
19. a) A? =(_05 05] = A =5, A= A’ =-5A= A’ +5A=0,.
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b) A’=-5A, A= -5A%=57,
Presupunem ca A*=5%1, si s aratam ca A*¢V=52D),,

Rezultd, A10=5%],,
A4(k+1) — A4k . A4 :52k . |2 .52 . I2 :52(k+1) . IZ.

4 -2
20.a) A’ =(6 sz—A: A=-A=A=> A"+ A =-A+A=0,.

b) A+2A% +3A%+. . +100A'=  A+2(-A)+3A+4(-A)+5A+.... +99A+100(-A)=
= A(1-2+3-4+5-6+......499-100)= A(-1)50= - 50A.

21. a) C=A+BI,= [4 Oj.
0 1

b) C=A+Bl,= [4 0}02:(4 oj_£4 o}:£4z oJ.
0 1 0 1J{o 1) (o 1

4n ) 4n+1
Presupunem ca C" = 0 si sd aratdim ca C™ = 0 :
0 1 0 1

n 4 0 n+l .
c=Cc".Cc= [4 OJ [ j = (4 2] . Atunci suma C+C? +C* +... +C* este egala

0 1)(0 1 0
cu
4442 +4° 4 420 0 [ Z@me_y o
0 1+1+1+..+1 Bk 0 2010 .
2.1 Determinantii de ordinul doi si trei
1.a)-11; b) 5; ¢) 1; d) 7, e) -14; 1) 6; g) ﬁT_l; h)1;, 1)0; j)4 k) i—4;1)-8 m)
I
2i; n) 36; 0) Se aplicd formula pentru combinari, C* :m . Raspunsul final este
1.
2 2 - 5
2.2)6; b)-3; 3). S={-55} 4).a) detA(2)=]2 -2 3|=-8; D) S={7;3};
3 -2 6
2 -1 1
5.a) D(0)=|0 1 -1=6;
2 3 0

b) D(M) =m(m+2)+3(m+2)=(m+2)(m+3);
¢) Din b) rezultd cd D(n*-3n) =(n*-3n+2)(n*-3n+3)=0=n, =1, n,=2,
6.b) D(a)=a’=8a-12=a’=ae{2;6}
1 2 -
7.2) D(0)=|2 3 5|=-5; b) D(a)=a’-4a-5=(a-5)(a+1), VacR;
1 2 4
c) (a-5)(a+1){(-3(a+l) < (a+l)(a—2){0. Cum a este intreg rezulta a= 0 sau a= 1.
8. a) d(0)=2; b) d(X)=-2(x*-1)= - 2(x-1)(x+1); c) Din - 2(x-1)(x+1)= - 2(y-1)(y+1)
rezulta ca

x? —y*=0 adicd (x-y)(x+y)=0 de unde rezulti x+y=0 deoarece x si y sunt diferite.
9. b) D(X) ==X +5%* +6X = X(—X* +5x+6) = x(X+1)(6—X), VXeR;
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c) \/5(\/5+1)(\/§—a):0:>a:0 sau a=36.

10. a) A>=A-A=-A, adici tocmai ceea ce trebuia demonstrat;

X 1 2 -2 x+2 -1 x+2 -1
b) + = , det(X +A) =4 <

1 x 3 -3 4 x-3

(X=3)(x+2)+4=4=(x-3)(x+2) =0= x=3sau x= -2.

) -2 1 31
Atuncl, X = sau X = :
1 -2 1 3

c) Cum A%=-A, A=A, A’= -A, se aratd ca A'®=-A, atunci suma
A+2A%+3A% . +100A este egald cu (1-2+3-4+....499-100)A= -50A.

11.a) 0; b) 4a;
12.8) S={7} ;b) S={-88};c) S={L2}; d) S={—2;—1;—%} . e) S={0;%}; )
S={6}; 13.D(a)=-a(a-1); x=0; 14.a)x=-1; b)x=0;c)x=0; 15. xe(—o0;-5]; 16.

3

xe(-6;,-4); 17. M; 18. Se folosesc sumele 1+2+3+...+2011:M,
2 2
2011

2+22+23+...+22°“:2u=22°12—2; Determinantul matricei devine 2011° -1007-

2-1
2011%2; 19. Se observa ca A’ = l,si A°=A. Suma dati se va studia dupa paritatea lui

: : 2k 3k . :
n. Dacd n este par adicd n=2k atunci A+ A?+ A’ +..+ A% :( 0 0] iar determinantul
sumei este egal cu zero.
0 -1
determinantul sumei este egal cu -2k-1 care este nenul, prin urmare,

det(A+ A+ A’ +...+ A")=0<>neste par. 20. n=1; 21.a) Se verifica prin calcul; b)
X1=-3; Xo=-2;X3=0;

. : . 2k +1 3k+3).
Dacd n este impar adicd n=2k+1 atunci A+ A’ +A’+..+ A" :[ ]lar

a 1 a
22. det(A)=|la+1 a a-1=—-(a’*+a+3)(0,vacR. Iintrucat discriminantul ecuatiei
2 -1 1
de gradul doi, a*+a+3=0 este negativ det(A*") = (det A)**(0.
Pe de alta parte, det X**°(X?+1,))0. Asadar, ecuatia nu are solutii in M,(R).
0 01
23.a) A’ —[0 0 0| det(A)=0.
0 0O
a b c
b) X=|0 a b, abceC.
0 0 a
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a b c
c) Din X:| X*=A}X=XA=AX= X=|0 a b|conform lui a). Cum X* = A,
0 0 a
rezultd det X = det A = 0, atunci si det X=0 adica a® = 0 ceea ce inseamnd ci a = 0. Insa
0 b c
pentru X =0 0 b |= X?=# A.. Asadar, ecuatia nu are solutii.
0 0O
24.a) A=a®+b’®+c® —3abc;

b)
%(a+b+c)[(a—b)2 +(b-c)? +(c—a)2]=%(a+b+c)(2a2 +2b% +2c? — 2ab—2bc — 2ac) =
=(a+b+c)[a*+b*+c®> —ab—ac—bc]=a® +b* +c* —3abc=A.

c¢) Conform cu b) ecuatia data se scrie echivalent de forma:
(2")® +(3)*+(5°)° -3-(2-3-5 =0«

%(2X +3+59[(2" =3)* + (2 -5)* +(3* -5)’]=0=>
2*-3"=0, 2°-5"=0, 3*-5"=0=x=0;

25. a) Conform relatiilor lui Viete, rezulta x; +X, +X3= 0;
b) Cum x, X,, %, € R sunt solutiile ecuatiei x° -4x+3=0 atunci verific aceasta ecuatie:

x> =4x -3
X," = 4x, —3
X, =4x, —3

X+ X, + XS = 4% + X, +X;)—9 sau  S3=45;-9. Rezultd S3=-9, unde

3 3 3
Sy =X X, X,

Xl X2 X3
)Cum A=|x, X, X/|=3%%% —(x +x,’+x;’), rezulti A=-9—(-9)=0.
X3 Xl X2

26. a) Conform relatiilor lui Viete, rezulta x; +X, +X3= 5;
b) Se cunoaste formula X,* + X,” +X,* = (X, + X, + X3)? = 2(X,X, + X, X; + X,X;) S
de unde rezultd ca x,” +X,” +x,° =5 —2.2=25-4=21.
Xl X2 X3
) Cum A=[x, X, X|=3%%X% —(x°+x,°+x;), rezulti
X3 Xl X2
A=3-(-1)- (55, - 25, ~3) = 3-(-1)— (5-21) —2-5-3=-3-92 = 95,

1 0 0)(1 1 0 O 1 0 O

0 0
27.a) M,-M, =|Ina 1 O|-{Inb 1 O|=|Ina+Inb 1 0 |=|lnab 1 0 |=M,,.
0 0 a/{l0 0b 0 0 ab 0 0 ab
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2010 O 0
b) M, +M, +M, +...+ My, =| S, 2010 O |unde
o 0 S,
Si=Inl+In2+....+In2010=1In1-2-3-....-2010=In 2010 si
S,=14+2+3+...42010= %2011 =1005-2011.
2010 0 0
Asadar, M, +M, + M, +.....+ M,,,, =| In2010! 2010 0 =
0 0 1005-2011
det(M, + M, + M, +.....+ M, ) = 2010% -1005- 2011
1 0 O
¢) Conform punctului a) rezultd M(a)'® = | 100lna 1 0 |, a)0.
O 0 a.100

2.2 Proprietatile determinantilor

1. a) Se scade prima linie din celelalte si se obtine cd determinantul este zero; b) Se
aduna liniile a doua si a treia la prima linie si apoi coloana intai se scade din coloanele a
doua si a treia, obtindndu-se -2(x> +y®); ¢) Se aduni linia a doua la prima linie si se
obtine determinantul egal cu zero.
2. A=(a-b)(b-c)(c-a)(a+b+c) ;
5. -8; 6.a) -10; b) 4; ¢) 0;
7. Cum z este solutie a ecuatiei z° -1= 0 rezultd z° =1 si Z° + z+1=0, prin urmare
A=7"+2+7%+1=0°(*+2+D)+z2=1

abc bca cab 100 10 1

a b c
8. Deoarece matricea | ab bc ca |esteegalicu |10 1 O||(b c arezultica
a b c 1 0 0)lc a b

determinantul este egal cu a® + b* + ¢ -3abc.

2.3 Aplicatii ale determinantilor in geometrie

1.a) x+7y-26=0; b)2x -3y +16=0; ¢c)x+7y-3=0; d)13x-y -16=0; 2. az—%;

3. A:%-|A| =1. 4. Se verifica intr-adevar faptul ca A, apartine dreptei determinate de

punctele Ag si A; , adica punctele Ag , Ay, A, sunt coliniare pentru orice n natural; 5. a)
me R\{O}, b) Apgcp=Aacpt Aasp=1; C) (AB) X+y-1:O.

6. m=-1; 7.a)3x+y-10=0; b) m=-8; c) m=32 sau m=12.

-3+3 4+2
8. a) MAB:[ > ,TJZM(O,g),
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Xy
b) Ecuatia dreptei AB este -3 4 1=0=x+3y—-6=0. Observam ca dreptele AB si (d)
3 2
sunt paralele, prin urmare fie un punct C ales pe dreapta d.  2x+ 6y+2=0. Pentru x=2
rezultda y=-1 deci punctul C este C(3;-1).
1-3+3-(-1)-6| 6

12+ 3 V10

Atunci distanta de la C la dreapta AB este D =

9. Fie C(m;n) un punct in plan. Dacd ABC este echilateral atunci AC=BC adica
AC = AB = /(m+1)* + (m—4)? =+/40 si BC = AB = /(m+3)* +(m+2)? =+/40 .
Rezultdi n=1+/3=m=-2-3{3 si n=1-{3=m=-2+33.

Xy
10. a) Ecuatia dreptei AA, este |-1 1 1=0<x+y=0;
-2 2
Xy
b) A=1.|A|=l -1 1 :1.|_3|:§;
2 2 2 2
-2 2
0 01 n n 1 1
c)l-n n 1= =n- =n(2n+1) #0;
-n-1 -n -n-1 -n
-n-1 -n 1

11. a) B,(3;0), B,(6;—1) = ecuatia dreptei BB, este x+3y—-3=0;

n-1
b) A, (log,8";log; (%) )= A(n-log, 2*;log, 5 ") = A(3n;1-n) = B, (3n;1-n).

3 0 O
c) A,eAA <|6 -1 1 =0ceea ce este adevdrat;
3n 1-n 1
3 1
12. A :1:%-|A|:1, unde A=[n+1 n 1= 2n-3=1 de unde rezultd n=2.
1 3
13). Aneco = Ansc + Aanc :%"'%:%-
4 2 -4 2 1
Asc :%|Al|, unde A,=|3 5 1=-31, A :%|A2|, unde A,=|-3 -1 1=26,
6 -2 6 -2

14).Cum dreapta (d) este de ecuatie x—y—-2=0 si
M(xy)ed=x=my=2—-m=M(m;2—-m).

1 5 3 4 1
Din Ayo=Awo=m 2-m lY=m 2-m L= 2-m-5m=6-3m-4m=m=4.
0 0 0 0
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-2 -1 2 -1
15).a) |1 5 =0=A, B, C sunt coliniare; b)|14 -4 1=0=A,B, Csunt
0 3 0 2
coliniare;
3 2 1+2m 1-m
c)|-1 3 1=9=20=A, B, Cnusuntcoliniare; d) | 1 1 =0=A, B, Csunt
-2 1 1-2m 1+m
coliniare;
-2 1
16. a) A=%|A|,unde A=l3 3 1=-6-9+4-12-6-3=-32. Atunci, A=%~32=16
4 -3
Xy
b) Ecuatia dreptei (BC) este: 2 2 =0 2X—6+4y-8+3x-2y=0=>
4 -3

5x + 2y —14 =0 (ecuatia generald) sau y = # (ecuatia normala).

c) B, C si P sunt coliniare daca si numai dacd B se afld pe dreapta CP, de aici rezulta ca
a=-3.

Xy
17. a) Ecuatia dreptei A; A, este data de ecuatia: 1 -1 1/=0, de unde rezulta -
2 1
2x+y+3=0.
0 0
b) Ao, :%|A| unde A=[1 -1 1L=3= A:%
2 1

c) A1(1,-1) , Ax(2,1) determina dreapta y=2x-3. Atunci, pentru orice punct de forma
An(n,2n-3) rezulta ca pentru x=n se obt{ine y=2n-3, asadar toate punctele A, se afld pe
dreapta de ecuatie, y=2x-3.

Xy
18. a) Ecuatia dreptei A1 A, este datd de ecuatia: 2 -1 1§=0=-x+4y+4-2y=0.
4 0
Asadar ecuatia dreptei A1 A, este —x+2y+4=0.
0 0
b) A:%|A|, unde A=2 -1 I=4=A=2
4 0
2 -1
c)|4 O =0 = ca punctele sunt coliniare.
2n n-2

3.1 Calculul inversei unei matrice
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1 2 {Z 8]
1. a) Da; b) Nu; ¢) Da; d) Da; e) Nu; 2.a) A =( j; b)| 2 ; C)
0 -1 1 1

-2 0 1 1 -2 -1
1 -1 01/;d)|-1 4 2 |; 3.a) A esteinversabila < det(A)=0. meR\{-1};
0O 1 -1 1 -3 -1

b) meR\{-6:6}: ¢) meR\{-2:1}; d)meR\{%}. 4.

13 8 13 -8
= = (AB)! = -B'AY;
21 13 21 13

5. A-B:{5 gjj(AB)I:(ZO _gj B*A™"; 6.a) det(A)=0«<>aed; b)
11 20 -11 5

det(B) #0<aeR\{5}; 7. A este inversabila <aeR\{1}; dacd a =2 atunci

4 5 2
At :—% 4 -1 2| 8 det(A)=(2-a)x*—4x+3a+1#0 dacd si numai daca
0 2 -4

determinantul trinomului de gradul doi in x trebuie sa fie mai mic ca zero adica
3a°-5a+2(0= aec (%;1); 9. a) Se verifica prin calcul ca AZ=A;

b) X (a)- X (b) = (1, +aA)(I, +bA) = X (a+b+ab);
c) Cum X(a)-X(-1)=X(a—1-a-1)= X(-1),vaeR si 1e{-2011..,, 2011} =

4 2
X (=2011) - X (~2010)-...- X (2010) - X (2011); = X (1) =1, — ( . 4j
1+4a -2a

X@)=I -A= : = ;
d) X(@)=1,+a ( sa 1—3a} det(X (a)) =1+a;
e) det(X(a))=0<1+a=0=a=-1.Pentru a = - 1 rezulta ca existd o singurd matrice
neinversabild;  f) (X(a))"notX(b) = X(a)-X(b)=1, = X(a+b+ab)=1,=

- - 2 -3
b=—2 = (X (ah=) xzb((»&J 10.  a) M(1,1)-1=( j; b)

a+l a+1 3 4

3 3

detM(x,y)=x*#0=x=0. M(x,y)=(x_+3yy X_éy}cu x#0.

11. A(A+mA™) = A2 +ml, = (A+i/ml,)(A—ivml,) = det(A+mA™) = det A-det(A+ mA™) =

=1
=det A(A+mA ™) = det(A+ivml,) det(A—ivml,) = (e +ip)@-iB)=a’ + > =0.
S-a folosit faptul ca det A-B =det A-det Bsi
det(A+ivml) =a+ig = det(A—iml,) =a—ip
12. a) Din (A+1)(1,-A+A?) = 1, , rezulta (A+ L)' = I, -A+ A%
b) Din A® =0, rezulta det (A) =0 . Dacd A= [ j:det(A) ad —bc = 0si ecuatia
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A’ —(a+d)A+(ad —bc)l, =0, = A’ =(a+d)A|A= A’=(a+d)A*. Cum A® =0, rezulta ca
A? 0,. 13. a) A" =A; b) UV eC(A)= AU =UAJA", AV =VAlA"=
U=AUA? V=AVA'  Inmultind la dreapta cu A relatia UV = AUAAVA™ rezulti

a b a b)o0 1 0 1)(a b
b) X = eC(A)=> = :
c d c d)\1 0 1 0)lc d
_ (b a c d a b ) e
Rezulta: = =X = ; 14. A e inversabild deoarece det (A) este nenul
d c a b b a

intrucat ultima cifra a numarului ad-bc este 9 .

15. det(B);«tO:aeR—{%}.

5 2 5 2 5 2 .
16. a) AZ:A-A:[ J{ j:( j:A;Atunu, AP —A=0,

-10 -4)\{-10 -4 -10 -4
10 5a 2a 1-5a -2a ]
b) Cum X(a)=1,-a-A= - = . Atunci,
0 1 -10a -4a 10a 1+4a
1-5a -2a
det(X (a)) = =(-5a)(1+4a)+2a-10a=1-a;
10a 1+4a

c) Daca X(a) este inversabild, rezulta cd exista (X (a))™ astfel incat X (a)-(X(@))™*=1,.
Vom nota cu X(b) pe (X(a))™ rezultdnd X(a)-X(b) =1, < X(a+b-ab)=1, <
[1—5(a+b—ab) —2(a+b—ab) ]_[1 OJ

< a+b-ab=0 de unde rezulti ca b = i;

10(a+b—ab) 1+4(a+b—ab) 0 a-1
Asadar, pentru b= il se obtine inversa matricei X(a) si anume
(X (@)™ =X (b) = X (ilj
-1 -2 1 -1
17.a) A=| 3 |-(2 -1 1)=| 6 -3 3
1 2 -1 1
-2 1 _
b) det(A)=|6 -3 3|=0;
2 -1 1
c) B(a) este inversabild daca si numai daca det(B(a)) este nenul.
—2a+1 a -a . 1 0 1
det(@A+1,)=| 6a -3a+l 3a _13| 3+| 0 1 1 |=1#0. Rezultica
2a —a a+l——“%Pa -a a+

det(B(a)) #0,vVaeR.
2 2
18.a)A2=a b_a b:a+5b 2ab :
50 a)(5b a 10ab  a*+5b?

. ~ A : a b m n
b) Fie a,b,m,n e Zastfel incat a? -5b*=1 , m? -5n*=1 si A= B= .
5b a 5 m
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) am+5bn an+bm
Atunci, A-B=

5bm+3an 5bn+am

c) AcG = det(A) =1# 0= A este matrice inversabila. Cum A™ = ﬁ A*, rezulta
e

-b
At =— 13b2 ( Zb . je G deoarece a* -5(-b)*=1.
2% _ _

19. a) Pentru a=1 si b=0, rezulta ca 1, € G, iar pentru a=-99 si b= 100, rezultd ca B e G.

b)FieX=(X yj,atunci (a+b —bJ:(a O]+b[X yj:>X=(1 _J_
z t 0 a+b 0 a z t 0 1

0 X 1 -1)" (1 -100
0 1 0o 1 )

0 1 0 0o 2 -1
20.a) A+1,=[0 2 -1|=(A+1,)2=|-1 5 —4|=B;
1 -1 2 2 -3 5
0 2 -1
b) det(B)=|-1 5 —4/=-3-16+10+10=1;
2 -3 5
0 -1 2 13 -7 -3 13 -7 -3
c)det(B)=1,B"={ 2 5 -3|, B*=|-3 2 1 |=B'=|-3 2
-1 -4 5 7 4 -2 -7 4
21.a)A(—1)-A(1):{4 —3)[6 3)2{18 6}
-2 -10)\2 2 -32 -26
X+5  3X
b) =6= (Xx+5)(6x—-4)-6x"=6=x=1.
2Xx 6x—-4

-2 -46\ 2 4

22. ) Azz[z _BMZ _3}(1 _3]:det(A2):l;
1 -1)l1 -1) (1 -2

AP =A" A=,

At =—A
Atunci A=(A"B=(-A)P=- A® = - A;

. (1 -3 ana [—2 3
ot o2

3.2 Ecuatii matriceale

) A(‘l):(4 __13;)J:>d8t(A(-1))=-46. Atunci, A(_l)lzi(—lo 3}_

b)
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-10 2 2
1 x=1 2. X=| 2 [;3.x=|2 4 x=2 4 1
4115 -1 ; 3, 4 4
—= 2 1 -6 4
2
0 2 4
5.a) det A=1; b) A—1,=|0 0 3|. Inmultind de dous ori cu aceasti matrice se obtine
0 0O

matricea nula.

6.a) A(-D)+AQ) = (_11 _31} G _31] = [5 _62] =2A(0).

0 a2 Ueos 5 0)_(50)__ .
(a)'(—z J_ 2‘i’(&a—a a+3j_(0 5]36‘_ !

Gy . 1(3 (1 1) (50 ~

C) A(1)~X=4A(2)‘-A(1) = X=4 2 [_1 J {2 3]_[1 4) deoarece det AQ)=4=0
iar

21 3 1

A 4 (—1 1]'

7.a) (x,y)-[il :J:(O 0)< (ax+y 4x+ay)=(0,0)=

a =0
Xy = y=-ax= x(4-a®)=0.
4x+ay=0

4 (a &) (@
oy 2= 2 (2 Y[ B ey = (% + 4)2 168 =
1 a)ll a 2a  a’+4

=a’+8a°+16-16a’ =a’ —8a’ +16 =(a* —4)°.
-1 4 -X+y=2 X
c) (x CA=(2 1 X . =2 1
RS E Y i R ES M,
111 300 -2 1 1
8.a)B=A—3|2=1 11|-|0 3 O0(=|1 -2 1|
111 0 0 3 1 1 -2

b) Din relatia B= A — 3 |, pe care o inmulfim la stanga respectiv la dreapta obtinem:
A[B=A-3I,| A= AB=A’-3A=BA= AB=BA;

1
3"

111)(-2 1 1 0 0O
AB=11 1|1 -2 1 |=/0 0 0|=0,; Analog, pentru BA.
111){1 1 -2 0 0O
-1 2 2
c) det(C) =[det(A+b)’={2 -1 2|=3"
2 2 -1

4.1 Rangul unei matrice
1.a)2;b)1;¢)3;d)3;e)1; f)1; g)2;
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2x_6X_2—
3 y’y

X =5
=-2+5y; =—-x+15.
1 3 -1

Daca x#15,y # % = rang(A) = 2 deoarece ultima linie a matricei A este nula.
g 2 2 .
Daca x #15, y:g sau x =15, y;tg:> rang(A) =2,

Daca x =15, y:§:> rang(A) =1;

) —
b) >

6
‘:—2x+18;
X

4 6
=-2y+12;
y X

4
‘:6y—4x;
y

Daca x#9,y#6=rang(B)=2;
Dacda x#9,y=6 sau x=9,y#6=rang(B) =2;
Daca x=9,y=6—=rang(B) =1.
3. rang(A)=3, det(B) = -a’ . Rezulti ca rang(B) =3 daci si numai daci a este nenul.
1
4.
2
11 -2 11 4 11 2
2 1 3|=0,|2 1 -12§=0,|2 1 1/=0 deunde se obtine un sistem omogen avand
a b c a b a a b b
ecuatiile 5a-7b-c=0; —6a+9b:AO; -at+2b=0 cu solutia a=0, b=0; ¢c=0 adica matricea A are
rangul doi 1n aceasta situatie.In celelalte cazuri matricea are rangul trei.

1 . . . . .
! # 0 =rang(A) este cel putin doi. Ca rangul matricei sa fie exact doi trebuie ca

a-1 1 A
5 A+al, :[ ) aj: rang (A)=2 < a=-1si a= 2 in caz contrar, rang (A)=1.

2010
A

6. Intrucat det(A) =0 si A?=3A prin inductie se arati cd = 3% jar rangul

matricei A% este egal cu rangul matricei A adica 1.

4.2 Metode de rezolvare a sistemelor de ecuatii
1. m=3; 2. m=2; 3. a) S={(2-3)}; b) S={(-13)}; c) S={(-12;3)}; d) sistem
incompatibil; €) S ={(-3,1,-2)};f) S={(-2-LD};9) S={(-LL2)}; h) S={(-3;5,-1)};

4. a) S={(0;0)}; b) Sz{(a;éaﬂaeR}; c) A, =0,sistemul este compatibil simplu

nedeterminat. Se noteazd z=aeR=S = {(—%a;%;aﬂa € R} ; 5.a) Sistem compatibil

simplu nedeterminat, S={(-1+a;1-2a;a)lacR}; b) Sistem compatibil simplu
nedeterminat, S={2-a;2-a;a)|lzeR}; c) Sistem compatibil simplu nedeterminat,
S ={(-a;2a;a)|a e R}; d) Sistem compatibil simplu nedeterminat,
S= {(1—205;1; a)|a € R} ;

6. a) Sistemul are solutie unica daca si numai daca determinantul sistemului este nenul.
aeR\ {%;1}; b) aeR\ {-2;1}; 7. me{-2;1;2}; 8. Se pune conditia ca determinatul

sistemului sa fie nul si se verifica daca pentru valoarea lui m gasita in acest fel existd un
minor caracteristic nenul. Pentru m = -5, sistemul este incompatibil.
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9. m :%; 10. Din conditia ca determinantul caracteristic sa fie nul se obtine m = 23.

={(3;2)}.
11. Determinantul sistemului este nul si cum determinanrul caracteristic este egal cu
zero rezultd ca sistemul este compatibil simplu nedeterminat. Se obtine

S= {(6 —54a & 5+1 ; a]}iar din conditia data in problema se obtine « =-1prin urmare X =

0,y =2; z=-1 este solutia particulara;
12. Determinantul sistemului este egal cu 2m? -3m-9 = 0 de unde rezultd m; = 3 si

m= -5 Pentru m=3 si m=# —g sistemul este compatibil determinat si admite o solutie

. . . 3 . .
unica data de formulele lui Cramer. Pentru m=3 sau m= - se observa ca determinartul

caracteristic este zero prin urmare in aceste situatii sistemul este incompatibil conform
Teoremei lui Rouche.
13. A, =2(1-m), A, =6(1-m), A =2(1-m), A, =-2(1-m).

Dacd m=#l=sistemul are solutie unica datda de formulele lui Cramer:
A

x=%:3, y:Xyzl, Z 2%:—1, Dacd m=1 se obtine un sistem compatibil simplu

nedeterminat cu solutiile S={(2-a,La)lacR}; 14, s={(xa+La+2)};

15.Determinantul sistemului este zero prin urmare este compatibil simplu nedeterminat.

S:{(a;Za;a)|aeR}. Din Xq +yo +z = 8 rezultd a+2a+a=8=a=2

=X%=2Y,=42,=2. 16.A=—(m-1)°(m+2). Dacd m=lsi m=-2sistemul este

compatibil determinat solutiile se obfin cu regula lui Cramer.

Daca m=1 si n=1 sau m= -2 si n= -2sistemul este incompatibil.

Daca m=1 si n= 1 sistemul este compatibil dublu determinat cu solutia
={(a;B;1-a—-p)},a,feR. Daca m= -2 si n= -2 sistemul este compatibil simplu

nedeterminat cu solutia S = {(e;1+a;a)},a e R.

17. a) (0;-2;2) verifica toate ecuatiile sistemului; b) Sistemul admite solutie unica

< detA=0;

-1 21
18.a) |1 2 a&=3a-13 Db) S :{ 2—? g g)}; c) Din x,+Yy, +2z, =4si ecuatia a treia
1 1 3

a sistemului rezultd z, =0. Inlocuind in sistem rezultd y, =—1;x, =5apoi b=—7;

19. a) det[ A(m)]=-m* —6m—10 0 deorece discriminantul ecuatiei este negativ;
b) S ={(2,-3,-1)};

20. A,=6+2+6+9-1+8=30. A, =—6-1+8+12+1-4=10,

A, =2+8-3+3-4-4=2, A, =-12-2+6-9+1-16=-32.

A, 10 1 A, 21 A, -32 16

X Z

A 30 2 'TAT3 15 A 30 15°
21. a) Daca solutia sistemului este tripletul (-2,1,2) atunci acestea se inlocuiesc in ultima
ecuatie si rezulta: m(-2)-3-1+6-2=1=m=4.
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1 3 1
b3 1 2=m°-7m-15<(M-6)°=0=m=6.
m -3 6

X+3y+z2=3
c¢) Pentru m=0 se obtine sistemul: < 3x+y+2z=2.

-3y+6z=1
1 3 1
Cum determinantul matricei asociate sistemuluieste A=3 1 2/=-51=0=sistem
0 -3 6
compatibil determinat, solutia sa se gaseste cu ajutorul formulelor lui Cramer.
Ax Ay Az
X=—"2,y=—-,2=—""L,
A A A
3 3 1 1 31 1 3 3
A= 1 2/=-1, A,=3 2 2=-41,A,=3 1 2/=-29.
1 -3 6 016 0 -3 1
Solutia sistemului este —ﬂ—g :
51515

1
4.3 Metoda lui Gauss
Indicatii si raspunsuri:
1.a) S={(-3L-2)}; b) S={(-2-LD)}; ¢) S={(-1L2)};d) S={(-3L-1)};
5.2 Calculul limitelor de functii
2.a) ©;b) —0; €) —0;d) —0;e) o;f) o;g) w;h)2;i)0;j)0; K) ;1) —0; m) —o;

n) «; 0) —%:p)-3; q) 0; 1) 1;S)§ ;1) 0;U) —0; V) 0;

3.a)-1,b) 1 C)l;d)-Z;e)_?3;f)—2; 9) -4, h) w;i) «; j) 2;K) —%:
4.8 m=6;b) m=-2;c)m=3; dm=3, ey m=3; ym=-3; gy m=4; hym=-2; i) m=1.

5. a) 1.(0)=lim(-3x+2) =2, 1,(0) =lim(8x+6) =6. Deci f(x) nu are limita in 0,
x—0 x—0
x(0 x)0

b) I.) =6, I,(1)=6. f(x)are limita in 1;

c) LW=2 1,1)=2. f(x)are limita in 1;

d) I,(4)=8, 1,(4)=8. f(x) are limita in 4;

e) 1,(2)=2, 1,(2)=2. f(x) are limita in 4;

6.a) Din L) =1,1) =>3-2m=1+4+2=>m=-2;

b) Din 1,(2) =1,(2) =>Vm-1=m-3=m*-7m+10=0=m =5,
c)Din ) =1, =3=m"+m+l=>m*+m-2=0=>me{-21};
d) Din 1.(64) =1,(64) >m-8+4=6+6m=m=1.

5.3 Limite fundamentale. Cazuri de nedeterminare
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. 8. 7. a4 a1l 1 P .n L. 1. .1,
1.a)2; b)g,c)E,d)Z,e)g,f)E,g)E,h)4,l)2,j)ﬁ,k)lO,I)E,m)E,n)g,o)
g;p)g;q)%; 2 a)lnz;b)g; i)%; 3. m)%: 4.)-2; j)-lz;k)21—7;m)

1. 1. : : : : . e T IR S
_Z’n)4_8’0)21’ 5.a)O,b)Z,C)—l,d)—oo,e)6,f)7,g)?,h)E,I)O,J)E,

K) %;I) 1-+/2;m) 0; n) 0;0) 0; p) 0; @) ; F) —0; 3); 1) In% ;1) 0; V) 0 x) —%:y)

2
;) 0y w) —;
©;2) 0;w) 2

5.4 Asimptotele functiilor
1. a) x=4 e asimptota verticala la stinga spre minus infinit iar la dreapta spre plus infinit;
b) X = -3 e asimptota verticala la stanga spre —o iar la dreapéta spre +oo;
C) X =-2 e asimptota verticala la stdnga spre +oo iar la dreapata spre —oo;
d) x =1 e asimptota verticala la stanga spre —oo iar la dreapata spre +o;
e) x =0 e asimptotd verticala la stanga spre —co iar la dreapata spre +o;
f) x =2 e asimptota verticald la stinga spre —oo iar la dreapata spre +oo;
g) x = 1 e asimptota verticala la stanga spre +<o iar la dreapata spre —o;
six =3 e asimptota verticald la stanga spre —oo iar la dreapata spre +oo;
h) x =3 e asimptota verticala la stanga spre —oo iar la dreapata spre +oo;
i) X = - 1 e asimptota verticala la stinga spre +oo iar la dreapita spre —oo;
six =1 e asimptota verticala la stanga spre —oo iar la dreapata spre +oo;
J) x=4 e asimptota verticala la dreapta spre +oo.
2. a) y= 0 este asimptoti orizontald la +oo; b) y= 0 este asimptota orizontald la +oo;

C) y= 0 este asimptota orizontala la +oo; d) y= 0 este asimptota orizontala la +oo;
e) y= 1 este asimptota orizontala la +o; ) y= 0 este asimptota orizontala la +oo;
g) y= 2 este asimptota orizontala la +o; h) y=1 este asimptota orizontala la +oo si
y= -1 este asimptota orizontald la —oo; 1) y= 0 este asimptota orizontala la +o;

J) ) y=2 este asimptota orizontala la +oo; k) ) y=1 este asimptota orizontala la +oo;

I) ) y=1 este asimptota orizontald la +oo;

3. a) y=mx+n, m=1, n=4, deciy =x+4; Db)m=1,n=-3, y=x-3; ¢)m=1,n=-1deci
y=x-1;

d) m=2, n=-6 deci y= 2x-6;

4. a) x= 1 asimptota verticald, y= 1 asimptota orizontala la +o; b) x= 0 asimptota
verticald, y=x asimptota oblica la +oo; C) X= 1, X = -1 asimptote verticale, y=x
asimptota oblica la +oo; d) X= -3 asimptota verticala, y=x — 3 asimptota oblica la +oo;
e) x= 2 asimptota verticala, y=x + 2 asimptota oblica la +oo; f) x= - 1 asimptota
verticald, y=x - 1 asimptotd oblicd la +o0; g) X= - 3 asimptota verticald, y=x - 3
asimptota oblica la +oo; h) y=x + 4 asimptota oblica la +w«; I) x= 0 asimptota verticala
la dreapta, y=0 asimptota orizontalad la +oo; J) x = 2 asimptota verticala, y=x+1
asimptota oblicd la +oo; K) y = X asimptota oblica la 400, ¥ = - X asimptota oblica la —oo;
I) x= - 1 asimptota verticala la stanga, x = 1 asimptota verticala la dreapta; y=0
asimptota orizontald la +oo; m) X= - 1 asimptota verticala la dreapta, x = 1 asimptota
verticald la stdinga; n)y =x +1 asimptota oblicd la +w;

5.a) x=1 b) x=3; ¢) x=-3; d) x=0; €) x=43; f) x=%1; g) x=1 h) x=%3; 1)
x=8; J) x=42; 6. ]) yzé; 8. a=2, b=-1;

10. y =mx+n unde m=1iar n=2a; Cum n=iilpc[f(x)—mx]=2a:> 4+a=2a=>a=4.
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11. y =mx+n unde m=1iar n =m-2. Se obtine m= 1;

) b 6
RO X*(@a+—+—) a
13. y=mx+n=m=1 n=2. m=lim—~=lim——XX —Z—3=-2

x—oo Y X—0 oy 4+£2 2
\l X
) 2x% +bx+6— x? f4+E
2
n=Iim[f(x)—mx]=Iim(Z)(Jr—M—xJ:Iim X by

2 X—>00 2
JAx? +8 X /4+82
X

14, y=mx+n=m=1, n=a’-5.
(x2+ax+8_xj ax+8+x

X—0 X—0

n=Ilim[ f (x)—mx]=lim

X—0 X—00

=lim———=a+1= y=mx+n=m=1 n=2.

X—0 X —_

x-1

a’-5=a+l=>a’-a-6=0=ae{-23}.

15. lim f (x) = lim—MX*2=X =1 _ iy (m-Dx+1
X on JMX+2 44X +1 0 M+ 2 +4/x+1

infinit, rezultd ca aceasta functie are limita finita daca si numai daca m+1 = 0 adica m=1

iar asimptota orizontala este y=0.

. Cum numitorul tinde catre

6.1 Functii continue

4. a) m=7; b) m=0; c) m:%; d) m=1; g) m=0; m=1; 5.a=13;6. a=2;7. a:%;

14, m:—%; 15. m=0: 16.a=1:17.a=0:18.a=2:19.a=1:

6.2 Proprietatile functiilor continue pe un interval
1. a) Se arata ca f(0)- f (2)¢0;
2. Se rezolva ecuatia f(x)=0 si pe intervalele pe care functia nu se anuleaza, aceasta
pastreaza semn constant;
3. m=-9;

7.1 Functii derivabile

l.a) f'(x)=10x-3, f'(0)=-3; b) f'(x)=6x+1 f'Q=2
R

V4x-3

%: f) £ ()=2"%In2, f'(-3)=In2;

c) f'(x)=10(2x+5)*, f'(-2)=10; d) f'(x)=

X :x—+1, (1) =
& 0= T
g) f'(x)=5.4In5, f'(0)=20In5; h) f'(x)=2e>", f'(0)=2e; i)
f1(x) =4e¥, f'(0)=4e

H 1 _ 1 "W 1. 1 _ 3 W -1 1 — 2X 1 :§
o A2 oy 1 N
-3
F)=—, f(-)=-3
¥ (3x+2)° =D

p) f'(x)=cos(x—3), f'(3)=1L q) f'(x)=10x-cos5x*, f'(0)=0;

209



MATEMATICA — CLASA a Xl-a

6 6X

r) f'(x)=—4-sin(4x-8), f'(2)=0; S)f'(x)zm, f'(0)=6; t) F)=—ag7 F0=0,
2. a)f‘(X)=ﬁ, f'(2)=-5; b)f‘(x):%;);l, f(1) =—4;
C)WWW, f'(O):E
d) f(x)—lf2X FH=-i ¢ f()—l(x'”)xz, =i 1) (2=
)

g9) £'09= 211 f'(-1)=-2; h) f'(—1)=§: i) f'(—1)=—g; ) f'(1)=—

3). a=2,b=1; 4).m=0;n=1; 5). a=-1;b=1; 6). a=4,b=1;

7) Se calculeaza derivatele de ordinul 1 si doi si se inlocuiesc in relatia data:
f'(x)=¢€*-sinx+e*-cosx.

f"(x)=e*-sinx+e*-cosx+e*-cosx—e*-sinx.

8). f'(x)=2x|nx+x2-£:2xlnx+x, f”(x)=2|nx+2x-1+1:2Inx+3.
X X

9). f'(x)=|nx+1—i2, f”()——+£ Rezu1t5i2=1:>x2=4:>x=i2,
X X3 X

11 1 1
10 F 0=t Oy ey

11). f'(x)=¢*(x*-4).

7.2 Aplicatii ale derivatelor
1). a) y+3=2(x-1); 2x-y-5=0; b) y=4(x-2); 4x-y-8=0; c)y-1=x+1; Xx-y+2=0;
d) y+4=-7(x-1);  -7x-y+3=0; e)y—In2=x-1; x-y+In2-1=0

ny-2-Bpem)
2). y— (—69)_21(x 5), 21x-y -174=0;
3). y—%:—%(x—l); -4x-9y+7=0;

4). y-9=—(x—2)=>-x-y+11=0,
5). y-1=2(x-1) =2x-y-1=0;
6). y—-(1-In2)=0(x-) = y=1+In2;

ny BB L,

8. Ecua‘gla primei blsectoare este y = X si atunci, panta acestei drepte este m=1;

Din ecuatia tangentei y— f(x,) = f'(X,)(X—X,) stim ca panta acesteia este f'(x,) si cum
cele douad drepte sunt paralele , aceasta Tnseamna ca dreptele au pantele egale, adica
m=f'(x).

Cum x, =1si f'(x,)=3x%"+2(M+2)x, rezultd 1=3+2m+4=>m=-3.

9. y=X+3x-6= f(X) =x* +3x-6= f'(X) =2x+3

si y=—x+11x= f,(x) =—x*+11= f,' (x) =—2x+11.

Fie x, punctul de abcisd a punctului de tangentd. Cum cele doud parabole au aceeasi
tangentd comund inseamna ca pantele corespunzatoare tangentelor la graficul functiilor
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respective in punctul x, sunt egale, adica f,'(x,)=f,' (%)= 2%, +3=-2%,+11=> %, =2.
Atunci, f(x,)=f(2)=4. Deasemenea, f'(2)=2-2+3=7.

Din ecuatia tangentei in punctul x, =2, y—f(X,)= f'(x,)(X—X,) rezultd y=7x-10 este
ecuatia tangentei comune.

8.2 Proprietiti generale ale functiilor derivabile .
1. a) feste strict crescatoare pe (—oo;—1) U (3;+00) si strict descrescatoare pe [-1;3].
-1 este punct de maxim si 3 este punct de minim.
b) f este strict descrescatoare pe [0;2) U (2;0) si strict crescatoare pe (—;—2)w(-2;0); 0
este punct de maxim.
C) f este strict crescatoare pe (—oo;—2) U (—2;0);
d) f este strict crescatoare pe (—o0;1) U (5;+00) si strict descrescatoare pe [1;3) U (3;5].
1 este punct de maxim si 5 este punct de minim.
e) f este strict crescatoare pe [—1; 3] si strict descrescatoare pe (—oo;—1) U (3;0).
- 1 este punct de minim si 3 este punct de maxim.
f) ) f este strict descrescatoare pe (—oo;2) si strict crescatoare pe [2;+w) . 2 este punct de
minim.
g) f este strict crescatoare pe [0;0) si strict descrescatoare pe (—o0;0). 0 punct de minim;
h) f este strict crescatoare pe [0;0) si strict descrescatoare pe (—o;0). 0 punct de minim;
2.. 1'(2Q)=0=>m=-4; 3.a=2;4.a) f"(x)>0,vx>1=feste convexa pe [L;) si
concava pe (—o0;1); 1 este punct de inflexiune;

~1-+3 -1+43
2 2

= f este convexa pe acest interval si concava in rest;

b) f"(x)>0,vxe {
c) f este concava pe (-3;); d) feste convexa pe R; e) feste convexa pe (0;) si
concava pe (—0;—2); 5.a=-1;b=1; 6. a=4,b=1;7.a)y+3=2(x-1); b) y=4(x-2); c)
y-1=x+1;

3

d) y+4=-7(x-1); e) y —In2 = x-1; f) y—%=7(x—%);
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SOLUTII RECAPITULARE FINALA
ALGEBRA

7 -4
1.a) A(2)-A(—2)=(8 5}:

D) Al 1+2[ (x+1)°-1]  (x+1)*-1 _
) A= 2[(x+12-1] 1-[(x+D?-1])'

-1 -2
) A-1(2>=§~(4 5}:

) 5 2)(5 2 5 2
2.a) A°=A-A= : = -
10 -4)\-10 -4) (-10 —4

b) X (2)- X (b) = (I, —aA)(I, ~bA) = I, —~bA—aA+abA? = |, — (a+b—ab)A= X (a+b—ab),
deoarece A% = A;
¢) Cum X(a)-X(1) = X (a+1—-a-1) = X (1), vacR si 1€ {L2;...;2020}

X(O)-X(1)-X(2)-....-X(2020):X(l):IZ—A:[ J

3. a) det(A-B)=det A-detB=7; b) det(A*+B*) = ‘ -15;

4 1‘
-8 -6
4.3) A2)-A(-2) = )
) AR)-A-2) (_2 0] )
l+ra a l+a a
5.a) X(a)= . det[ X =
) X@) (—a 1+aj et X(@)] -a l+a
a) X(@)-X()=(,+aA)(l,+bA)=...1,+(a+b)-A+ab- A=
I, +(a+b)- A= X (a+b)deoarece A*=0,.
b) Conform punctului b) rezultd X (1+2+3+...4n)=X(2020) = 1+2+3+...+n=2020=
n(n+1)

1 x-1

X+l Xz_ﬂ:o; ¢) (A(X)) =2x- AX).

=(+a)*+a’=2a’+2a+1;

=2020=>n¢ N=Prin urmare, S ={J};

x-4 1
1 x-4

b) Se utilizeaza relatia Hamilton Cayley: A®—(a+d)-A+(ad —bc)-1, =0, unde

a=x—4, b=1 c=1 d=x—-4,atunci a+d =2x-8 iar ad —bc =(x—4)* -1-1=x*-8x+15

ceea ce verifica relatia cerutd: A*—(2x—8)- A+ (x*—8x+15)-1, =0, adica

A’ = (2x—8)A—(x* —8x +15)1,.

, x—-4 1 x-4 1 x-4 1 10
c) A°=3A+1, < - —3. 4 ,
1 X—4 1 X—4 1 X—4 0 1
2_ — 3x-11 3
X°—8x+17 2X—8 _ X ’Xe{@}.
2X—8 X2 —8x+17 3 3x-11

raw=(3 3 (3 30 D0 0 )

b) X(a)-X(b)=(1,+a-A)-(1,+b-A)=1,+(a+b+ab)A=X(a+b+ab).

6.a) det(A)=0= =0= (x-4)*-1=0=x*-8x+15=0= x € {3;5};
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C) X@)+X(2)+...+ X(2020) = (I, +1- A+ (1, +2- A) +....+(l,+2020- A) =
=20201, + (1+2+3+...+2020) A

1 1) (-1 1) (-1 1 4 4) (11

S et | et el S AN B iy BT
1 1)1 1) (1 - s 4" N1 4

1-x

b) det(A—sz)zoz{_ 1 j:O:(—l—x)2—1:0:> X’ +x=0=xe{-10}.

-1-Xx
-a+c=-a+b

-1 1 b b)(-1 1 -b+d=a-b
C) |28 _[@ : = ra=a . Rezulta, b=c, si a=d.
1 -1){c d c d 1 - a-c=-c+d ’
b-d=c-d

4 -3)(6 3) (18 6
9-2) A(_l)'A(l):(—z —10](2 2}2(—32 —26}

X+5 3X
2X bx-4
1

4 -3 o B '
c) A(-D) :(_2 _10}: A (-] = 16
[a bj L1 (d —bJ
A= =>A T =—. .
c d detA |—-c a

10. a) Ma-Mb:(; i‘j@ kl’j:[é aIbJ:MM;

b) Conform punctului a) rezulta
1 1+2+.. +100j ~ (1 5050]

b) det A(x) =6 < =6=(Xx+5)(6x—4)-2x-3x=6= 26x=26 = x=1.

-10 3 ]
( ) 4}. S-a folosit formula

0 1 0 1

1 a)(x vy X y)(1l a
C) M,-X=X-M,, VaeR M_- X=X -M, = . = . = 2=0,
0 1)z t z t)0 1

t=x.

()

2 6 8 . (348
11.. a) det(A)=-7#0; b) E(A)=| -1 7 2|;c) A'= At o 5 g
det(A) -7
0 -4 0 1 -6 -4
11 1Y(1 1 1) (-130
12.a) det(AM)=L b)|m 0 O:|-m 0 0 |=[1 1 1|=>m=1;

m 2 m){-m 2 —-m -2 3 0
10 10 10
c) AQ+AR)+..+A10)=|55 0 O [;
55 20 55
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m m
13.a) det(M)=-2m*+2m-11; b) ABC este triunghi < dettM")=|2 m-3 10,
-3 3m-1 1
Cum det(M) =det(M") = —2m* +2m—-110, Vm e R, deoarece A =-84(0;

c) m=4, A:1-|—23|:§;
2 2

8 5 -5
14.8) AQ)-A(-D)=|-2 9 4 |;b)det A(1)=6;c) det A(x)=0=—x*+7x=0=>xe{0;7}.
-2 0 1
3. _1 m — o _j1_4
15. a) m:E, b) m =1 m,=2; c) S_{( 3 3,0)}.
16.a) A+A =31,

b) detA, -detA,, =512=(2") -(2") =512=>n =2,
C) A+ A+ A+t Ay = (220 -1) 1,
17. a) A este inversabild < det A= 0; Rezultd, me R\{%} :

9+3m -4m -m
b) =] -11 3m+3 -2 |; ) S={(-21-34,-30)}.

6 -m-4 11
3 1 6 5 -3 2

18.a) A(2)-A(-2)=|0 -5 3 |; b)a=-1; ¢ A=l s 3 o0 ;
7 -3 19 ©l2 0 22

19. a) det A(0)=0; b) det[A(x)+ A(-x)]=0;

c) det A(x) =0= x> +15x* -18x=0= X e {0; ﬂ} |
112

20. a) det(A(2) =1 2 1|=-4 b) aeR\{—Z;l};
2 11

21.2) 6;b) D(a,a)=0; €) D(2,X)=0=x*-7x+6=0= S ={(-3,1,2)}.

22.3) det(A(-1) = -6;b) meR\{0}; ©) S :{@,-%,—1)}.

-1 6 , 10 -30 -1 3
=-19; A°= =-10- =-10A;
6 -17 -30 90 3 -9

b) X(a)- X (b)=(1, +aA)(l, +bA) = I, +(a+b—10ab)A= X (a+b—10ab);

23. a) det(l, + 2A) =

c) Cum X(a)- X (%) = X(%) = produsul este egal cu X (%).
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24. a) acR-{-1}; b) Alzi-(4 _5j;c) X =—1[_22J;

-6 (-2 1 6\ 2

1 -1 0
25 .a) det(A)=0; b) A" =6 -3 -2|;

3 2 -1

n M+n M_Zn
2 2
C) A+A+A+.+A = 3n(n2+1) n(n2+1) +n -2n ;
erBn n -3n

26. a) rang(A)=3 deoarece determinantul matricei este —m*+2m—3= 01ntrucat
discriminantul ecuatiei este negativ.

b) Triunghiul ABC exista deoarece det M =0 (din a), deci punctele A, B, C nu sunt
coliniare;

c) A= %|A| = %‘—mz +2m— 3‘ = % 2 =1, Intrucit minimul ariei este identica cu valoarea

maxima a functiei f(m)=-m*+2m-—3si care este —4A—a =‘—%‘=2
31 -1

27. a) rang(A(n)) =3=>meR-{-11}; b) A(2)1:% 0 1 -1};c)
0 0 3

det[ A(m)- A(-m)] =9 < det[ A(m)]-det[A(-m)|=9 = (m*-1)* =9 = me{-2;2};
28.a) A*=0,; b) 2B—B?=2(aA+1,)—(aA+1,)> =2I,— I, =1,; ) det(B)=1;
3 -14 0

29.3) A)-A(-D) =13 -4 9[:h) det(A(a))=O:>ae{—§,1}; c) S={(-2-12)};
16 -18 9 2
10 5 4
30. a) A e inversabila QaeR—{—Z;g}; b) =|-1 -2 0| ¢) S:{(_Tl;l—zl;é)}.
2 -2 -1
31. &) (0;-2;2) verifica toate ecuatiile sistemului; b) Sistemul admite solutie unica
9 4 10
< detA=0; ¢) A(-2)-A(2)=/10 11 10|;
0 -16 3
-1 2 1
32.a) |1 2 a|=3a-13 b) S :{(2—?%;?)}; c) Din x,+Y,+2,=4si ecuatia a treia a
1 1 3

sistemului rezultd z, =0. Inlocuind in sistem rezulti y, = -1, x, =5apoi b=-7;
-1 2 1)(-1 -2 1 0 6 -4

33 ) AD-AD=|1 1 -2|{-1 1 -2|=|-4 -5 -3
1 2 1 1 2 1 -2 2 2
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-1 2m 1
b) det[A(m)]=|m 1 -2/=-2m*-2m-6(0 deoarece discriminantul ecuatiei de gradul
1 2 1

doi Tn m este A=b*—-4ac=4—-48=-44(0 .
c) Pentru m = 3 rezultd determinantul matricei sistemului este A=-30, iar A, =-20,
A,=-10, A, =10.
3 4 2
34. a) AQ-A-1) =|0 5 -8| b) S={(-21;,13;8)}; c) A este inversabila pentru orice m
4 3 8

numar real intrucat discriminantul ecuatiei m? +3m+8=0 este negativ, deci
m® +3m+8)0, VmeR.

5 -6 -5
35.3) A()-A(-1) =| -11 15 8 |- b) S={(-3,-2;2)}; c) meR\{Si\/ﬁ}_
3 6 -2 2
36. a) det[ A(m)]=-m? —6m—10 = 0 deorece discriminantul ecuatiei este negativ;
2 6 -4
D) S={(2-3-1};0) A'=—|-4 8 7|,
-2 4 1

37. ) det[A(m)]=m2—2m—1=0<:>me{1i\/§}; b) S ={(-312)};
3 -1 -2} (3 1 2
g At=1l1 1 -1|=|-1 -1 1],
1 0 1) -1 0 1
1 2 1Y(0 3 1) (-1 -3 3
38.3) AQ)}AD)=|-2 -1 0|{—2 -1 1|=|2 -5 -3|
3 2 1)l3 2 1) (19 7

0 3 1
b) det(A(1))=|-2 -1 1|=0-4+9+3-0+12=20;
3 2 2
c)
x-1 x+2 1
det(A(x))=|-2 -1 X |=20<
3 2 X+

X=D(D(x+D+(-2)-2-1+3(x+2)- x—-1(-1)-3—x-2-(x—=D) —(x+D) - (x—2) - (-2) =20 =
X*+7x-8=0=xe{-81}.

0 -2 3\(1 -1 3 2 11 4
39.a) A(OA)=|2 O 1}|2 -1 1|={4 1 8

1 3 2)\2 3 2 11 2 10
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1 -1 3
b) det(A(1)) =2 -1 1|=-2+18-2+6-3+4=21;
2 3 2
X x-2 3
C)det(A(x))=| 2 —-x 1=21<
x+1 3 2

“2X" +18+ (X +D)(Xx—2) —=3(-X)(x+1) —1-3-x—4(x-2) =21= 2x°-5x+3=0=> X € {1%}
40. a) Se verifica prin calcul ca A2=A;

b) X(a)- X(b) = (I, +aA)(l, +bA) = X(a+b+ab);

¢) Cum X(a)-X(-1) = X (a-1-a-1) = X(-1), vaeR si 1e{-201%...,2011} =

X (~2011) - X (~2010)...- X (2010)- X (2011); = X (-1) = I, — A= [:: jj;
1 1 1
41.a) D(3)=[1 5 25=45+3+25-5-75-9=73-89=-16.
1 3 9
11 1
b) D(a)=0=[1 5 25=0= 5a’+a+25-5-25a—-a°=0=
1 a a’
48’ -24a+20=0=a’-6a+5=0=ae{L5}.
c) D(5") =0=din subpunctul b) ca 5*=1=x=0si 5*=5=x=1.
42.2) 6+2+m° +m+3m+3-1+4m=-—6=(M+4)°*=0=>m=—-4.
b) A,=6+2+6+9-1+8=30. A, =—6-1+8+12+1-4=10, A, =2+8-3+3-4-4=2,
A, 10 1 A, 2 1 A 32 -16

A, =-12-2+6-9+1-16=-32. x=—X=—"==,y=—Y=" - -z _—
A 30 2 A 30 15 A 30 15
1 0 1Y (2 1 -1
c) A°=|2 -3 1 |=/-3 10 -3]|.
1 1 -2 1 -5 6
Solutii ANALIZA

1).a) f'(x)=3x>—-6x—-24, f'(-2)=0; b) f este descrescatoare pe (-2;4)si crescatoare pe
(—o0;2) U (4;0) ; ¢) Ecuatia tangentei la graficul functiei in punctul de abcisa x, este
Y=Y, = f'(%)(x—x,), unde vy, = f(-2) =29 Tn cazul nostru, y—29=0(x+2) , de unde
rezultd ecuatia y = 29. 2).a) f()=4-2-5+6=3; f(x)=12x*-4x-5, f (0)=-5;
fr(x)=24x—4; ') =24-4=20; f@Q)-f Q)+ f"@)=3+5+20=28.
2 5 6

Ba--> 40
4x3—2x2—5x+6=Ii ( X X x?’)_

x(2 —1) )
X

b) lim ,

X— 1 X—>—0

C) f'(x)=0<:>12x2_4x_5:0:>Xlz_%,xz=%
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f (x))0, VX e (—ox; ——) u(— +oo)si f(X)<0, Vxe [—% a Rezulta ca f este strict

< 1 ) o - 15
crescatoare pe —oo;—E v, E;+oo si strict descrescatoare pe _E;E .

2014
—1_2mu

3). a) Suma termenilor aflati in progresie geometrica ne da 1- —ladica

tocmai f(2).

X2014
b) Ilim = lim(x*" + X% + ...+ x+1) = 2014

x>l xX—1 x—1

c) f'(x)=2014-x* sidin f"(x)=2013-2014-x*)0, VxR, rezultd f convexipe R.
2017
-1

= 1@=2"-1 D)
2016-2017

4).a) f(X)=x+x* 4. +x*+x+1=

f'(x)=2016X°"° +.....+2x+1= f'(1)=1+2+3+..+2016 =

c) f(x))0, ¥xe(Loo), f(x)0, Vxe(wo;1), f(1)=2017, = f(x))0,VxeR
5). a) Din x> —4>0=> x e (—o0;—-2] U[2;+0). Asadar, D = (—o0;—2]U[2;+x);
b) g(X) =x(x*-4)=g'(X)=x*—4+x-2x; g'(x)=3x*—-4. Din

23

g'(x):0:>3x2—4:0:>x12_+—

Cum g (x))0, Vx & (-0 —i f ) 5 g (0, Vxe L‘i %j

c) Asimptota oblica are forma y =mx+nunde
J_ 1‘5

m:Iim =lim |Im—=l;

X—>0 X—>00 X—>00 X

n=lim(f (x) - nm)_nm@h T4 = lim X 24X

2 IXP =4+ X
oblica spre 4o pentru functia f.
6). a) lim f () = IJLT(A'XS +6)=10;  lim f(x)= IXiLr}(sz +8x) =10. Rezulta ca f este continua
x(1 x(1 x)1 01
in punctul xq =1;
b) f'(-2)+ f '(x) =48+16 =164,
c) Cum feste continud in 1 si f,'(1) = Ixi m 12x =12 s1 f,'(1) = I1T1(4x +8) =12, rezulta ca f

=0.Rezulta, y= x este asimptota

este derivabila in 1.

7).a) f'(X)=4"In4+5In5= f'(0)=In4+In5=1In20;

b) f'(x)=4"In4+5In5)0, Vxe R =Tfeste strict crescdtoare pe R; ¢) lim f(x)=0.

8). a) I|mM =f'(x)=2-e*-2.¢%; f'(0)=0; b) feste crescatoare pe (0;)si

x—0

descrescatoare pe (—;0); c) 0 este punctul de minim al functiei. Rezulta,
f(xX)>f0)= f(x)>2, VxeR..
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9).a) f'(X)=2+Inx ; lim f(x))( f(l) = f'()) =2. b) f este convexa pe (0;0) si concava

pe (—»;0). €) 2x—y-1=0;
10). a) f'(x)=(x*+5x+6)-¢*, f'(0)=6; b) -3 si -2 sunt puncte de extrem iar f este
crescatoare pe (—oo;—3]U[-2;20) si descrescatoare pe (—3;-2); C)

f( ) _lim X +5x+6 . 2x+5

lim > =lim
x%oo)( e¥ xow X x—o 2%

11). a) 'JL‘SM f'(0) =0;

=1.

b) f'(x)=e""—e>0,vx>0=feste crescatoare pe [0;00) <> Vx>0« f(x)> f(0) . Cum
f(0)=0 rezulta ca f(x)>0,Vvx>0.
f'(x)=e*" —e<0,vx<0=feste descrescitoare pe (—0;0] <> Vx<0<«> f(x)> f(0) .
Cum f(0)=0 rezulta ca f(x)>0,vx>0. Asadar, f(x)>0,VxeR.
X+l X+l
¢) lim— ) _|imw=|imu=w.

xaoox — X—>0 X =1 x>0 22X

12).a) f'(x) = 2"‘3

B ,1) si descrescatoare pe [0; ﬂ .
—2x+1

(X—X)

b) f"(x)= )0, ¥xe(0;1). c) Observam ci

f (%) + f (101; aj =0,vae{1,2,..,9} ,atunci, suma data este egala cu 0.

13). a) x e(-o;—2)U(4;); b) feste crescatoare pe (—2;1]u(4;0) si descrescatoare pe

(—0;-2)U[L;4); ) lim F(x )_I im 2X=2 =lim 2 =0;

x>0 X x—>ocX —2X—8 xox2x—-4
14).a) f'(x )— X +2 = f'(0)=2. b) f'(x) ) 0,vxeR=feste crescatoare pe R.
c) f"(x)= = ( 0, ¥xe(0;), rezulta ca f eset concava pe (0;).

(x +l)
15). a) f'(x) = 2011x™° — 2010 = f '(0) + f (0) = —2010+ 2010 2012 = 2012
b) lim f (X) f ® _ ¢ 1)=2011-2010 =1
c) f'(x)= 2011- 2010x%*)0, ¥x)0=f este convexa pe (0;+o)si concava pe (—o;0).
16).a) f'(x)=5x" —%: fQ)=0:

b) lim f (x) = lim(x° +§) =—oo si lim f(x) =lim(x° +§) = +o0 . Rezultd cd x=0 este asimptota
iao §<—0>o X ;)-50 §>—0>0 X

vericald la stanga catre —oosi la dreapta cétre +oo.

C) y—f(x)=Tf'(x)x—%,) < y—f(-1)=f'(0)(x+1) = y= -6 este ecuatia tangentei la

graficul lui f'in punctul de abcisa xo = -1.

17).a) f'(x)=(5"-x) =5°In5-x+5 =5*(xIn5+1);

b) Ecuatia tangentei la graficul lui f are forma y-0= f (0)(x—0) < y = X, adica tocmai

ecuatia primei bisectoare.
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c) ' (X)=[f (X)] =["(xIn5+1] =5"In5(xIn5+1) +5*In5 =5*In5(xIn5+2).

19). a) f'(x)=8x*+16, g'(x)=2x—1= f'(x)-g'(x) =16x" —8x® +32x —16;
4 3 2

b) lim M: lim 22X 48) i 2X(X —2X+4) 48

Hzx —X—6 x>2(X+2)(x-3) x>2 X—3 5

c) f"(x)=(f")'(x)=24x>)0, VxeR. Rezulti ca f este convexa.

72') 1 V2 _ 1442,

20). a) f'(x)=cosx, g'(x):—sinx:f'(g)—g'(z ==

f(x nx .. . .
b) lim——= () _ — 1im 22X _ jim tgx =+o0; ¢) Ecuatia tangentei are forma
x—>ﬂ g (X) x—>” COS X x—>%

IZ' T
x(f X<5 ><<E

g v f5) o Py y LB 7
y— (%)= f'(Xx)(x—X%,) de unde rezulta y—f(g)_f(B)(x 6):>y 5= (x 6).

21).a) f'(x)=(2x—4)-e* 2 {'(0)=—-4-¢% b) 2 este punct de extrem, de minim; c)
0<x<1, feste descrescatoare, rezulta f(1)< f(x)< f(0) = % < f(x)<e’, vxe[01].

22).a) f'(x)=e>+(x+3)e > (-39 = f'(0)=-8. b) lim M__s
oo @ (X +3)

¢) Din f’(x) =0 rezulta ca x= —%este punct de maxim.

8
0| —00 3 490
() ++++‘J —— — -
—00_— ~._ "
2x+1  ..ov 5 < 2 1) Moo -
23).a) f'(x )—m f (2)—4. b) f este crescatoare pe ( 2,2})[1, ); ©)
f"(x)= ~(2x +2x+5) (0, ‘V’Xe(—oo —2) (l;oo).
(x? +x—2)
2x +2 : 6

b) f(x) se mai poate scrle de forma

F(X) = IN(x + 2X—3) = IN(x + 3)(X—1) = IN(x+3) + In(x —1), atunci f (x) =—— +—— iar
Xx+3 x-1
., 1 1 . |
f'(x) =_(x+3)2 — XD (Opentru orice x e (—o0,—-3) U (L+0).

Asadar, f este concava.

¢) lim—X) () _lim In(x? +2x — 3)00 im 2X+2

X—>0 X—>00 X X—>00 X + 2X — 3
lui l’Hospltal.

=0, dupa ce, in prealabil s-a aplicat regula
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25).a) f'(x)= \1/12_); b) f'(x)>0, Vxe {—i g} f crescatoare;

f'(x)<0, Vxe [—oo; —g J u[g , oo} , f descrescatoare; c) 4x —4«/§y— 23+3=0;

26).a) f'(x)= 3:)/()(__21 b) f este descrescatoare pe (—oo,%j si crescatoare pe (%,oo);
c) f"(x)= _ 2lx=22 (0, Vxe (1; Q) Rezulta ca f este convexa pe (1; 2)
16(x—1)v/x—1 21 21
27).a) f'(x)=+x-2 + > 23\/ Y0, pentru orice x e[2;+x). Rezulta ca f este
— X —

strict crescatoare pe [2,+oo) ;
b) Ecuatia tangentei la grafic, intr-un punct M(Xo, f(Xo)) este y— f(x,) = f'(X,)(X—X,) .

Cum xo=3, f(Xg)=3si f'(3)= E, rezultd ecuatia y—3= g(x—B) =y =§X —g;

2
x(x—2—x—2) . —4x
c) lim XVX—2 = xa/x+2) =lim
g I 2 (\/* \/*]
1-—+ 1+—
—Inx
, 1 Inx
29).a) f'(x)==X v = f'Q)=1
. . . ., 1-Inx
b) Observam din punctual a) ca f '(x) = v =1-Inx)0 = x(e =
Pentru x(e, f este strict crescatoare, si pentru x)e f este strict descrescatoare.
C) Ilmln—xz—oo. 30).a) f'(xX)=— 2 =, £'(2)=-2;b) y=1este asimptota orizontald
0 X (x=1)
la o0 €) f"(x) =ﬁ-(2x—2). f este convexa pe [L») si concava pe (—;1].
X_

31) a) i M_f (0)=8 deoarece f i(x)= 42X =%-2)
" (x*+1)

b) f este crescatoare pe [—% 2} si descrescatoare pe (—oo, —%) U(2,); c) Fie

Xe {—1, 2} .
2
Cum f este crescatoare pe {—% 2} rezulta f (—%) <fTX)<T(2)e -7<f(X)<3.

2(x 2)
(x> —x +1)

b) feste crescatoare pe [0,2] si descrescatoare pe (—o,0)U(2,%);

32)a) f'(x)= f)=2, m%: fiQ)=2.

c) f este crescatoare pe 0<x<2.Atunci, f(0)<f(x)<f(2)=>-2<f(x)< %
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—-6x-1
(X —DZ

f este crescatoare pe [x,, X, | si descrescatoare pe (—oo,%, )\U(X,,0);

33).a) f'(x)= , T'(0)=-1;b) f'(X)=0=x ~-509 si x, ~~-0,18.

c¢) Cum f este crescatoare pe [-3, —2] atunci, din -3<x<—2= f(J)<fX)<f(-2)=>
-6x-1
(x =3)*
f este descrescatoare pe [x,, X, | si crescatoare pe (—oo,%,)U(X,,®);
c¢) Cum f este descrescatoare pe [1,2], atunci, din 1<x<2= f@2)<f(X)<fQ)=
5<f(X)<-1;

Osf(x)s%. 34) . a) f(x)=> f'(l)z—g;b) F(X)=0=>x ~0.1 si X, ~~6,2.

35).a) f'( )_X(+—2):(L)21’ f(2)_— b) Punctul de maxim este x =—-1—+/2. c)

+

2

y=ax+b,unde a=Iim X2 +1:1, b= (f(x) X) = L )—Iml—:—l Atunci,

x—o X 4 X x X—>00 + X x—o X +1
a+b=0.
36). a) f'(x):—%-(2x+2), '@ :_—4; b) feste crescatoare pe (—oo;—1) si

(x° +2x) 9

descrescatoare pe (—1o0;)  C) y—l: f'O(x-1), 4x+9y-7=0.

37).a) f'(x )——2)2(, f'(2) =—; b) feste crescatoare pe (—o;0]U[L);

(2x=1)

1 . - D A - . <
C) x == este asimptota verticala la stinga catre —oo iar la dreapta catre .

y= % X +% este asimptota oblica la +w.

39). a) fix)=2X XL g 5 V6 [ JE-J

TR f'(2)=-1;b) feste crescatoare pe (—00;1—7)u 1+7’oo

N

si descrescatoare pe (1—— 1+ — ] C) x+y-11=0.

—x?+4x-5
(X2 —4x+3)%
lim f(x)-(2x-3) =

40).a) f'(x)= f'(2) =1; b) f este descrescatoare pe R . C)

_ 2
lim X—Z(Zx 3)=lim ﬂ im2X=7_ 5 S-a aplicat regula lui 1’Hospital.
x>0 X2 —AX+3 xo>n X2 —4X+3  xo»2X—4
41) a) lim—2—— fjmNd=X)

=0; b) f'(x) :l;xz; f'(x) =0= 1 este punct de maxim iar
xo0 X 41 x> (X+1)
valoarea maxima este egala cu f(1)=1-In2; ¢) y=1-In2.

1/ 1 1 )1 x=5+x-1_1 2(x-3) X—3
42).a) = + = — =—
2{x-1 x-5) 2 (x=1)(x— 5) 2 X°—6x+5 Xx°—-6x+5

= f(x);
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11
2(x-1)>  2(x-5)?
descrescatoare pentru orice x e R\{1;5}.

b) Cum f'(x)=- (0 pentru orice x e R\{1;5}, rezulta ca f este strict

c¢) Din conditia f(x))0 = X;m ceea ce implica X € (1;3) U (5;+0).
(x=1)(x-5)
43). 2) Cum f'(x) = (Ax+1(x-1) fx X+6 _ 2X 4x2+5 £(2) = 8 8+25 _c
(x-1) (x-1) 2-1)
b) Cum ecuatia asimptotei oblice este y=mx+n unde m= IimM si n=lim[f(x)-mx],
X—00 X X—0
rezulta
2 —
2:m:Iimﬂ:Iiman—bX6=a:>a=2;
X—»00 X X—>»00 X — X
2 — —_—
3=n = lim[f (x) - mx] = Iim[2X+—b1(6—2x] - Iim2x+—bX16 —b+2; Din b+2=3 rezulta
X—>»00 X—>00 X — X—© X —
b=1.

Asadar,a=2sib=1.
c) Ecuatia tangentei la graficul functie f'in punctul M(x0;f(Xo)) este data de formula,
y—f(X,) = f'(%,)(x—X,) . In cazul nostru, ecuatia tangentei este :
y-4=1'(2)(x-2)= y=5(x—-2)+4, y=5x-6.
+4)— (x> +3x)-1  x*+8x+12
(x+4)? o (x+4)?

2 2
X 3K _ o si lim £ (x) = lim XX
X+4 X4

b) lim f(x)=lim

) e v ey X Wt X
asimptota verticala la stinga catre —oo si la dreapta cétre +oo.
&) ()= (2X+4)(X+4)* —(x* +8x+12) - (2x +8) _8x+32 8 |
(x+4)* (x+4)*  (x+4)°
Rezulta ca f "(x))0, Vx)—4= feste convexa pe (—4;+x).
45. a) feste continud in 2 < 1,(2) =1,(2) = f(2).

= fO) ==
16 4

44). a) f (x) = ZI

=400 . Rezultd ca x = - 4 este

L@ =limx+7 =3, 1,(2) = limX=2 ~ 372 Atunci, din 272-3-a-13
XoF 22x+l 5 5
A o . . - , , 1 25 149
Asadar, f este continua 1n 2 daca si numai dacd a=13. b) f'(-3)— f '(3) :Z+E:@’

C) y—f(x)=F'(X)x=x%)=y-f(2)=1'(2)(x-2)= y—B:%(x—Z) = X—-6y+16=0.
46). a) f este continuan 2 < 1.(2)=1,(2)=f(2).
@Iin‘zn/x2+5x+a:Iirrggxgl4<:>\/14+a:4<:>14+a:16:>a:2;,. Atunci, din

(2 X)2
#’XE(O;Z) 79 14+9V2
b) f(x)=q2VX Fox+a Rezultd, f'(1)+f'(3)=—"—42=1847N2
2.2J2 8 82
g,XE(Z;OO)

c) Ecuatia asimptotei oblice: y=mx+n;
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m=tim T _jim XL 9 1 i () - my = lim 224 9%y 14
x>0 X x>0 8X 8 X—>o0 X—0 8 8
Rezulta, y:gx—g.
8 8
f— — f— 2_
47). 8) 3-x-— 2 _ (4-x)(3-x)-2 _X 7x+10 _ F(%):
4—xX 4—X 4—X
. X*—7x+10 , 5
b) lim =-1; ¢C) f(X)-(x—4) <0 X" —7x+10>0= X €[—00; 2] U[5;+0) .

= (4-X)(x—=5)
, —2x*-12x+8 , 1 . . X(2x+6
48). a) f =" = 0= b) mx.f(x):lxﬂ_(sz)Z

c) Deoarece —2x* —12x+8(0,vx >1= f '(x)(0, ¥x >1= f este strict descrescatoare pe [1;0).

2,
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