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Introducere

Inca din sec. 6 f.e.n scoala de matematici greaca al cirei precursor a
fost Thales din Milet (c. 624 — 576 1.e.n) a dezvoltat un rationament
deductiv in rezolvarea problemelor, pe baza logicii si a unui sistem de
axiome riguroase in care conceptul de numar juca un rol fundamental, mai
mult, ocupa primul loc, fiind baza tuturor lucrurilor existente, esenta

intregului univers asa cum era prezentat de discipolii scolii pitagoreice,
Pitagora din Samos (c. 584, Samos, Grecia, - c. 497 1.e.n).

In fapt, multe din cunostintele grecesti au fost preluate sau dezvoltate din cultura
egipteand si mesopotamiand mult mai avansate in secolele 25- 16 i.en, rimase astdzi pe o
serie de placute de lut sau papirusuri in care cercetdtorii au descoperit probleme ale caror
rezolvari implicau ecuatii de gradul 1 si 2, operatii cu fractii, aproximari ale numerelor,
medii aritmetice si geometrice, divizibilitate, calcule de arii, serii, etc.

Plimpton 332 (text babilonian din 1900 I.C.), Rhind Mathematical Papyrus sau
papirusul scribului Ahmes (text egiptean 2000-1800 I.C.) si Moscow Mathematical
Papyrus (text egiptean 1890 1.C).

Matematicienii greci Euclid (330-275 1.e.n, Eratostene din Cyrene(c 273 — 195,
1.e.n.), Arhimede din Siracuza (c. 287 — 212, i.e.n) au pus bazele stiintelor pentru secolele
urmatoare.

In sec. 1 e.n, matematicianul si inginerul grec Heron din Alexandria, fondator al
Scolii Politehnice din Alexandria, unul din cei mai mari inventatori, cu aplicatii in
domeniul opticii, mecanicii, termodinamicii, a dat definitia lucrului mecanic, regula
paralelogramului de adunare a fortelor, aria unui triunghi( formula lui Heron de calcul a
ariei cu ajutorul laturilor triunghiului), precum si calculul volumelor unor corpuri de unde
obtine o aproximare a rddacinii cubice. Inventeaza clepsidra si fantina arteziana.

Tot in aceasta perioada a trait si matematicianul grec din Alexandria, Diofant. El a
renuntat la reprezentarea geometrica intuitiva a marimilor numerice prin segmente sau arii
folosind notatiile literare. Prin opera sa ,,Arithmetika” este Tntemeietorul algebrei, relatand
metode de rezolvare a ecuatiilor algebrice de ordinul 1 si 2, precum si folosirea
simbolurilor pentru necunoscute, a folosit reguli de calcul algebric abstract precum si tipuri
de ecuatii care astazi 1i poartd numele, ecuatii diofantice. Se pare ca aceasta opera a avut in
original 13 carti, din care au ramas doar 7.

In perioada evului mediu cultura si civilizatia musulmani si cea hindusi au fost cu
mult deasupra celei europene, dacd ne gandim la dezvoltarea matematicii si astronomiei
adusd in prim-plan de catre matematicienii musulmani, Aryabhata (476-550), Al
Khwarizmi (780-850), Abu Kamil ( 850- 930), Abu al-wafa Buzjani ( 940- 998), Ghiyath
al- Kashi( 1380- 1429), Al Biruni ( 973-1048) sau de cei indieni, Brahmagupta (c. 598- c.
670), Omar Khayyan ( 1048-1131), Bhaskara Il ( 1114-1185).

De la Aryabhata ne-au ramas valoarea exacta cu patru zecimale a lui pi, sistemul
zecimal cu sistemul de numeratie pozitional si o serie de reguli algebrice si trigonometrice.
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Pe langa faptul ca a explicat eclipsele de luna si de soare, miscarea de rotatie a Pamantului,
a calculat circumferinta Pamantului cu o precizie de 99,8%. Tot el a dat si formulele pentru
n(n+1)(2n+1)
6
Brahmagupta cunostea calculul cu fractii , rationalizarea numitorilor fractiilor si
stia s1 modul de rezolvare a unor ecuatii, al calculului radacinii patrate si al unor probleme

sumele 1> +2% +...+n? =

, P42+ 40 =1+2+3+...+n)

de astronomie. Pentru prima data, cifra zero apare ca numar si sunt descrise operatiile de
adunare si scadere cu numere negative. A dat si o reguld algebricd de determinare a
ecuatiei de gradul doi.

Matematicianul persan Al Khwarizmi (780-850 ) prin cartea sa ,,Hisab al-jabr w'al-
mugabala” (Calculul prin addugare §i aproximare), cunoscutd in vest si sub titlul
«Algebra», a dat metode de rezolvare a tuturor ecuatiilor de gradul intai si doi cu radacini
pozitive, cu ajutorul sistemului zecimal dezvoltat de indieni. Astfel, in Europa, prin
traducerea operelor lui este introdus sistemul de numeratie indo-arabic, denumirea de
algebra “al-jabr” provenind din lucrarile lui si semnifica una din cele doua operatii de baza
pe care le folosea la rezolvarea ecuatiilor si anume, separarea termenilor asemenea dintr-0
ecuatie.

De asemenea, cuvantul algoritm provine din forma latineasca a numelui sau si anume
Algoritmi si se gaseste in titlul unei carti de a sa despre arta hindusa a calculului
“Algoritmi de numero Indorum” ("al-Khwarizmi on the Hindu Art of Reckoning")
intitulata astfel de matematicieni din sec. 19.

In Europa anului 1202 aparea lucrarea ,, Liber Abaci”, a lui Leonardo
Fibonacci(1170 - 1250) care introduce astfel sistemul de calcul cu cifre
indoarabe. A fost primul care a introdus in Europa numerele negative fiind
interpretate ca datorii. A propus denumirea de ’zero” pentru numarul 0 si a

folosirii liniei de fractii precum si a rezolvarii de ecuatii algebrice prin
aproximarea solutiilor acestora.

Tot el a perfectionat regula de adunare a fractiilor, prin aducerea la acelasi numitor
comun dupa calcularea celui mai mic multiplu comun. De asemenea, a dat criteriile de
divizibilitate cu 2, 35, 9.

Tn 1544, in “Arithmetica integra” matematicianul si calugirul german Michael Stifel
(1487 — 19.04.1567), inoveaza simbolistica matematica prin utilizarea pentru prima data a
operatiilor cu numere negative, a Inmultirii dintre termeni fara sa foloseasca vreun simbol
intre ei si denumirea de exponent, dand regulile de calcul cu puteri asa cum le cunoastem

si noi: q"q"=q™", q—=qm‘”. S-a preocupat si pentru rezolvarea tipurilor de ecuatii

n

m

patratice si a studiat numerele irationale.

Francezul Francois Viete (1540 — 23.02.1603) este considerat unul dintre cei mai
mari matematicieni ai secolului al XVl-lea care a dus stiinta franceza la un nivel ridicat
pentru contemporanii sdi. Desi jurist, Viete a avut preocupari in astronomie si
trigonometrie determinand prin calcule valoarea lui 7 cu nouda zecimale exacte, sau a

8
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formulelor pentru sina—sinb,sina+sinb cosa—cosb,cosa+coshb,

sin na, Cos Nan functie de Sina,cosa.

Cel mai mult, este cunoscut pentru scrierea literala pentru prima data, a formulei
(a+b)* =a®+2ab+b*.

In 1585, prin cartea “ De Thiende ” a matematicianului si inginerului olandez Simon
Stevin (1548 - 1520) este introdusa pentru prima data notatia zecimala, destul de greoaie,
care avea sd usureze ulterior calculul real matematic cat si cel economic.

De abia in 1612, germanul Bartholomaeus Pitiscus (24.08.1561 — 02.07.1613)
separa intregii de zecimale prin punct.

Astronomul si matematicianul englez Thomas Harriot (c. 1560 — 02.07.1621) a
introdus inegalitatile in algebrd, lui fiindu-i atribuite inegalitatile : a®+b*)ab(a+b),

b

(a+b+c)*)27abc, a,b,c)0., precum si folosirea simbolului ,,”” pentru inmultire.

O revolutie in algebra a constituit-o inventarea logaritmilor o datd cu aparitia in
1614 a cartii “ Mirifici logarithmorum ........ “, a matematicianului scotian John Napier
(sau Neper) (1550 — 04.04.1617). Acest fapt a facut posibila reducerea unor inmultiri la
adunari si a unor Tmpartiri la scaderi. Logaritmii reprezintd operatia inversa de calcul cu
puteri cu exponent care std la baza functionarii calculatoarelor mecanice analogice
ulterioare. De asemenea, el are meritul de a fi lucrat sistematic cu calculul cu fractii
ordinare in detrimentul celui cu fractii zecimale si a propus despartirea prin virguld a partii
intregi de partea zecimala in cadrul scrierii fractiilor zecimale.

In 1572, Raffacle Bombelli (1526 - 1572) a publicat cartea “ L'Algebra “ in care
aduce contributii importante in Intelegerea numerelor complexe.

In 1634, matematicianul si astronomul francez Pierre Herigone (1580-1643) a dat
- n!
formula combindrilor de n elemente luate cate p, " pt(n-p)! si de asemenea, lui i se
atribuie folosirea si introducerea sistematicd a unui set larg de simboluri si notatii
geometrice.

Matematicianul si filozoful francez Rene Descartes (31.03.1596 — 11.02.1650)
considerat reformatorul algebre este primul matematician care introduce notiunea de
variabila si foloseste metoda coordonatelor prin care problemele de geometrie se reduc la
probleme de algebra. A folosit literele alfabetului latin pentru notatii , constantele cu
primele litere iar variabilele cu ultimele litere. Astfel, geometria analitica pe care el a
fondat-o este in stransa legatura cu sistemul de coordonate carteziane - de la numele lui, pe
care el l-a introdus si unde a notat axele cu Ox si Oy. Astfel, un punct din plan se
reprezinta prin doud coordonate, abcisa pe Ox si ordonata pe Oy. Luind un segment al
dreptei ca fiind segment unitate, a descoperit cd pentru orice punct de pe dreapta se poate
asocia un numdr real, introducand astfel axa numerelor reale ceea ce era 0 noutate pentru
acel timp.

Pasiunea pentru matematica a juristului francez  Pierre de Fermat (17.08.1601 —
12.01.1665) si corespondenta sa din 1654 cu Blaise Pascal (19.06.1623 — 19.08.1662) a

9
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condus la aparitia teoriei probabilitatilor cu ocazia problemei legate de impartirea
echitabild a mizei unui joc de noroc incheiat inainte de termen.

Jacques Bernoulli (sau Jacob) (27.12.1654 — 16.08.1705 ) a dezvoltat teoria
probabilitatilor unde a dat legea numerelor mari (1705), cunoscuta si sub numele de legea
lui Bernoulli. De asemenea, ,inegalitatea lui Bernoulli ” este foarte cunoscuta,

(@+x)">1+nx, pentru orice n numar natural. De numele sau sunt legate si notiunile de

variabila aleatoare, evenimente independente si experiment bernoullian.

Copilul minune al matematicii, Pascal prin cartea sa din 1654
,,Combinatorica” a dezvoltat aceasta teorie a combinatoricii la un nivel
destul de ridicat. Pe 1angd marile sale descoperiri din fizica se stie cd in
dorinta de a-si ajuta tatal care era colector de taxe, a inventat in 1642
primul calculator mecanic ,, Pascaline” o masind carte efectua adunari
st scaderi. Lui 1 se atribuie si inventarea ruletei de azi.

Continuator al muncii sale a fost lIsaac Newton (25.12.1642 —
20.03.1727) care a extins formula binomului la puteri cu exponenti rationali si reali,
(@a+b)"=a"+Cla"*-b+C’a"*-b* +...+Cl "a-b"* +b"

In 1671, Leibniz inventeaza un calculator mecanic net superior celui inventat de
Pascal. Era o masina de calculat care efectua cele patru operatii, de adunare, scadere,
inmultire si impartire dar care putea sa si extraga radacina patrata. Tehnica fundamentata
de el pentru functionarea calculatorului avea ca principiu folosirea bazei 2 si nu a celei in
baza 10. Aceasta tehnicad a stat la baza ideii construirii calculatoarelor electronice in sec.
XIX.

Din 1711, Moivre a exprimat, independent de Bernoulii, probabilitatea ca un
eveniment de probabilitate “ p” sa se realizeze de ,,m” ori, din ,,n” probe de aceeasi naturd ,

Cap"a™", p+q=1

sl anume De asemenea, el a generalizat problema distributiei
binomiale a lui Bernoulli iar in 1718 da formula probabilitatilor conditioante,
P(ANB)
P,(A)=——F.
s (A) P(B)

Incepand cu secolul 18 si continuand cu sec al 19-lea in matematici au loc mari
descoperiri ale marilor matematicieni francezi, englezi, germani cum ar fi Newton,
Leibniz, Euler, Clairaut, Laplace, Monge, Cramer, Gauss, Lagrange, Bezout, Legendre,
Fourier, Dirichlet, Galois, Cauchy, etc., care au contribuit la punerea unor baze solide,
stiintifice ale tuturor cunostintelor matematice, la abstractizarea si organizarea axiomatica a
cunostintelor care au condus la dezvoltarea teoriilor matematice si diversificarea ramurilor
matematice prin noi discipline si teorii dar si la gasirea a numeroase aplicatii ale acestora in
diverse domenii.
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Cap. 1. NUMERE REALE

Recapitulare si completari

[1.1 Operatii cu radicali de ordinul doi

Pe parcursul lectiilor se folosesc notatiile:

R =(—o0;0), R*=(—00;00)\{0}, R*, =(0;0), R, =[0;0) .

Definitie. Se numeste radical de ordinul n din a, numirul {/a, unde acR,n>2,n se
numeste ordinul radicalului.

Acesta provine de la rezolvarea ecuatiei X" =a=>x= ?/a.
Dacd n este par atunci aeRR_; Dacd n este impar, atunci a € R;

Definitia radicalului de ordinul doi
Fie aeR,.Atunci va e R, se numeste ridicina patrata a numarului real pozitiv a.

JE >0, Vva=0 Ja nu existd daca a(0;

Exemplu de extragere a radacinii patrate

/54756 234 ) Extragerea raddacinii patrate dintr-un
numar natural
4
147 43-3=129 Se grupeaza cifrele numarului cite doud de la
464 -4 =1856 dreapat spre stanga: 5.47.56;
— Se afla cel mai mare numar (2) al carui patrat

=1856 sa fie mai mic sau egal cu 5 si il scriem In
dreapta sus, la raspuns iar patratul siu 2°=4 se

=1856 . <

pune sub 5 si se face scaderea.

==== Se coboara grupa a doua (47) langa primul rest

(1);

Se dubleaza radacina (2-2=4) si se trece jos in dreapta langa care se adauga catul dintre 14
si 4 adicd 3, apoi se inmulteste numarul obtinut (43) cu 3 si se adaugd sub 147, dupa care
se scad;

Langa noul rest se adauga ultima grupa (56);

Se dubleaza radacina (23-3=46); Langa 46 se adauga catul dintre 185 si 46 adica 4 si se
inmulteste numarul 464 cu 4. Rezultatul produsului se adaugd sub 1856 si se scad. Se
obtine restul 0. Asadar, 54756 =234.

Pitratele perfecte pana la 20 si extragerea radacinii din patrate perfecte
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JN =n n=N JN =n
02 -0 Jo=0 10? =100 V100 =10
12 =1 J1=1 11> =121 J121=11
22 -4 J4=2 12> =144 144 =12
¥ =9 J9=3 137 =169 | {169 =13
42 =16 J16 =4 14* =196 V196 =14
52 = 25 J25=5 152 =225 \J225 =15
62 =36 J36 =6 162 = 256 \J256 =16
72=49 | Ja9=7 17 =289 | /289 =17
8 =64 | l64=8 182=324 | \[324=18
92 =81 J81=9 19°=361 | /361=19
10° =100 | 4100 =10 | 20° =400 400 = 20
Proprietatile radicalilor
Fiea,be R,
1. \/?=|a| >0, Exemplu: /(-5)* =|-5|=
2.Wa-b=+a-b Exemplu: /72 =+/36 42 =62
Ja \F 9 Vo 3.
3.|—==4—| b=0 Exemplu:
b \b P N16 T e 4
4. Ja" =(Ja)' =a’ Exemplu: y/3%** :3&212 =3,
5. Daca Ya€Q=2a=K]  gyomny: V3" +8-3'+16 e Q=3"+8-3" +16=k’; k=3"+4.
6. |avb =+/ab Exemplu: 243 =+/22-3=412;
7.|Wa*h =[a]<b Exemplu:v/3*-5=3*.5

xv/a - yvb = xy+/ab Exemplu:3./2-53=3-5-4/2-3=15\6;
9. xWatyva=(xty)Wa ExempIU'4*/§+2\/§:(4+2)\/§:6\/§;

XvJa X |a 824 _8 |24
10. | —==—,=, Y,b=#0] Exemplu:—= / —2J4=2.2=4;
yvb y\b y P 4\/6 "4 \6

11. (X\/a)n = x"Va" Exemplu:(2J§)3=23-J€3=8-6J€=48J5;

©

Calculul radicalilor dubli

atb = \/“ a’- \/ ”; D1 Undearb=kz . (formula radicalilor dubli)

Exemplu: 7+443 =/7++/48 = J7+ - \/7_\/727 \f \f 2++/3;
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Altfel, aceste exercitii se pot rezolva usor utilizand formulele de calcul prescurtat, si
anume, sa se formeze un patrat perfect sub

radical: 7+4+3=(a+b)* = 7+4/3=a+ 2ab+b’. In cazul nostru se identifici termenii

corespunzdtori incepand intodeauna cu termenul care contine radicalul
4\/§:2ab‘: 2=23=ab si 7=a%+b?. Din cele doui rezultd a=2,b=+/3.

Asadar, J7+443 =J(2+3)’ =[2+3|=2+43.

Rationalizarea numitorului unei fractii:

x _xa  x _xb 3 %6 6
a ~ab 2%, 4
Ja avb Exemple: /6 2-%, :
X =x(a—\/B) X =x(a+\/5) 2 _2(\/§+2)__2(\/§+2)
a+tvb a*-b ' a-+b a’-b J3-2  3-4
Medii
Media aritmetica m, = X; y m, (4;6;11) :#=%= 7
Media geometricd m, =/x-y , VX, y €R' m, (24/3;4/12) =343 /48 =+/3?- 4 =6;
Media ponderata m =w; p,g € N *—ponderile
p+q
Media armonica m, = 2 _2xy VX ye R
1 1 x+y
7+7
Calcul algebric
Formule de calcul prescurtatin R
1.|(a+b)* =a® +2ab+b?; Exemple: (3x+2)" = (3x)? +2-3x-2+ 2% =9x* +12x+ 4 ;
(2\/§+4)2 —(2\3)2+2-243-4+ 47 =12 +1643+16 = 28+164/3 ;
2./(a—b)* =a®—2ab+b’; Exemple: (2x—3)° = (2x)? ~2-2x-3+ 3 = 4x* ~12x +9;
(2\/5—4)2 —(2\3)2—2-23-4+ 4% =12-16:/3+16 = 28-16+/3:
3.|(a+b)(a—b)=a"-b?|; Exemple: (3x —4)(3x+4) = (3x)* —4° =9x* —16 ;
(V5-3)(\5+3) =5 ~3°=5-9=-4;
4.|(a+b+c)’ =a®+b?+c? +2ab+2bc+2ca

Exemplu: (x* +x+3)% = (X*)? + x> +3 +2X* - X+ 2X-3+2x*-3=x* +2X> + 7x* + 6x+9
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5/(a+b)’ =a® +3a’b +3ab? +b?;
Exemplu: (2x+3)° = (2x)* +3(2x)* -3+3(2x) - 3% +3° =8x* +36X° +54x + 27
6./(a—b)’ =a® —3a’b +3ab® —b?|;
Exemplu: (5x—2)* = (5x)° —3(5x)* - 2+3(5x) - 2° — 2° =125x° —150%* + 60x —8
7.|a® —b® =(a—b)(@* +ab+b?)|,
Exemplu: (2x)® —27 = (2x—3)(4x* +6x+9) ;
8.|a’ +b® = (a+b)(@* —ab+b?))|

Exemplu: 8x® —1=(2x—1)(4x* +2x+1)

Reguli de calcul cu numere reale reprezentate prin litere

Factor comun |a-x+a-y+a-z=a-(x+y+2)| |x:(@+b+c)=x-a+x-b+Xx-c|

Desfacerea parantezelor: |(x+ y)-(@a+b+c)=x-a+x-b+x-c+y-a+y-b+ y-c|

00

(x+y) - (a+b+c)=x-a+x-b+x-c+y-a+y-b+y-c

Exemple: @) —3v2x%y(2+ X —/2y%) = —64/2x2y —32x%y + 6x%y* ;
b) (2x+4y)-(x—3y) =2x> —6xy +4xy —12y°.

Descompuneri in factori
1. Metoda factorului comun

lab+ac—ad =a(b+c—d)| Exemplu: 25x° —15x? +20x =5x(5x* —3x+4) ;

|ax+ay +bx-+by =a(x+y) +b(x+y) = (x+y)(a+h)|
Exemplu: 12x* +6x+10x+5=6x(2x+1) +5(2x +1) = (2x +1)(6x+5) ;

2. Utilizarea formulelor de calcul prescurtat

a’+2ab+b*=(a+b)’| Exemplu: 4x*>+4x+1=(2x+1)?;

a’—2ab+b”>=(a—b)*| Exemplu: x®*-6x>+9=(x*-3)?;

a’—-b?=(a-b)(a+b)| Exemplu: x*—2=(x=2)(x+/2);

a? +b? +c? +2ab+2bc+2ac = (a+b+c¢)?| Exemplu: x? +4x+ 242X +6+4/2 = (x+2+~/2)?;
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Modulul numerelor reale

Definitie: Modulul numerelor reale. Fie acR. Atunci,

a, a)0
la|]=40, a=0;
-a, a0

Exemple:

1). |[-3[=v3; |-2v5|=25; [3J6|=3V6;
3). \/(7—3J§)2 ; \/(3—2\/5)2 :

Proprietatile modulului
1. |a|=0, vaeR;

2). ‘3—\/5‘; ‘\/5—3‘; ‘4—3@‘;

Exemplu: |-7|=7|=7) 0

2.]a=0, <a=0; Exemplu:  [x-4/=0=x-4=0=x=4;

3. |a|=]-a|, VaeR; Exemplu:  |-5/=[5|=5;

4. 4=, < a=tb; Exemplu:  |X|=|-7|= x=%(-7) = x=77;

5. |=a =x=%a, a)0; Exemplu: |x|=5=x=15;

6. x<a, <xel[-aal, a0; Exemplu: |x|<5= xe[-5;5];

7.|X>a, < xe[-o-alula+e], a0; Exemplu: |x>5= xe(—0;-5]U[5;+)
ECUATII iN R

. FORMULE . EXEMPLE:

Xx+a=bhl-a=x=b-a
x—a=b[+a=x=b+a
x-a=bla=x=b:a
x:a=bla=x=b-a
b

2. a-Xx=b=>x=—.
a

3. x* =a= x=+4/a,a)0,

4. |x|=a, a)0=x==za

5. X-%~x.d =b-c:>x=ﬁ.
b d d
6. ﬁ:a‘()zzx:az.
7. a-x2+b-x+c:0:>x12:_b:\/K
‘ a

a#0. A=b*—4ac)0.

Xx+6=10]-6=x=10-6=4.
x—8=14[+8 = x=14+8=22.
X-4=124=x=12:4=3.
X:16=5|6=x=56=30.

2. 4-x:20:x:27?:5.

3. x?=36= x=++/36 = 46.

4. |x|=4, =x=14.

X 3 12
5. — === x=—.
4 5 5
6. V/x =5[()* = x=5"=25.
+ +
7. x2—5x+6=0:>x12:5_—\/i:5—_1.
' 2 2
A=b’—-4ac=5"-4.1.6=1

X, =2, X,=3.
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a-x*+b-x=0= x(ax+h)=0=x =0, XZ:—B
a

2-x*-8-x=0=2x(x-4)=0=>
X =0 x,=4

8.

INECUATII N R

FORMULE
1. ax+b<0(¢(, > )), aeR*beR

= xS—R, daca a)0.
a

2. |Y<a =>-a<x<aexe[-aal.
3. |x>a = x<-a sau

x>a < xe(—wo;-a]ula;®)
4. x¥’<a :>XE|:—\/5;\/5:|
5 x*>a :>X€(—OO;—\/5]U|:\/5;OO)

EXEMPLE:

L 3X—6(0=3x(6} 3= X(2 = X & (~0;2),

2. |x|<10 = -10<x<10 < x e[-10;10].
3. [x|=5 = xe(—w0;-5]U[5;)

4. x* <81 = xe[-9;9]
5. x*225 = X e&(-0;-5]u[50)

Relatiile lui Viete

Definitie: Fie ecuatia de gradul al doilea ax* +bx+c=0, a,b,c, a=0, cu solutiile x,X,.

Relatiile lui Viete fac legitura dintre coeficientii ecuatiei de gradul doi si solutiile acesteia:

X + X, = b
1 2 T
a.

C H
XXy =
a

Demonstratie: ax® +bx+¢=0<> a(X—x)(X—X,) =0 < a(x* = (X, + X)X+ XX, ) =0 a=

b
S=X+X=——
x?—Sx+P=0, unde 2
c
P:Xi-xzzg
Exemplu: Sa se determine relatiile lui Viete pentru ecuatia: 2x* —6x+4=0.
S:x1+x2=—9:—_—6:3
Rezolvare: a4 2.
c
P=x X, =—=—=2
X% P

Exemplu: Sa se determine ecuatia de gradul al doilea care are solutiile x, =4, x, =5.
Rezolvare: Ecuatia care are solutiile x,, x,, se scrie sub forma x*>-Sx+P =0, unde
S=x+X, =4+5=9 iar P=x,-x, =4-5=20=>ecuatia este x*—9x+20=0.

Alte formule utile:
16
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X7 %" =04+ %) = 2% %)

X+ %, = (X +%,)° —3%%, (% +X,)
X14 + Xz4 = (X12 + X22)2 _2)(12 'Xz2

=/ Exercitii rezolvate

1. Sa se extraga radacina patrata din urmatoarele numere:
a) 385; b) 3*.5°; ¢) 576; d) 1,44; e)0,0081;
Rezolvare:

a) V385~19,62 . 1)) J3' 5 = (38-5°) =32.5%; ) /576 =+/3° - 2° =3.2° = 24;
d) V144 =/(L2)? =1,2; €) 40,0081 =/(0,3)* =0,3" =0,09.
385 19,62

1 =1
E— 29-9=261

285 2.1=2
261 386-6=2316

3922.2=7844 2:19=38
2400
2316 2-196=392
8400

7844
556

2. Sa se calculeze:

a) 843-15J3+243; b) 10v2-43+1242-63;  c) V12 -27 —/243;

d) 100 —~/144 —/256 ; e) 3-4/45-2-/80; f) 2418 -448;

0) 23-(-4V3); h) (-5v2)-(-247); i) (-8148):(9V2);

j) (-24v12): (-3V3); k) V2 2 N2 ) V2" (—B)* ;

m (22) @B ) (22); 0) (243 - 228):(-33).
Rezolvare:

a) 8/3-153+2y/3=(8-15+2)y3=-53;

b) 10:/2 —4/3+122 —6+/3 = (10+12)v/2 — (4+ 6)+/3 = 2242 —104/3;

C) V12 27 —243 =27 -3 -+/37-3-1/9% -3 =23 -33-9/3 =103 ;
d) VI00 — 144 — /256 =~[10° - 12 - 167 =10-12-16 = -18;

€) 3-4/45-2-4/80=3-1/9-5-21/16-5 =95 -8\5 =5 ;

f) 2/18-44/8=20-2-4-/4-2 =6:/2-8V2 =22 ;

9) 23 (—4/3) =89 =-8-3=-24;

h) (-5v2)-(-247) =10V14 ;
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i) (-81v8): (9v2) =-9v4 =9.2=-18;
i) (-24J1_2):(—3J§) =84 =16;
K) V2" N2 N2 =2 =2 = 2 = 2048
) V2 (—B)* =(~VI6) =(-4)" = 256
m) (~2v2) -(2\3)’ = (-8-2v/2)-4-3= 19242
n) (2\/5) =ﬁ=%;
0) (4243 -24/48): (—/3) = (3613 -8+3): (—3) =(28+3): (—3) =28

3. Se consideri numirul /41~ 6,a,a,a,...... Si se calculeze a,-a,-a,.

Rezolvare: /41~6,403....... Rezultd a,-a,-a,=4-0-6=0.

4. Sa se rationalizeze numitorii fractiilor:
1 2 4 2

1, . . _ _
VEP e 7 Vv w Y e
Rezolvare:
oL Byt R B
V3 3 a2 42 8° 32 3% 3’

4+2

d) Se amplifica cu conjugata de la numitor: 4 - 4(4+\/§2) _ 4(4+2) _ 4++2 ;
4-2 g_Jo 12 3
o 02 a2 2(3/2-248) 32-23
3WV2+243 (3V2)2-(23)?  18-12 3

5. Sii se calculeze /6+2v/5(\3— /5 +12-44/5).
Rezolvare: Cum (6+2+5)(3—/5) =18—-10=8 = /6 + 24/5 -4/3—/5 =8 = 24/2 si cum
(6+25)-(12-445)=72-40=32 = {6+ 25 1245 =32 = 4y2 . Raspunsul este 612 ;

6. Sa se determine n e Z astfel Incat 3n +14 eN.
n_

. . . ~ Ao 3N+4
Rezolvare: Trebuie determinat neZ astfel incat 1= k?, keQ.
3n+4 _3(n-D+7 =3+ ! =k*<on-1=7=n=8.

n-1 n-1 n-1

7. Determinati m,n e Qastfel Incat m+4+/3 =27 + n-(3+ 2\/§)

Rezolvare: m+4+/3 =3n+(3+2n)v/3 = m=3n, 3+2n=4:>n=%, m:g.

8. Sa se calculeze:
a) 7X+2x—-12x—-4x; b) 5x* —6x+3x—15%°; c) —2x*(3x* —4x+2);
d) 2x=3)(3x+2); e) (x+5)%; f) 3x—4)*;
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g) (4x—2)(4x+2); h) (x+4)%; ) (x=2)%;
Rezolvare:

a) 7TX+2x—-12x—4x =—7X; b) 5x* —6x+3x—15x* = —10x* —3X;

C) —2x°(3x* —4x+2) =—6x>+8x" —4x*; d) (2x—3)(3x+2) =6X* +4Xx—9Xx—6=6X"-5X—6;
e) (x+5)* =x*+10x+25; f) (83x—4)* =9x* —24x+16 ;

g) (4x—2)(4x+2)=16x*>—4; h) (x+4)° =x*+3x*-4+3x-4°+4° = x> +12x° + 48x + 64 ;
) (x—2)°=x>-3x*-2+3%x-2° - 2° = x> —6x+12x—8;

9. Utilizand metode combinate sau formula de descompunere a trinomului de gradul
al doilea ax®* +bx+c=a(x—x)(x—Xx,), unde x,x, sunt solutiile ecuatiei de gradul doi, si
se descompuna:

a) x*—7x+6; b) x*—7x+10; C) x*+5x+6;

Rezolvare: a) x* —7x+6=x*—Xx—6x+6=x(x—1)—6(x—1) = (x-1)(x—6);

b) x* —7x+10=x*—2x—5x+10=x(x—2)—5(x—2) = (x—2)(x=5);

C) X2 +5X+6=x*+2X+3X+6=X(X+2)+3(x+3) = (x+2)(x+3) ;

10. Utilizand metode combinate sa se descompuna:

a) X’ +x°+x+1; b) X*-2x*+x-2; ¢) x¥*-3x*—x+3; d) x*-1; e) x’-1; f) x°-1;
Rezolvare:

a) XX+ X2+ X+1=X*(X+D) + (x+1) = (X+1)(x* +1) ;

b) x*—2x* +x—2=x*(x—=2)+(x—2) = (x=2)(x* +1) ;

c) X} =3x° =x+3=x*(x=3) = (x=3) = (x=3)(x* 1) = (x =) (x-D(x+1) ;

d) x* —1=(x*-D(x* +1) = (Xx=D(Xx+D(x* +1) ;

e) X’ —1=xX>—x*"+ X} = x*+ X* =X+ x=1=(X=D(X* +X* +x+1);

f) x®—1=0C - +1) =(x=D)(X* + X +D)(X+)(X* = x+1) ;

11. Sa se calculeze :

(3x+1)° - (3x—1)°
b) -
27x°+1
Rezolvare: a) (2x+3)° —(3x—1)% + (X —4)(x+4) = 4x* +12x+9—(9x* —6x+1)
+X° =16 =4x* +12X+9-9x* +6x -1+ Xx* —16 =
= —4x* +18x—8.S-au aplicat formulele (a+b)?, (a—b)?, (a+b)(a—b).
(Bx+1)°-(Bx-1)° 27x°+27x* +9x+1-(27x° -27x* +9x-1)  2(27x*+1) _ 5

a) (2x+3)2—(Bx—-1D*+(x—4)(x+4);

b) 27x% +1 27x% +1 21x% +1
12. Sa se calculeze:
a) [2-6-8; b) 3-2-(4-5)|; c) ‘2\/5—6\@‘; d) \3@—4\/5\;
o) [5vZ-248 |i—i| ; 0) J2-3)7;  h) Va2
572 32
Rezolvare:
a) [2-6-8=|-12 =12, b)[3-2-(4-5)|=[3+2|=5;  ¢) [2/3-6V3|=|-443|=445;

19
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d) ‘3\/5 —4\/5‘:—3\/5 +4+/2, deoarece 343 ( 42 ;
e) ‘5\/5—2\/5‘:5\/5—2«/5, deoarece 5v2 ) 245 ;
f)| 11 |:|3—5|:| 2 |_ 2 ;
52 3J2| [15V2] [15V2] 1542
0) V(2 -B) =[N2-\3|=—~2+43;

h) V4-243 =\(1-3)? =[1-3|=-1+3;

13. Sa se calculeze, aducind la o forma mai simpla, fara radicali:

a) (x-6)" ; b) Vx*—4x+4 ;  ¢) Vx*—10x+25 ; d) Vx*+16x+64 ;

Rezolvare:
a) \/(x—6)* =|x—6]; b) \/x2—4x+4:\/(x—2)2:|x—2|;

€) Vx* —10x+25 =/(x=5)? =|x-5; d) X2 +16x+64 =/(x+8)? =|x+8§.

14. Sa se expliciteze modulele:

a) |x-5[; b) |2x+6];
Rezolvare:
a) [x—5|= {

X=5 X-520=x2>5
—X+5, x=5(0= x5

2X+6, 2X+62>20=>x>-3

b) [2x+6| =
)| | {—2x—6, 2X+6(0 = x(-3

15. Dacii a=+/6-2v5 —/6+ 245 . Si se calculeze (a+2)™°.
Rezolvare;: Cum 6-25= (/6 -1)%iar 6+25=(+/5+1)?, atunci,
a=‘J§—].‘—‘J§+1‘:J§—1—J§—1:—2. Rezultd (a+2)2° = (—2+2)%% =0.

16. Sa se rezolve in R ecuatiile:

a) x+4=6; b) x-3=7; C) 3x+6=x-10; d) 4(x-2)=x+1;
e)z_xLZZZ; f)§+x+1+x+2:3x—1; 9) 2x—4:§; h)x_+4:2x+1.
4 3 2 4 8 4 2 3 3 2
|) L:&
V3 6

Rezolvare:

a) x+4=6=x=6-4=2, S={2};

b) x-3=7=x=7+3=10, S={10};

C) 3x+6=x-10=3x—x=-10-6=2x=-16 = x=-8, S={-8};

d) 4(x—2) =x+1=4x-8=x+1=4x-x=1+8=3x=9=x=3, S={3};

3) 4)
) 2— %2:12’2:3x—4x—8=24:>—x=32:>x:—32, S ={-32};
f) §+X+1+X+2=3X_l:>4x+2x+2+x+2:6x—2:>x=—6, S =1{-6};

2 4 8 4
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g) Conform proprietatii fundamentale a proportiilor rezulta
(2x—4)-3=2-x=6x-12=2x=6x—2x=12=4x=12 =x=3. S={3}

h) %: 2X2+1:>2(x+4):3(2x+1):>2x+8:6x+3:>—4x:—5:>x:%, S ={5}

Z .
i) Conform proprietitii fundamentale a proportiilor rezulti x-+/6 =6-1/6 =x=6. S = {6}

17. Sa se rezolve in R ecuatiile:

a) =16 b) x*=7; c) (x+4)* =100; d) (x-3)" =12;
e) (x=5°=0; f) x*+x=20; g) X*+4x=5; h) x*+9x=0 ;
Rezolvare:

a) Se aplicd formula X2 =a=x=+a, a>0, x?=16=Xx=+16 =14, S={-44};
b) X* =7=x=%7, Sz{—ﬁ,ﬁ};

c¢) Din formula x> =a= x=++/a, a>0,n cazul nostru avem:

(x+4)* =100 = x+4=+100 = x=—4+10= S ={-14;6}

d) Din formula x?> =a=> x=++/a, a>0,n cazul nostru avem:

(x—3)2 =12 = x—3=+/12 = x =3+ 23 S={3—2J§;3+2J§}.

e) (x-5)=0=>x-5=0=x=5, S={5};

f) xX*+x=20=x(x+1) =4-5= x=4, sau x(x+1)=(-5)-(-4) = x=-5, S={-5;4};
g) X* +4x=5=X(x+4) =5= xe{-5/1};

h) x* +9x=0= x(x+9) =0= x € {-9;0} .

18. Sa se rezolve in R ecuatiile:

a) [x|=7; b) [x|=-5; C) [x—4|=6; d) [3x—9|=12;

e) |2x+1=3; f) [x+6/=[2x-1; @) [2x+4/=[x-3; h) J(x-4?=6".

Rezolvare:

a) Din formula|x|=a= x=za, (a>0), |X=7=x=%7, S={-7;7};

b) [xX|=-5=xeD;

C) [x—4|=6=x-4=46= xe{-2;10};

d) |3x—9|=12:3x—9=J_r12:>{3x_9:_12:>3)(:_3:X:_l;
3X-9=12=3x=21=x=7

e) Dinformulajx=a= x=%a, (a>0), rezultd 2x+1|=3=2x+1=43= xe{-2,1};

f) Dinformula [ =|y|= x ==y, rezults [x-+6|=[2x—1 = x+6 = £(2x~1) = XE{_;?};
9) [2x+4|=|x-3 = 2x+4=%(x-3) = m{—?;—%};

h) J(x—4)* =6=|x—4=6=x—4=16=>x {-2;10}.

19. Se consideri ecuatia x°—(m+4)x+3=0cu solutiile x,x,. Si se determine
m e Rastfel incat 2(x, +x,) —5xX, =7.

21
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Rezolvare: Se scriu relatiile lui Viete: x, +x, = —9, X, X, - % de unde
a a
X +X%, =m+4, xx, =3si leinlocuim:2(m+4)-5-3=7=2m+8-15=7=2m=14—>m=7.

20. Se considerd ecuatia x*-3x+7=0 cu solutiile X, X, ¢ R . Fara a determina solutiile,

si se calculeze: a) x°+X,°; b) x2+x,%; ) x*+%"; d) i+i;
XX
3 3
e)ﬁ+§; f)XLer_z; 9 x1+1+x2+1;
X X X, X X, +2 X +2

Rezolvare: Se vor utiliza relatiile lui Viete: ax®+bx+c=0, x1+x2=—9, xl-x2=E
a a
Tn cazul nostru, x, +x,=3; x,-x, =7.
a) X°+X>=(X +X%,)" —2X X, =3 -2.7=-5;
b) x°+%°=(X +X,)°=3% X, (X +X,)=(3)*-3-7-3=-36;
C) X' +x%% =(x"+x%°) -2x"-%X,” =(-5)*—2-49=-73
2 2
d) i+i:M:§; e) XX XX S,
X% X+ %, 7 X2 X XX, 7
f £+x_23:x14+x24:_7_3_ 9 x1+1+x2+1= X2 HX X+ X, +4  —5+3+4 2
Xa X X%, 7

X, 2 X 42 XX +2(x +X)+4  T+6+4 17

21. Sa se determine m < R stiind ca solutiile ecuatiei x> —mx+m+2=0 verifici relatia
X7+ X+ XX, =4,

Rezolvare: Se scriu mai intai relatiile lui Viete,

+X, =——
XX a X +X,=m .
< , dupa care,

C X, =Mm+2
%X = X, - X,
relatia data este echivalentd cu (¥ +X%, )" —2x%, + %X, =4= m’-m-6=0=me{-2;3}.
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Exercitii propuse a

1. Sa se calculeze: a) (—8—4):(-6)+(-2)°-2*; b) -3-(-2)* +(-5)%: (-25);
C) &2+ (7Y -(TY: (7 d) 2%:(2%.2%)422  e) (=6)°:3; ) (-8)%:2°;
g) 25°:5°; h) (-36)*:6'.

2. Se considera numarul a=(-3)°+2-(—3)—4%. Sa se calculeze |a|.

... Calculati a, +a, +8; +....+ 8,y -

n

3. Fie numarul a= f—: =1aa,a,....8

4, Sisecalculeze: a) 3 9 2; b)315 8 : ¢) 16 32 . () (—%)~(—%)2~(—%)3 ;

&) 8~%—125- L. (gjl Q) (g]z

2.5%"

2
5. Sa se calculeze: a) Z(_EJJ{_EJ ;g;
9\ 14 3) 3

6. Se considerd numarul /41 ~6,a,8,a,...... Si se calculeze a,-a,-a,.

3 2 (1Y) 1 B
Vi mr V%) w

y ST 1 . 1 : 1 :
8. Sa se rationalize: a) \/m b) 2+m, C) NN
9. Sa se calculeze: a) 216 +325 _4\/5; b) (12\/5)'(3\/5); Cc) (_3\/5)'(2\/5);
d) (—8\/6):(—2\/5); e) (2\/5)3; f) (_3\/5)4; g) (_2\/5)3; h) \/E+5\/%—8\/§;
) (v28-3V63)+(-2v3)-v21; j) 4V12-5\27; K) 125 -2./45-320;

10. Sa se calculeze (243 -1)° + (+/3+2)>.
11. Sa se calculeze: a) (2+J§)2 + (4\/5—7)2 +(«/§—2)_1;

0) @443 (253 +(B-2" 0 St efpE -5

12. Sa se arate ¢ numarul A= \/(\/3—3)2 +\/(2—\/§)2 eN.
13. Sa se calculeze:

a) @V5-3)"; p)(3/3-2); ¢) BV2-9"; g) %; e) V14+65 ;1) 53—
g) @V2+D" ) (3-2°, iy 3245y; j) (23-1°;

14. Sa se calculeze:

111 2 3 75 1y.28

7. Sa se calculeze:

a) 6x+3x—8x—9x; b) 7x*—5x—9x*+2x; c) 3x*—4x*—10x%;
d) —5x-(-2x)+6x-7x%; e) (—4x°)-(-2¢*); f) 6x°-(-2x");
Q) —9x-(4x2—3x+5); h) —3x*-(5x—4); i) —81x* :(—9x3);

23
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J) —36x%:(—4x); k) (—3x2)3+(—2x)6; ) (—2\/§x2).(\/§x3);
m) —6J§x~(3ﬁx—4x2); n) (4x* -5x)-(3x* - x); 0) (3x* ~6x+2)-(x-3);
p) (2x2+3)-(4x—4);
15. Sa se calculeze:
a) (x+5)";  b) (x+2)?; ¢) 3x+2)?; d) (x=2)%; e) 3x-2)?; f) (5x—3);

g) (x=VB)(x++3); h) 2x=5)2x+5); i) 3x=2)(3x+2); J) (3x—4)" +(2x+4)";
K) (x2+x+2)2; ) (x+1)°; m)(x+2)°% n) (x=2)°; o) (2x+3)’; p) (3x-1)*;

16. Si se arate ci numirul A=+/1+3+5+...+99 este natural.
17. Sa se determine numerele a si b pentru care (3a—6)°+(b+2)*=0.

18. Sa se determine numarul a pentru care (a2 —3)? +(a++/3)?=0.
19. Sa se determine numerele a si b pentru care |a+3|+|b—2/=0.
) (3x+1)°—-(3x-1)°
21x°+1
21. Determinati me R astfel incat ecuatia (3m-+5)x—6(m-+1) =0 sa admita solutia x=3.

22. Sa se rezolve in R ecuatiile:

20. Sa se calculeze: a) (2x+3)° —(3x—1)*+(x—4)(x+4); b

a) 4x+6=26; b) 5x-17 =8; C) 4x+2=x-13; d) 3(x—4)=x+2;

¢) 5_x—5:1; f) §+2x—1+x—2:2x—1; 9) x+3:x—2; h) X+4=X_2.
6 2 9 3 2 6 5 3 x+1 x-3

1) 42+ Xx)—3(2x—3) =2(8—X)

23. Sa se rezolve in R ecuatiile:

a) x¥*=-16; b) x* =81; c) x*=12; d) (x—8)*=0;

e) (x-5)°=100; f) x*+x=56; g) x*—2x=8; h) x*+5x=24;

24. Sa se rezolve in R ecuatiile:

a) [x|=8; b) |x|=12; c) [x|=-4; d) |6x-12|=0;

e) [x+3|=6; f) [2x-8/=10; g) [px+30/=5; h) [4x+2|=18 ;

i) [2x—16|+[3y +9|=0; j) X —4+|2y-4/=0; K) |(4x-2)-(y+3)|=0;

)] ‘4x2—4x+1‘+‘y2—10y+25‘:0; m) 1/(x—4)2 +‘x2—16‘=0;
n) \/(x+5)2 +\/(y—2)2 =0; 0) (2x+6)2+‘x2—9‘=0;

25. Sa se rezolve in R ecuatiile:

a) [5x—3=[2x+9); b) [2x—6|=|x+4];

C) ‘x2+3x—8‘:‘x2+x+2‘; d) [2x+2|=x-3;

e) [5x—6|=x+3; f) ‘x2+x—2‘:x—1;

9) [(x+5)(x=2) - (x-1)*| = 4; h) [2-x)2+x)+(@2-x)?|=3
26. Sa serezolve in R ecuatiile:

a) (x=3)-(x+3)=16; b) (x—4)-(x+4)=9;

C) (x—4)-(x+3)—(x+5)-(x+1) =0; d) (x+1)°—(x—-3)* =4;

e) (x+4)*+(x=2)*=2(x-3)-(x+3); ) (x=3)°—-(x+3)°=18x-(4—X);
24
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27. Sa se rezolve inecuatiile:

a) 6x—-4>2; b) 3x+5<26; C) 4x+6)3+3x;

d) 2x+5>10-3x ; e) 5x+9<10x-6; f) 3(2+x)-5(x+4)>0;

g) 2(x—5)—10)3(x+4)—6 h) 5(x—3)>8x+3(x-2); i) %3+X%42%;

i) 2X2‘1+3X‘2+%22; K) X <16 ) ¥ <25;

m) 2x*<72; n) (x—6)* <49; 0) (x—6)* <49;

p) x*>9; q) (x+2)?2>9; N x*—6x>0;

s) x*-10x<0; t) x*+9x)0; u) x*-9x+8>0;

V) X2 —4x—12(0; X) — 0 y) 2*850;

2X+6 X—2

28. Sa se rezolve inecuatiile:

a) X <5 b) [X|<8; C) [x+4{<9;

d) |2x—3¢8; €) [3x—6/(10; f) XT_?’ <1,

9) 2x—6£2; h) x+2_4g5; ) 2X+3—X_438;
3 3 2 3

i) [X=2; k) |x|>5; D [xp7;

m) [x-9|>3; n) [2x +8|>10; 0) [5x—10]5;

29. Fie f:(0;0) >R, f(x) =X—+1. Sa se calculeze f(1)- f(2)-....- f(2019)- f (2020);
X

30. Se considera functia f:R—>R, f(x)=2x+10. Sa se determine
f(-10)- f(-9)-......- T (0)-........ -£(9)- f(10).
31. Se considera functia f :R —>R, f(x)=7-x.Sa se calculeze f(Q)- f(2)-....- f (7).
32.Fie f:R—>R, f(x)=x*-5x—6 . Sa se calculeze f(1)-f(2)- f(3)-......- f (10).
33. Se considera functia f:R —>R, f(x)=2x+5. Sa se calculeze
f(5)+f(4)+.+ fO)+..+ fT(4)+1(5).
34. Se da functia f:R—R , f(x)=2x+3, sa se calculeze f(0)+f(1)+........ +1(6);

—x+3, x1

35. Fie functia f:R >R, f(x)= . Sa se calculeze :
2X+5, x=>1

) f(—%)+f(\/§—1)+f(g); b) f(1)+ @)+ f(3)+..+ F(3°).

36.Fie f:R—>R, f(x)=x+5. Sa se calculeze f(3)+ f(3*)+ f(3F)+...+ f(3°);
37. Se considera functia f:R— R, f(x)=2x+1. Sa se calculeze
sumaS=f@)+f(2)+ f(2°)+..+ f(2).

38. Se considera functia f:R —>R, f(x)=3x+2.Sa se calculeze suma
S=f@+f@4)+f(4*)+..+1(4").

39. Fie f:RoR, fX)=ax*+(-a)x’+7, acR. Sa se arate ca punctele
A(-L8)eG,, VaeR.
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40. Determinati meRpentru care punctul A(m+210)sa apartind graficului functiei
f:R>R, f(x)=x*-5x+1.
41. Functia f:R >R, f(x)=x*+ax+4verifica relatia f(-2)=2. Calculati f(a).
42. Sa se determine parametrul real m, stiind cd punctul A(2;-5) apartine graficului
funtiei f : R - R, f(X) = mx+3.
43. Fie functiile f,g:R—>R, f(x)=x+4, g(x)=3x—2.5Sa se determine solutiile reale ale
ecuatiei 3f (x)—2g(x)=7.
44. Se considera functia f:R —> R, f(x)=3x—-1.Sa se rezolve inecuatia:
f(x)<3-f(x+1)-5.
45. Sa se determine multimea A= {x € R‘(Zx ~1)? —(x+1)-x< —1} .

46. Sa se rezolve inecuatia 2f (x)+ f (1) >4- f(2)unde f:R >R, f(x)=3x-1.
47. Se considera ecuatia x* +3(m—1)x+m=0. Sa se determine m e R stiind cax*+x,° =3.

e . - . .. .1 1
48. Se considera ecuatia x* —(2m+1)x+m=0.S3 se determine me R stiind cd —+-—=3.
XX
49. Se considera ecuatia x* —(m+1)x+5=0cu solutiile x,x,. Sa se determine m e R astfel
incat x -x, +3x +3x, =10.
50. Determind meR dacd solutiile x,x, €R ale ecuatiei x*—4x+m=0 satisfac relatia:

a) x”+x,°=10; b) x*+x,°=16 ; c) x°—x,°=8;
51. Se considerd ecuatia x>-3x+1=0 cu solutiile X, %, € R—Q . Fara a determina solutiile,
sd se calculeze: a) x°+X%,”; b) i+Xi; c) Xﬁ+ﬁ; d) x*+x%* e) x*+x°;
2 2
f) x>+x°; 9) x> +x°; h)—1 P
2 2 x -1 x,-1
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Radicalul de ordinul trei

Definitia radicalului de ordinul trei

Fie acR. Atunci numiarul ¥/a se numeste radicalul de ordinul trei din numarul real a.
JacRoack
Tn general, ¥/a se numeste radicalul de ordinul n din numérul real a cu neN,n>2 si
aeR, dacan este par si a<R dacd n este impar.

Proprietitile radicalilor de ordinul trei

Fiea,beR
1. Ra*=avaeRr Exemplu: Wz—S
2 |Yab=¥a-3b. Exemplu: Poa =33 32=32
3. %:i/%’bio Exemplu: \/\l/?”— o4 =g =4
4. FA :g/a_n:ag Exemplu: 2% :(E/E)GO =2”
5. a%=m Exemplu: 23/5:%/%:@
6. [Ya’b=a3b Exempu: Y3 7=-337
7. |x3¥b-yib =xy¥ab Exemplu: 233435 =2-4-33.5=8%15
8. |xYatyda=(xty)ia] Exemplu: 533+6%3=(5+6)-%3=1133
9. );/\/: § 12, y,b#0 Exemplu: 25\/— 2 i/: iﬁ %:g
10. (x%)n =x"¥a" Exemplu: (—23/5)2 = 43[25

11. pacg acz=a=k’

Media geometrica a doud numere reale pozitive este |m , =.,/x-y|, Vx,yeR * iar

pentru trel numere reale este m, :«3/xyz

Compararea radicalilor de ordinul trei:

Ya (Yo =a (b, VabeR, Ya)¥o<=a)b, VabeR,
i/a_: 3/5<:>a = b, Va,beR

27
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=/ Exercitii rezolvate

1. Sa se calculeze:
a) 3102 —6? =3100—36 = 3/64 = 4°
b) ¥2°.5°.7° = 3(2.5%.7°)® =2.52.7° =17150 ;

c) J-64-27-1000 =—4-3-10=-120;

d) 3/0,001=0,1;

e) 3(-3)°-(-2)* =(-3)*:(-2)* =3-2" =
f) 3~216 = 3/(-6)* =6

9) ; 73 7;

h)W /323 3

|)\/ 9.-316 i/ng 1,
144.32 \32.2¢.32 2’

i) a2 Jos —fa T a-1a7-2:

K) J(2-33)-4+23/3+30-3/25 = ¥f8-3-3/25 =5;

2. Sa se calculeze:

a) ¥5-435+235 =5, b) /40 +3/5 -53135 = 235 + /5 -153/5 = -13%5;
c) 2¥/4-332 =12; d) 23/9-5%24 = 60;

e) 24381 : (-123/3) = 6; ) (-2¥/2) =16

o) (-3%/4) =18%2; h) (32 -1) =1-3¥4+3%2

i) (¥5+2) =13+6%25 +1235;

3. Sa se calculeze:

a) 27-8=33°.2° =6; b) ¥2° 53 = a/ ) 57 :8.5122;

c) ¥64?.27° = \/ﬁ_z“s 729- )\/g /__
e) (12) =2 =8; f) 25425 =%
g) {23 V169 = 13° =13; h) @ﬂz:@:_zs
i) 81533324 =3/3°-3-533-24/3 = (3-5-2)33 =433
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j) Y2v3-2 Y23 +2=312-4 =8 =2; k) 2316 —3/54 -2 =432 332 -2 =0;
) (O+3B+)A-B)=1-3B3 =1-3=-2;
m) (2 + )4 -2 +1) = (¥2) ~1=2-1=1;

4. Sa se calculeze media geometrica a numerelor 20, -48, 225;
Rezolvare:

mg = 3/20-(—48)-225 = —3/2?.5.2* .3.15? =—2?.15=—60 ;

5. Sa se calculeze media geometriciA a numerelor:

a) a=310, b=3100, c=10%1000;

b) a=+32+42 +/152-12° , b=73/28, c=23/98;

Rezolvare:

a) m,(a,b,c)=¥a-b-c =31000 =10

b) a=~/3+4% +/15* —122 = /25 +/81 =5+9=13

m, (a,b,c) = ¥a-b-c = 147328 -23/98 =14

6. Sa se compare numerele:
a) 2%/4 si ¥30; b) 432 si 34 ; c) —23/81si —337;
Rezolvare: a) Se ridici ambele numere la puterea a treia: ~ 32>30= 2%/4 ) /30 ;
b) 128 >108= 432 ) 3¥4;
C) —648<-189— —23/81 ( —3¥7;

7. Si se arate cii numirul A=31+3+5+7+....+127 este natural;

Rezolvare:

Suma termenilor de sub radical este suma unei progresii aritmetice de ratie 2 asadar
trebuie sd gasim numarul de termeni ai progresiei.
Cum 127=1+(n-1)-2, 126=(n-1)-2, 63=n-1rezulta n=64. Atunci,

Q120N g 345174 412712864

1+3+5+7+....+127 = =64 =

A=3642 =327 —2* —16:

8. Si se calculeze x*—3xdaca x= 3/\/§+\/§ +§/\/§—\/§ :
Rezolvare:

X =B 42 +v3-V2+3 (B +v2)3-¥2)-x =243+3-x. Atundi,

X3 —3x=2/3+3x-3x=23:

O*. Fie x=39+45 si y=39-45. Si se arate ci x*+y>=7.
Rezolvare:

Notam S:§/9+4\/§+{‘/9—4\/§:x+y‘()3:> S®=x*+ Yy +3xy(x+y)
—$°-35-18=0  deoarece x-y="3(9+445)-(9—445) =1.Se obtine S = 3.

. =3
Din {Xer =>x+y=7.
x-y=1
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—

Exercitii propuse |+ -\

1. Sa se calculeze:

a) 327-8; b) Y2°-5°; ) Y6427 :  d) s ‘235
) (¥2) ) 25425 ; g) Y13 -\169;  h) (-2 ¥4

i) YBL-5%3-%/24; ) 23-2-32B+2; k) 2316 -3/54-32; 1) (/0 +33+1)(1-43);
m) (¥2+1)(4-32+1);

2. Sa se calculeze:

A (e@):48): b e c) Y8173 {775
d) 3243192 +3=8L; o) (¥2+3):0) (B+2):  g) f2/6-4-32/6+4;
h) J2v2-3-322 +3;

3) Sa se calculeze:

a) (a) (-592) +(16%61):(-288): b (430)-(-25) (126 (442);

¢) Y24+4.3-81-6-3192; d) ¥64-2-3128+3-16;
e) 364 +3-16-3/250; f) ¥/48+3/-135-3384;
q) ¥81-324-3-8; h) 324 -33192 + 3/81;

4. Sa se calculeze media geometrica a numerelor 20, -48, 225;
5. Sa se calculeze:

a) ¥654-23250+316; b) ¥24-33192+3-81; c) 340-%/625+2¥-135;

2 N 125 3 . 3 3. 3 3. 3 3.
d) (5) KRN e) 2+37;f) R2+1%; ) 2¥2-3);

h) @¥a+32)y°; i) @2-Yay; ) ¥B-2°; k) \/J; (2?/’) _2\/§i2\/§;

1) %/2J§—3-€/2\/§+3+§/§:§/8:1- m) #2\/6—4-%/2J6+4—[(34) } ;

DR NN EN Y I

6. Sa se compare numerele:

a)234 si 330; b) 4¥2si3Y4; c) —23B1si —337;

7. Sa se ordoneze crescator numerele:
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1\? 1
a)|=| ; 64 ¥B; b) 2; ¥3; /2; ¢) V2; ;
)(3) o0 38 ) )2 s
-1
d) 3%2; 23/5; /60 ; e) 3V5; 7; 443, —2¥-27; ) @ : 12; 2012%; (-2)*;
3
8. Sa se calculeze: 6X239—Z : 23/% X
45y° \ X 5y \ 3y
Zﬁ-B%-\S/Z‘/ﬁ
9. Sa se calculeze N ;
(0.5)

10. Sa se arate ca: a) 3/9+4\/§+3/9—4\/§ =3;b) 3/5\/§+7—€’/5\/§—7 =2;

11*. Fie f:R—>R, f(x)=x’-6x+8. Si se calculeze f(§/4—2«/§+§/4+2«/§).
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Rationalizarea numitorilor fractiilor

Rationalizarea numitorului unei fractii care contine unul sau doi radicali Tnseamna
amplificarea numitorului cu un radical sau cu expresia conjugatd de la numitor astfel incat
la numitor s nu mai rdimana radicali.

xo_xa o x _xb
Ja a ' a/b ab

X _x(a—\/B) X _x(a+JB)
a+\/6_ a’-b ' a—\/B_ a’-b

1, 1 325
L 3/5 a Exemplu:%— 5
1 3a. Y7
2. fz a Exemplu: Ja9 7
1 _i/a_2+§/£+3/b_2_ W*%*%Z’l_%+i/£+i/g
3. da —b a—b /| Exemplu: e 7 5 :
1o+ T a5 -3+ 425
o o sih b ] BMPUTRELGE 5
5. Yo +Yab+for  a-b Exemplu:@+3/1—5+§/§— 5_3 2
1 _Ya+ib, P Ye-2 _e-32
6. | —Yab+pr  a+b || BRI 62 4

Sunt utile pentru rationalizari urmatoarele formule:
(%—%)(i/a_z+§/£+3/b_2):a—b ;
(3/5+§/5)(§/a_2—%+§/b_2):a+b ;
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=/ Exercitii rezolvate

1. Sa se rationalizeze:

2 i_23/4_2_§/1_6_2§/§_§/§_ ou 2232 _ 232 .
a4 2 2 ’ a8 2 '
3 3

b) —== =3/3;

) B 3 NE]
C) L—s_&-)
=25 -5°
1 Y4 a4
d) 3—:3 :—;
16 364 4

2. Sa se rationalizeze:
6 64 342432
a)mf V8 22%2) _4fis -6+ 3a ;
1 \/—+\/—+\/—
U B R T
1 J_ 1
«/_+\/_+1 - _\/_ b
1 B 3+1_

d)s\/g_a\/g_”__ 4

3*. Aduceti la o forma mai simpla expresia:

al e daa a

l+a a 4
T3 R

Rezolvare:

1 3 3
i P L 1 BRR)

a) A=

a) . = =—=+1
1+a o7 M(J_ YJar) Ya 1-%a yg(lx@ Yfa
\/_
L 1
3 2 2
*/_*/_ B a1 - f/ ~ . Reaulti, A=——+1-1-—= =0
\] aa ae as-ab \/a_ ﬁ{\/g \/a \/a \/a
. 3 1 1 . 5
4*, Se considerd numirul A= + . Sd searateca AeN.
326-15{3 \/7+4f
Rezolvare: A= ! + ! —2+«/§+2 \/_ 4eN .

feB JeBy 2 Fh
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5*.Sa se compare numerele A si Bunde A= §/§— %/123/5— 63/§ -5 i

e el

Rezolvare:

A=3B-1233-630-5=3B-J(¥2-2° =2 Bﬂi:;ﬁ‘%{z:
o A ofia_

2 4-8
J4-32 232 24
B:J_ZJ—_ _{_ J4_+1:%+1_ Resulta 203/ +1= A(B.

Exercitii propuse | | :\

1. Sa se rationalizeze:
1 . S5 . 1

1 . .
v V% Y% v Ow

2. Sa se calculeze:

SN

w
N

2 1 1 1 1
a) V2, b 34, oy 2-1; g B2y g Pa-32,
3. Sa se calculeze : a) )i_L-
®HE T T
1 . 1 1

) ———F+—;d) ———;
)3-3/5 Y2-1 )2-3/5 P+
4*, a) Sa se demonstreze relatia X° +Y° +2° —3xyz = (X+ Y+ 2)(X* + y* +2° =Xy — yz — 2X);

1
iz

b) Sa se rationalizeze numitorul fractiei
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Puteri cu exponent rational, real

m

Definitie: Fie meZ,neN*n>2, x)0. Numarul X" se numeste putere cu exponent

. - m ..
rational unde x este baza puterii iar — este exponentul puterii.
n

Pentru x(0, n par, m impar nu se defineste puterea cu exponent rational;

Daca ne N, atunci X"=X-X-X-......- X.
%,—/

n de x

Proprietati ale puterii cu exponent rational:

m P m.P m P m_p m\q mp m m m m m m
Xn,quxn Q; Xan:Xn Q; Xn :an; (X.y)n:Xn_yn; (Xy)n:Xnyn;

Conventie: x°=1;
Mai simplu putem scrie: Fie m,neQ(sau R) si x,yeR_*.

n m+n . m. . n m-n . m\" mn . n oo n. X" X !
X=X 20 XX =X 3 (X)) =X A Xy =(xey) 5.7=[§j.

Scrierea puterilor cu exponent rational cu ajutorul radicalilor se face dupa formula:

m

x" ={/x" X
Xn
R“/Q/}:fﬂﬁ/;, m,ne N* x>0 x =mYxm, m,ne N*, x>0}

1
X

S |3

\3|'_‘

n

m

Compararea puterilor cu exponent rational:
Fie x,y)0si mneQ;

1.Daca x)1 atunci, x™)x" < m)n

2.Daca xe(0;1) atunci, x™)x" < m(n

3. X"=y"<ox=y
Analog se defineste si puterea cu exponent real x', x)0, r e R; Proprietatile puterii sunt
aceleasi ca in cazul puterii cu exponent rational. Tn plus, avem:

ro r{0
x)1 x"y1 x" €(0;1)
Xe(@1) | x" e | x'1
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=/ Exercitii rezolvate

1. Sa se calculeze:
a) 32%.162.2° = (25)3 . (24)2 .93 _ 0154843 _ 526
b) 27%:9°:3° =(3°)*:(3)*:3* =3""*"" =3 =27
5 3 1 5 3 1
c) 83164325 =(2°)3-(2')4(2°)p =2°-2°- 20 =2° =512;
4 3 1 4 3 1
d) 27°.97.814 =(3°)2-(3?)2(3")4 =3"-3°.3' = 3°;

e) 125° '2%:5lo =(5%)"-57:5" =55 =1;

6)s 65
f) [35} =553 =5% = 25;

22 . 2
g) 4-3-(%j ~643:43=4‘3-(4‘2)2-(43)3:43=4‘3-44-42:43=43‘3=4°=1;

—4+1+2 3
2 -

1 2 1402
h)8—1-J§-93-€/§=3*4-32-33-33=3 2" =32,

5 3 1
2 2 3 5 3 1
) (%j Gj 2 @ =(292:(27) 2 (%) =202 2t = 2 =0
j) 3.9 g1 e _geBas g2,

k) (227 )SJE 16 [(-2& )mT — 2% 2% _ 16,

1 1 -1 1 -2 1
2. Sa se calculeze (\/5)2 ( j (gj -(125)3;

5325
Rezolvare:
( \/_)1 1 Y (1)? 11 L ( 3)1 1425, L2 1
5 2(_] :(_) .(125)® =5*.5.25%:52.(53)3 =54 3 =54 3 =5Ki2:
5325) '\5
1
A N PAC

3. Sa se calculeze

(0.5)"
i LN
2~/§,8«/§.3/2ﬁ:2~5,23 .23 EPYCINGNCRPE NP

(0,5)" (1 jm

Rezolvare:

X+1
4*, Sa se rezolve ecuatia: 647 -\/52“4 ( 1 j (%/5)3 . 512

32
) 1 2x+4 1 5\ X+ 1 3%+9
Rezolvare: (2°)" -[22] {(E) ] .(23J _512
2512202501 = f 252 2 2° —3x-12=9=x=T.

36
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Exevcitii propuse l+|:\|

1. Sa se transforme radicalii in puteri cu exponent rational:
a) V2; b) V7’5 ) 335 d) 55 ; e) ¥2; )22 g) 2* 2 h)f, u)f

2. Sa se transforme radicalii in puteri cu exponent rational:

@J“mw‘of?mﬁf?@wnﬁﬁ;wwihﬂ[ i) x2-x;

2 3%
I Ix: Kk 2
J) Ax ) )W

3. Sa se transforme puterile in radicali:
1 3 1 2 5 2

a) 32; b) 22; ¢) 5%; d) 73; e) 43;f) 243

4.85a se_(:alculeze:4 . 5 - B
oz o6& v &l G
c) 92.\/5.(2_17j4.381; d) (%j_s,ﬁ_(\/g)y%;

) (2—17j2 9 (VB) -39 ;

5. Sa se calculeze :

1 1 L 1101 1\
a) 0,13.0,01%.0,001° ; b) [92-94-98~ ...... -964J ;
1V =2 (1Y 1Y s 1Y°
o |=]-¥B12.|=| ; d) =] 25855 = | ;
) £9j ¥e1 (27j ) (SJ (25J

o2 o (2] @ 0[]

8
9) 1 12-25@- 1 E-25"@' h) 1 15.95. 1 ﬁ,(glﬁ)zﬁ-
) 3 1)

5 125 27

6. Sa se determine neR stiind ¢ 2""-4"%.8"° = 2%,
NIESS

7. Sa se determine ne R stiind ca V5 2 =253 .

8. Sa se calculeze :

sl v o (3]
(3o () e

w|N
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Logaritmi

In 1614 oprin lucrarea “’Mirifici logarithmorum canonis
descriptio’’, John Neper(1550-1617) introduce tablele de logaritmi
naturali iar in 1624, Henry Brigs(1556-1630), publica *’Arithmetica
logarithmica “* in care introduce logaritmii zecimali. Aparitia logaritmilor
a revolutionat calculele ingineresti, in general cele foarte complexe cand
in loc de inmultiri si impartiri se foloseau niste adundri si scaderi. Incd de
la aparitia logaritmilor ca urmare a dezvoltarii societatii si a directei sale
dependente de matematica, prin cresterea interesului fatd de diversele
calcule din domeniile geometriei, astronomiei, trigonometriei sau cele negustoresti,
matematicienii Jost Birgi (1552-1632) , John Neper (desen) si Henry Briggs, cei care
au introdus si dezvoltat calculul cu logaritmi au aratat importanta acestora si in alte
domentii ale stiintelor.

Astfel, ca exemplu, 1n astronomie se pot lua ca masurd pentru stralucirea unei stele,
in chimie se pot utiliza la calculul timpului de Tnjumatatire a unei substante radioactive, in
biologie, la relatia ce da cresterea naturald, iar in matematica Tnsasi la determinarea
unor aproximari mai bune.

Definitie: Fie ae(0;1) UL o) si x)0. Atunci, exista si este unic numarul real y = log, x
(citim logaritm Tn baza a din x) pentru care x=a’ ;

Exemple: log,8=3deoarece 8=2°; log,1=0deoarece 1=6°; log - 25 =4 deoarece
25-5";
Asadar, log, x=y=x=a’, x)0,ae(0;1) UL )|

Proprietati:
Fie a,b,ce(0,0),a,b,c#1,x,y€(0,0),me R =

1.{log,1=0}, Exemplu: log,1=0; log,1=0; Iog\@lzo;
4

1
2.|log, a=1; Exemplu: log,5=1; Iog%§=1; log 5+/3=1;

3. [log, x-y=log, x+log, y|, Exemplu: log,14=1log,2-7=1log,2+log,7=1+log, 7 ;

4. Ioga§= log, x—log, y|; Exemplu: Iogs%: log,10—log,3=10g,10-1;

5.|log,b™ =mlog, b, |log, a™ =m|; Exemplu: log, 54 =log, 27-2 =log,3*+log,2=3+log, 2 ;

log. b 1 ¥

6. log, b= o9, ; =log, a|; Exemplu: log,125= logeS” _3log,5__ 3 =3-log,5;
log.a| |log,b log;2 log,2 log.2

7. @ =2} [x=a"*| Exemplu: 95 =5 =52 = 25;

38
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Logaritmi zecimali
Notatie: log,, x notam Igx (logaritm Tn baza 10 sau logaritm zecimal);

Exemple:
Ig1=0;

lg10=1,

Ig20+1g5=1g100 =1g10* =21g10 =2;
lg60—Ig6=1g10=1,

1g1000 = Ig10° = 31g10 = 3.

Logaritmi naturali
Notatie: log, x notam Inx (logaritm in baza e = 2,718281.... sau logaritm natural)

Exemple:
In1=0;

Ine=1;

In5e+In2e=In10e’ =In10+2Ine=1n10+2;
In8e?—Inde=In2e=In2+1;

Ine* =5Ine=5.

Compararea logaritmilor
1. Fie aeR, a)l= log, x ( log,y < x(y VX, y)0; ;

2. Fie aeR, ae(0;1)= log,x ( log,y < x)y VX, y)0;;

Exemplu: Sa se arate ca log,3 ) log,4.

Metoda I: Se pleaca de la inegalitatea evidenta,
Ig 9) lIg8<=1g3°) Ig4-2:>2|g3>|g4+IgZ|:2:> g3 ) %2,”94492

g3, lg4
< (193)")Ig4-g2 = < =2)=" < log, 3)log, 4.

(193)")1g4-1g 02103 g, 3 log,

Metoda I1: Logaritmul din dreapta se poate transforma in baza celui din stanga, astfel:
log, 4
log, 3

log,3 ) log,4 < log,3 ) |-log, 3= (Iog23)2> Iogz4:>(log23)2> 2-log, 2
2 2 2 2 <
= (log,3)") 2:1= (log,3)") 2-(log, 2)* = (log,3) ) V2-(log,2) = log,3) log, 2" . Rezultd
3
ca3) 22 ceea ce este adevirat deoarece 2\/§<22 :\/2_3: \/§<\/§:3_

Metoda I11. O alta metoda presupune transformarea tuturor logaritmilor intr-o baza comuna, de
exemplu, in baza e.
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1
4 InG3+1) '”{3(“3)} In3+ing+3)

TIn3 In@2+1) In{2(1+;)} Cin2e InL+)

log, 3 :Iln_j lar log, 4 . Atunci, inegalitatea de
n

In3+|n(1+1)
demonstrat log, 3 ) log, 4, devine ) "i =
In2 In2+In(l+)

/Iagfl‘rﬁ+ln3-ln(1+%) ) /Inm+ln2-ln(1+%)<:> In3-|n(1+%)> In2-|n(1+%) adevarati

deoarece functia Inx este crescatoare iar din 3)2=1In3)In2, si
1 1 1 1
1+=)1+==In(1+>) ) Inl+>), adica c.c.t.d.
5 ) 3 ( 2) ) In( 3)
Metoda IV. Putem utiliza de asemenea, inegalitatea mediilor, astfel, a demonstra inegalitatea

log, 3
log, 2

log,3 ) log, 4 este echivalenta cu a demonstra ca ) log;4 < log,2-log,4 (1. (*)

Iog32;log34 = Io%38 ( %zl, deoarece log,8 ¢ log,9=2. Asadar,

\/|0g3 2 - log,4 ¢ 1|()2 =1log,2 - log,4 ( 1, adicd tocmai relatia de demonstrat ( *).

\/Iog32 - log, 4 <

Mai general, putem ardta cd log,(a+1) ) log.,(a+2), va)0, a=1.
Inegalitatea de demonstrat devine log,,,a - log,,,(a+2) ( 1, Va)0, a=1.

Folosind inegalitatea mediilor, rezulta

log,,a + ;09a+1<a+2> :%.mgﬁl a(a+2) =§~ log,,(a” +2a)(

(%- log,,,(a+1)°* = % =1. Prin ridicare la patrat, se obtine log,,;a - log,,,(a+2){1.c.c.t.d

\/Ioga+1a ’ Ioga+l(a'+2) <

Metoda V:
log, 2 2
log,3 ) log,4 < log,3 ) 2-log,2 <> log,3 ) Z-me (log,3)" ) 2 (*).

I 2
Pentru a demonstra aceasta inegalitate se pleaca de la dubla inegalitate 22 (3 ( 4 carese
logaritmeaza, astfel:

log, /8 ( log, 3 ( log, 2> =1,5 ( log, 3 ( 2|() De aici, rezulta
2,25 ( (log, 3)* { 4= (log,3)®) 2,25) 2, adici,(¥), c.tc.t.d.

Metoda VI:

Putem demonstra si ca log, 3 ) g ) log, 4.
3 E 2 2 3 o
Astfel, log, 3 ) 2 & 3) 22 |() = 3%)2°, (adevarat deoarece 9 ) 8).
3 3 2 2 /83 -
log, 4 { > <4 ) 3%|()° = 4%(3°, adevarat deoarece 16 ( 27).
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=/ Exercitii rezolvate

1. Sa se calculeze:

a) IogZ%:IogZZ1:—1-I0922:—1; b) IogzﬁzlogZZ;:%-logzzzé,
¢) log,3/2 =log, 2% :%-IogZZ:%; d) Iog% 2= kl;;gzzzzl :_il=—1;
e) IogﬁZ:Iog\E\/i2 =2-log ;2 =2; f) Iog%%: I:;izi/%: Ilog22‘12 :_TZ:—G;
og, 23 3
g) log,; 2= Il(;)gg;fG: Ioglz 5 :%; h) Iogﬁ-logﬂﬂogﬁ-ﬁzl
) 2% =9"* =9' =9, ) %*O%l“%'% 1ot
2

K) log,2-7/2 =log, 2+log, /2 = 1+|09222 = 2>1+% g

) log, 64- 2= log, 2° + Iog223 6+l:§

m) Iog2 Iogz\lz 22 IOQZ\/> Iog2 =

g7

) 2|ng2 _ 2Iog27 — 7I0922 _ 71 — 7,
) \/Elog82 — \/_ 09,8 (23 — 2’

p) log,93-log, 3= Iog2 ? =log,32=log,2° =
q) log, (5ﬁ—4ﬁ)+ log, (5J§+4J§) =log, (5\/5—4\/5)-(5\/§+4J§) =log,(50—48) =log, 2 =1
1) log, 3/5v2 —7 +log, 542 +7 =log, 3532 7 -3/542 +7 =log, ¥50—49 =log,1=0;

log,9 log,8 log,7 log,6 log,5 log,4 log,9 _
log,8 log,7 log,6 log,5 log,4 log,3 log,3

Ovloo
I\JII—‘

S) log,9-log,8-log, 7-log, 6-log,5-log, 4 =

2. Sa se calculeze:

a) log, 24+log,36—log, 27 = Iog2¥= log,32=5;
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1

1 1 log,22 log,2* 1 , -1 91 M 53

b) log,¥2+log, N2-log . ==log, 23 + —2=_ —2% __-, . __"—_ - - ¥p_*2

) log. 42 gfe\/_ 925779925 ¥ g, 2 log , 3 -4 1 3 8 24
2

2
c) log,(2++/3)+log,(2—+/3) =log, (2 —3)-(2—3) =log,1 =0;

1 log 2 log, 3 2 10022 2 1 2
g 270 12wz =2 2 2| S gl 3=t 3
3 3 3
3. Sa se determine x € R astfel incat sa aiba sens logaritmii:
a) log, (4x—20); b) log,(x* —25); c) log,(9—x%); d) log,, ,(2x+6);

Rezolvare:
a) 4x—20 ) 0=4x ) 20=x) 5= xe(5;x) ;

b) x*-25) 0= x*) 25= x&(-,-5)U(5;»);

) 9-x*) 0= x*( 9= xe(-3;3);

d) 2x+6)0=x)—3, 3x-90=x)3 . Rezultd xe(3;x).

4. Si se determine me R astfel incat log, (log, (x* —mx+12))>0.

Rezolvare:
Se pun conditiile log,(x* —mx+12) >1<> x> —mx+12>3= x*-mx+9>0< A<0 adici

m’-36<0=me[-6;6].
5. Sa se arate ca «/E apartine intervalului (Iog7 3/ 7ﬁ ;3/5 ) .

Rezolvare:

11 1
log, 377 =log, 73 -7¢ =log, 72 =%; J2 ¢ 3/5‘()6 = 2%(3%, adevirat. Rezulta %(«/5(3/5.
1 log;0 7
6. Si se calculeze 100°579Y2 4 3/71oss7 2 lo7
Rezolvare:
1), |092518:I99-2_ 2lg3+Ilg2  2b+a

Ilg52  2(lgl0-1g2) 2(1-a)’

1
2). 100°59¥2 1005 :100°2 =1002 : /2" =10:4/2 =10:2=5.
10g;00 7 1

w@zwb%g:SIogﬂﬁ:S%:Z’ 2 g7 :252\/5.
7. Sa se arate ca log, 7+1og,17 +log,, 256)6 ;

Rezolvare: log, 7 +log,17 +log,, 256 > 3$/Iog2 7-log,17-log,, 256 =

Jlog,7.109:17 100,256 _ oo oes — 3fiog, 2 3-8 =6
log,7 log,17

8*. Sa se arate ca \/Z-Iogx \/y+\/3-logy Yx=2ox=y, VX, yeR, —{1}.
Rezolvare:
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Daca x=y relatia data este evidenta;

Relatia data este echivalenta cu \/2%Iogx y +\/3-%Iogy X=2& \/Iogx y Jr\/logy X=2&

Jlog, y + L =2<log, y=lx=y.
\log, y

9%, a) Se considera numerele

A=lg i+i+...+; ,heNn>2,
1.3 3.5 (n=-D(n+1)

B:Ig(l—2—12j+Ig(l—sizj+...+lg(l—n—lzj, neN,n>2. Sa se arateca A+B+1g4=0.

Rezolvare:

1/1 1 1 1 1 1 1 1
=lg|=|>—=+=—=+.+——-———|= lg=|1-—— |=Ilgn-Ig2-Ig(n+1).
g{ (l 3 3 5 n-1 n+lﬂ 92( n+1) J J 9(n+1)

22-13-1 n*-1 , 1.2 24 (n=-1)-(n+))
B=lg—— ——...——=1g : =
2 3 n 2-2 3-3 n-n

n+1
zlgﬁzlg(nﬂ)—ng—Ign Rezultdi A+B+Ig4=0.

10*. Daca log,5=asi log,3=b. Aflati in functie de a si b, log,;120.

2 2
Rezolvare: log, 120 = log, 120 _ log, 2 23 5_ log, 2 +I2923+I0925 _ 2+b+a :
log,45  log,3°-5 log, 3" +log, 5 2+a

11*. Si se determine m < R astfel incat logaritmul log, [(m2 +1)X* —2(m+4)x+ 2] sa fie

definit pentru orice x numar real.
Adrian Stan ( Sclipirea Mintii 2012)

Rezolvare: Trebuie ca (m’ +1)x* —2(m+4)x+2)0 < A(0=>  4(m*+8m+16)—8(m’ +1)(0=>

-m? +8m+14(0 < m* -8m-14)0 = me(—oo;4—\/@)u(4+@,+oo).

Exevrcitii propuse || :\I
1. Sa se calculeze:

a) log,15-log,3; b) log,6+log,4—log,12; c) log, 243—Iog4%; d) 5% —log, 2

2

e) log,12+log,12; f) Ig$+lg%+lg4—;; g) 19g100° —Ine; h)
lg25-1g10-1g1;
i) ~log, (log,¥2); ) log, (log, (log;81)); k) 2log, v/2 +log, 3;
1 1
) \/4"’964 +100Q'920 - m) Iogsi/g—logB%Jrlog1 J2:
2
2. Sa se calculeze: a) 1g80+Ig20-Ig16; b) log,5-log, 4-log, 3-log, 2-log, 1;

43
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¢) log; (log,(log, 64)); d) Iog2 +IogJ_81 log, 35 ; e) log, 24+1log, 6—log, 9.
3. Sa se determine valorile reale ale lui x astfel inczzilt sa aiba sens logaritmii:
a) log,(x+4); b) Iog2 X= ; c) log,,, (X -1); d) log,(log, X) ;
4. Sa se determine x € R astfel 1ncat sa aiba sens logaritmii:
a) log, 3X+59 ; b) log,(x* +3x-10);
5. Sa se determine valorile reale ale lui x astfel incét sa aiba sens logaritmii:
a) log,(x-8); b) Iog3 X= j c) log,(x*—9); d) log,(4—x%);
e) log,, (X*—4); f) lg(x* —5x+4); g) log, ,(x*—=3x-10); h) log, (x*—2x-3);
i) log,,,(X* —4); j) log, ,(x*-10x+9); k) log, ,(x*-3x—4); 1) log X+2
m) log, (log, X) ; n) log, ,\25—x*;
6. Sa se calculeze:
a) log,27-log,8; b) log,9-log,16; C) 2log,4—4log,2; d) I0925+Iogzé,
e) log, 24—log, 4; f) log,6+log,2—log,4; g) 1920+1lg3-1g6;
h) log,10+log, 3—log.6; i) Ig£+lgg+....+lgi; )] (1j3—log5 25,
2 3 10 2

K) Iogzi—ﬁ; ) 4'°gz3+7'°gt49; m) log, 27-log,9-log,1;
n) log,32-log,16-log,8; 0) Iog3%—log5125; p) (Y2)°e8 4 37
q) Iggﬂgg—lg%; r) log,(logs(log, 243)) ; s) log.(log,(log, 216));
7. Sa se calculeze:
a) log;100+2log, 3—log, 36 ; b) log;12—log, 3—log, 4
C) (L++/2) " +9"%"2; d) @++/2)?+3-log, Y4 ;
e) 2++/2)" +§/§I0926714 ; f) log, 27" ~log, 3+ Iog%Z—l7 ;
g) log, 64—log, 243+ log, 125; h) log, 36+Iogg;—log3 28;

_ )
i) (gj l—%ﬂog;%; ), [%j ~2012° +log, 2/2 ;
8. Sa se calculeze:
a) log,100+2log, 3—log, 36 ; b) log;15-log, 3; c) log,4+log,6—log,8
d) log, 64-l0g,8; e) I0932+Iog3%; f) log, 25—log, 125;
g) log,6+log,2—log,4; h) log,80—-1log,10; 1) Iog32—%log34
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4
j) (%j —log,81; k) Iog%—%/—Z?; 1) Ig(tg43°)-1g(tg44°)-Ig(tg45°) ;
2 3 4 9 .
m) log, = +Iog3 +Iog3—+ +Iog3 n) Ig20+1g30—-Ig6; 0) 2log,4—log, 2
p) (3/5)%27; Q) IogZ%—logﬁEHog1 64; r) 4log,/5;
2
s) 8%:° t) log, 25—log 125 u) 2"
5
V) log, 64—log, 64—log , 64; X) log, 27-log ;27 -log , 27;
4 N B
9. Sa se calculeze:
a) lg(sin1%)-Ig(sin2°)-....-Ig(sin90°) ; b) log,3-log,4-...-l0g,,,, 2012-l0g,,,, 2
1 2 3 2011
C) lg=+lg=+Ilg=+...+lg——; d) Ig(tg30°)-Ig(tg31°)-....-Ig(tg59°) - Ig(tg60°) ;
) 19o+1go+lg7 T tlg o ) 19(tg30”) -Ig(tg32’) -....-19(tg59") - Ig(tg60°)

—log,; 3

1
e) 3,8llogg6 _7Iog79 ’ f) |0g3(|0g4(3log364)); g) 16 n _49Iogz7; h) 3(2log32+4I09812);
H . H 3 l 2 . log 2-lg2 logg 36 .
i) log, 0,25-l0g,,0,09; j) 3I095J§+§Iog£25—log 5;  K) 36°%54+10%19% — 30,

2

log, 625—log, 39 .
64"°%2 1+ log,~2
10. Sa se calculeze media geometrica a numerelor a=1log,125si b=1log,81-log, 64;

) Ioglx/§+log\/§§/§~I09164; m) Iogl36+log£§/E-loglﬁ/§; n)
8 2 6 9

11. Sa se compare numerele:
a) x=log,6siy=Ilog,4; b) x=Ilog,8siy=Ilog,6; c) x=5siy=Ig 5°;

2 E
d) x=Ilog,7siy=1Ilog,2; €) x=1log,8siy Iog2 ; ) x= Iogzésiyzlogsé,

g)x=log, 7siy=log,,7; h) x=1log,4siy =Iog3f; i)
= 10g5 (V3 +5) siy = I0og(v2 +/6)

12. Sa se ordoneze crescator numerele:

1 2 )"
a) log,3; i/%; log, ¥2; b) (ﬁj ; log, \/5; log, 9°;
-2
¢) |-8); v/25; log,125; (2) ; d) 2-3/27; log,128; \/64; |-6-3;

13. Si se arate ci numerele log, ¥5; log,.5; 3/% sunt termenii consecutivi ai unei

progresii geometrice.
14. Sa se calculeze probabilitatea ca alegand la Tntamplare unul din numerele

log,128; log, 6_14; log 125, acesta sa fie divizibil cu 3.
15. Sa se calculeze probabilitatea ca alegind la intimplare unul din numerele

log, 1, Iog%; log ;;8, acesta sa fie divizibil cu 3.
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16*. S se arate cd, pentru orice a,xe(0,»), a=1,
log, \/_+Iogl \/_—glog x+a*e’ ez,

17*. Sase demonstreze egalitatea

log, n-log, n-log n
log,,. N

18*. Fie a,be(0;2)astfel incat Iogl(l—%)-logl(l—g)zl. Sa se determine maximul
2 2

log, n-log, n+log, n-log, n+log, n-log, n=

expresiei E=ab—2a-2b.

lga+Igb+1
5 :

20*. Fie a=Ig2si b=Ig3. Sa se demonstreze ca (2—2a)log,;12=2a+b;

19%. Daci a,be(0;x0), sa se arate cd a’+9b’ =4ab < Ig(a+3b) =

21.* Fie x,y,z>0, numere reale cu proprietatea X+ Y +Z = 3. Si se arate ci
lg@+x)-lg(2+y)-1g(3+2)<lg3.

22*, Si se determine m < R astfel incat log, [Iog2 (x*+(m=3)x+m+ 2)} >0,VxeR.

Ig x
Ig\/l_o

23* . Daca se cunoaste ca =lg(x+6y)+Ilgy, atunci, sa se determine valoarea

. X
raportului —

Teste de autoevaluare

Testul 1. Numere reale
1. Sa se calculeze (4@)(23/3)
2. Sa se calculeze (3/5 +3)3;

3. Sa se calculeze 3/_ 3243375

4. S3 se calculeze .

J_ B+3’
5. Sa se calculeze \/2\/_—4~\/2\/_+4;

6. Sa se arate ca 3’/9+4\/§+§/9—4\/§=3;

1. Sa se calculeze i/g : §/8_71
9 2

2.5a se calculeze (§/§+ 2)3;
3. Si se calculeze 324 —3192 +3/-81;

Testul 2 Numere reale
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4. Sa se calculeze

f f 2’
5. Sa se calculeze \/2\/5—3-\/2\/§+3;
6. Sa se arate ca {*/5\/§+7—§/5\/§—7 =2;

Testul 3. Puteri cu exponent rational

1 -4
-5 . 1
1. Sa se compare numerele a=(0,25) 2si b= = | ;
’ (0:29 (\/5 j
-2
2. Si se calculeze /27 -39 (%J

5
3. Sa se calculeze Q/Eﬁ\/g+(2§/§ ’ ;(1}3;

1 5
4. Sa se calculeze ( j 12 [—j
27
5f 575 ij
25
3/93’ X |
5y 3y

Testul 4. Logaritmi

N

5. Sa se calculeze ( J

6x°
45y

6. Sa se calculeze [

1. Sa se calculeze 1g80-+1g20—1g16;
2. Sa se calculeze log, 5-log, 4-log, 3-log,2-log,1;

3. Sa se calculeze log, (Iog3(log4 64));
4. Sa se calculeze Iog2 ™ Iogf8l log , 35

25

1
log, —
5. Si se calculeze 9°%Y2 —32 e :

: A Ak s . 3x-9
6. Sa se determine X € Rastfel incat sa aiba sens logaritmul log, a5
X+

Testul 5. Logaritmi
1. Sa se calculeze log, 24 +log, 6 —log, 9.
2. Si se calculeze Igtgl® -1gtg2° - Igtg3°-....- Igtg88° - Igtg89°;
3. Sise calculeze log, (log,(log;125));

4. Sa se calculeze |Og5§/_ log, 6+|091‘/_

2

1
. log; 27 T 20
Si se calculeze 32 +7'%:%:

6. Si se determine X € R astfel incat si aibi sens logaritmul log, (x> +3x—10).

o
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Cap.2. MULTIMEA NUMERELOR COMPLEXE

Scurt istoric

Pand la mijlocul secolului al XVI-lea era de neconceput rezolvarea unor ecuatii de
forma x*+1=0, x*+x+1=0, x*+1=0, etc. intrucit acestea nu aveau solutii in multimea
numerelor reale.

Matematicieni ca Scipione del Ferro ( 1456-1526), Niccolo Tartaglia( 1500-
1557), Gerolamo Cardano ( 1501-1576), Ludovico Ferrari ( 1522- 1561) faceau
primii pasi in rezolvarea unor ecuatii algebrice de gradul trei si patru cu ajutorul radicalilor
intuind existenta si a altor numere care sa verifice ecuatiile dar pe care nu le considerau
solutii.

Cel care a dus mai departe munca lui Cardano a fost italianul Rafael Bombelli (
1526- 1572) care prin cartea sa din 1972, ,, Algebra” este creditat cu introducerea
numerelor complexe. Astfel, el introduce termenul v~1 si denumirile 1=+ ,, piu di
meno” ( plus din minus) —v-1=—i , ,, meno di meno” ( minus din minus), precum si
regulile +1-+i=+i, -1-+i=—i, +1-—i=—i, -1-—i=+, +i-+i=-1 —i-—i=+1, etc.

Bombelli pe langa regulile cu numere negative a prezentat si operatii cu numere de
forma a+b~/~1cu a si b numere rationale, a dat modul de inmultire a puterilor lui ,,i” si a
facut observatia ca in rezolvarea ecuatiilor de gradul 3 cu coeficienti rationali rddacinile
complexe apar in perechi conjugate iar produsul lor dd un numar real ca in exemplul

J2+i-3-4/2=i-3=+/7. Trebuic mentionat ci notatiile corespunzitoare pe care le
cunoastem astdzi au aparut mult mai tarziu, Bombelli cat si ceilalti foloseau cuvinte pentru
a exprima notatiile respective.

De abia Tn 1629, matematicianul olandez Albert Girard ( 1595-1632), introduce
prin lucrarea sa ,, Invention nouvelle en Algebre” notatia J-1respectiv +-n, si este
primul care considera ca radacini ale unei ecuatii si numerele complexe. Este primul care
formuleaza celebra teorema a algebrei ( demonstrata peste 200 de ani de céatre Gauss): ,,
Orice ecuatie algebricd de grad n are exact n radacini reale sau complexe).

Si G. Leibnitz ( 1646-1716) a ajuns la exemple de operatii cu acest concept de
numere complexe in care suma lor da un numar real precum si descompuneri ale numerelor
de forma x*+a* in functie de numerele imaginare.

Dupa ce Francois Viete ( 1540-1603) da formula (cosa+sina)" cu ajutorul
formulei binomiale, Abraham de Moivre ( 1667- 1754) exprima aceastd formuld cu
ajutorul unitatii imaginare ,,i"”: (cosa+i-sina)" =cosna+isinne. De asemenea s-a
ocupat si cu studiul raddcinilor de ordinul n ale unititi dand formula

yr(cosa +ising) = Q/F(cos

a+2kr . . a+2kr
+1SIN

n n
48

, kei0;12;....;n-1;.
) kel }
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Cel mai prolific matematician al tuturor timpurilor, Leonhard Euler (1707- 1783)

introduce notatia de ,,i” pentru unitatea imaginara +—1, si desi a lucrat cu aceste numere si
a obtinut o serie de rezultate importante nu le-a dat prea mare importantd. De la Euler ne-
au ramas formulele: €* =cosx+isinx, €”+1=0.,

Mult mai tarziu, Tn 1799 topograful |
norvegian Caspar Wessel ( 1775- 1818) vine cu J: fr
ideea de a nota un numar imaginar sub forma 1
a+ib si J-1=¢ , dand astfel o interpretare _ \ [ sing
geometricd a numerelor imaginare. El facea _%
observatia ca daca operatiile cu segmentele orientate Cos g
din plan nu se pot face cu ajutorul aritmeticii nu
inseamna ca ele nu exista.

In 1806, Jean Robert Argand ( 1768-
1822) prin lucrarea ,, Essai sur une maniere de reprezenter les quantites imaginaires dans

£ = x +iy

el
Il

les constructions geometriques”, independent de Wessel va da o intrerpretare a numerelor
complexe lucrare pe care autorul i-o da matematicianului Adrien
Legendre (1808- 1833) si
apoi in 1813 este cunoscuta
mai  mult Tn  urma
articolului pulicat de un

Imz
L

x7 cosex —sine) (x
' sinad  cosa ) \ ¥
(=131
M) 7 =x' +i_y1

matematician J. Francais. i ei[ar(’“” M) z-xeiy
y=rsin :

O teorie completd a numerelor complexe a e Rez
dat-o Carl F. Gauss (1777- 1855) incepand cu = rc0sd Jel=r =y 5"
1801 prin lucrarea ,, Disquisitiones
Arithmeticae ” ,, Cercetari aritmetice”, in care face legatura numerelor complexe — (

termen pe care-1 introduce) cu geometria si apoi pand in 1831 cand defineste operatiile cu
numere complexe si norma acestora. Este momentul cand lui ,,i” 1 se recunoaste identitatea
de unitate imaginara iar punctele planului se pun in corespondentd bijectiva cu numerele
complexe.

Willian Rowan Hamilton ( 1805-1865) matematician irlandez completeaza teoria lui
Gauss introducand in 1833 cuaternionii- o generalizare a numerelor complexe in patru
dimensiuni. Pentru el, numerele complexe erau perechi ordonate ( a;b) cu care se puteau
face diverse operatii iar (0;1)=1, unde i%=1.

In perioada urmitoare matematicienii nu au mai reusit si giseasca
metode de rezolvare a ecuatiilor de grad mai mare ca patru cu ajutorul
radicalilor pana cand norvegianul Niels H. Abel( 1802- 1829) si italianul
Ruffini ( 1765- 1832) demonstreaza acest fapt si anume ca ecuatiile de grad
mai mare ca 4 nu pot fi rezolvate prin radicali incheind astfel o perioada dar

dand liber la gasirea unor noi moduri de abordare a algebrei si gasirea
solutiilor rationale si la aproximarea radacinilor reale la ecuatiile de grad superior.
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Operatii cu numere complexe sub forma algebrica

Numerele complexe reprezinta o extindere a numerelor reale in demersul de a
rezolva ecuatiile algebrice de orice grad ele nefiind rezultatul unei masuratori ca in cazul
numerelor reale de aceea putem spune cd au un grad mai mare de abstractizare si le
asociem geometric cu toate punctele din plan. Aplicatiile practice ale numerelor complexe
se gasesc In mecanicd, astronomie, electrotehnica, telecomunicatii, fizicd atomica, etc.

Numerele complexe se pot scrie sub forma algebrica sau trigonometrica iar pe
parcursul capitolului vom aborda forma algebrica.

Definitie: Multimea numerelor complexe Se scrie de forma:
C= {z ‘z =a+ib, a,beR, i’= —1} , unde 1 se numeste unitatea imaginard iar Rc C.
Orice numar complex il putem scrie sub forma z=a-+ib=Rez+Imz unde a se
Numeste partea reald iar ib partea imaginara ( b coeficientul partii imaginare) a numarului

complex z.
Daca b=0 atunci z este real iar dacd a = 0 atunci z se numeste pur imaginar.

Reprezentarea in plan a numerelor complexe
Numarului complex z=a+ib i se asociaza in plan punctul M (a;b), M de coordonate a si

b sau M(z) adica M de afix z.

Exemplu: Sa se reprezinte in plan urmitoarele numere complexe.
a) z=2+3i; b) z=-2+4i; ¢) z=-3-2i; d) z=3-4i.

Rezolvare:
Y
B(—2:4) 4
3 ___________ A(2:3)

I H X
—3 -2 ////o > 3

///
C(f:;ﬁ;;éﬁ """""""" i)

- -_J:D(B —4)




Egalitatea numerelor complexe

Matematica PBlasa a R-a

Definitie: Fie z;, =a+ib, 1z, =c+id numere complexe. Atunci, z =z, <a=c si b=d
Exemplu:  Numerele complexe z, =3+(m—2)isi z, =(2n—5) +8i sunt egale daca si numai daca

3=2n-55i m—2=8. Rezultin=4, sim=35.

Operatii cu numere complexe

1.1z, +2, =(a+c)+i(b+d).| (adunarea numerelor complexe)
Exemplu: Fie z =5+2i si z,=7+3i.

Atunci, z,+2,=5+2i+7+3i=(5+7)+(2+3)i=12+5i .

2.

z,-z2,=(a-c-b-d)+i(a-d +b-c).

(inmultirea numerelor complexe)

Exemplu: Fie z =5+2i si

Z,=7+3i.

Atunci, z,-z, =(5+2i)-(7+3i)=5-7-2-3+(5-3+2-7)i = =29+ 29i

3.z, =a—ib,

Exemplu: Pentru numarul z, =5+ 2i, conjugatul sau este Z_l =5-2i;

(conjugatul lui z, )

z, a-c+b-d .b-c-a-d .
4, PRI I RN (impartirea numerelor complexe)

2
ExempIU'i 5+2i 5-7+2-3 i 2-7-5-3_41 i—_l

Yz, 7+3i 72+3 77+3 58 58

1 a b . .
5. 2_1 =202 ' afip? (inversul lui z;)
Exemplu: Pentru numarul z, =5+ 2i, inversul siu este l= 5 > > —i= 2 5 —i—'i;

z, 5°+3 5+3 34 34
Puterile lui i
1. i% =1 2. i*1=j 3. i*?2=_1 4. i*3=1 5" =%,i‘1 =%=—|
i i
i",n par
6.1 "=(-)"=C-D"-i" =
—i",n impar

Exemple
a) I100 4.25 :1; b) i76 _ '4~19 :1;
C) I121 430+1 | d) I2I.61 440+1 |
e) | 420+2 1' f) I206 :|451+2 — 1’
g) |327 481+3 | h) I71 417+3 —|,
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Modulul numerelor complexe

e . < Z=a-+ib modulul sau norma sa este numarul
Definitie: Pentru un numar complex

7|l =va%+b?.
7=+

Proprietatile modulului

1.]720]7=0<2=0 2.2-E:|z|2
3. |z|:‘z‘ 4. |z, 2,|=|z)]-|z,]
Z |Zl|
5. - =7—,2, #0 6. Hzl|—|22”s|z1 +7,| <[z, +|z,]
Z,| |z,
7.12" =|7" 8. zeC, zeR<=Imz=02z=1z.

Exemplu: Pentru numarul z =6+8i modulul sau este numarul

|| =|6+8i| = /6% +-82 =100 =10.

=/ Exercitii rezolvate
1. Sa se determine m,ne R astfel incat z, =z, unde:

a) z=4-n+2i, z,=8+(n-3)i;

b) z, =6+3i, z,=2m-4+(n-5)i;

C) z,=3m-4+(2n-6)i, z,=8+2i.

Rezolvare:
) ) 4-m=8 m=-4
a) 4-n+2i=8+(n-3)i=> = ;
2=n-3 n=>5
6=2m-4 m=5
b) 6+3i=2m-4+(n-5)i = = ;
=n-5 n=8
. . 3m-4=8 m=4
C) 3m-4+(2n-6)i=8+2i= = :
2n—-6=2 n=4

2. Sa se determine numerele reale a si b din egalitatile:

a) 2a+3+(b—-2)i=a+7+2bi;

b) a* —4+(b*—9)i =5+16i ;

c) 2a+2+(a+2b)i=3-b—2ai;

d) (a+b)’ +3ai =2ab+5-3i.

Rezolvare:

a) Se egaleaza partile reale de la cele doud numere complexe si apoi partile imaginare:

{2a+3:a+7 {a:4 _
=

b-2=2b b=-2'
a’—4=5 a’=9

b) = = a=23, b=15.
b?-9=18 b? =25
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{2a+2:3—b {a:Z
C) = X

a+2b=-2a b=-3’
2 _ 2 _
d) (a+b) —2ab+5:> b _4:>a=—1, bei2.
3a=-3 a=-1

3. Se considera numerele z, =2+4i, z, =3-2i.Sa se calculeze:
a) z,+7,; b) 2z, +3z,; C) 2,-2,; d) j—l; e)z )z
2

Rezolvare:

a) 2+4i+3-2i=5+2i;

b) 2(2+4i)+3(3-2i) =4+8i+9-6i =13+ 2i;
) (2+4i)(3-2i)=6—4i+12i—8i* =14 +8i ;

2+4i 6-8 12+4 . -2 16. .
d) - = + i=—+=i;
3-2i 9+4 9+4 13 13
N~ 2 4 . 1 1.
e) (2+4i)" = - l=——=I,
) ( ) 22+4* 2°+4° 10 5

4. Sa se determine numaérul real m astfel incat numairul z sa fie pur imaginar:
a) z=(2m-6)+(3+n)i;
b) z=(m-2i)(2+3i);

d) z=(m+2+i)>.
Rezolvare:
a) Pentru ca z sa fie pur imaginar trebuie ca partea sa reala sa fie egala cu zero.
2m-6=0=>m=3.
b) z=(m-2i)(2+3i) =2m+6+(3m—-4)i = 2m+6=0=>m=-3;
m+i 6m+2 .6-2m 6m+2 .6-2m
C) z= =t = +i
6+21 6°+2 6°+2 40
d) z=(Mm+2+i)’ =(M+2)°-1+2(Mm+2)i= (M+2)* =1=>m+2=+1=>me{-3;,-1}.

:>6m+2=0:m:—%;

5. Sa se calculeze:

a) 4—2i+3(2—5i) ; b) (1+i)1—i) ¢) (2—i)(3+2i)(4—2i):
d) (3+i)*+(3-i)?; e) (%) ; )02 i
Q) i+i2 4+ 4+ py &)~ @)

(1+i)
Rezolvare:
a) 4—2i+3(2—5i) = 4—2i +6—15i =10—17i
b) (1+i)(1—i)=1-i%;
C) (2—i)(3+2i)(4—2i) = (8+i)(4—2i) =34 —12i ;
d) 3+i)*+(B-i)*=9+6i+i*+9-6i+i*=18-2=16;
53
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(2+ij (4 1 2+2J (3 .4}2 9 24. 16 -7 24
e) : —+i— | =—t+—i-—==—+—1.
2—1i 4+1 4+1 5 5 25 25 25 25 25

f) IIZ .i3 N .ilO — |1+2+3+...+10 — i55 — i3 =_I ’
Q) i+ +P+. i = —1+—+2) - 2+ +i° =0+i-1=i-1.
py @) =)t @0 8-()+a 1 1,
1+i)® (2i)* 16 4 2

6. Sa se determine a,b R astfel incat sa aiba loc egalitatile:

a) (1-iv2)* =a+ib; b) a+|b
Rezolvare:
a) (1-iv2)?=a+ibe1-2i2+2i? =a+ib=-1-22i=a+ib= a=-1si b=-22.
a+ib . 3a+4b .3b-4a . 3a+4b . 3b-4a
b) - == +i =1= =0 s1 =1=
3+4i 25 25 25 | 25
3a+4b=0
=b=3=a=-4.
—4a+3b=25
< . aA < ax . 4-2mi
7. Sa se determine m € R astfel incat partea reala a numiarului complex z = 31 sa
+i
fie egala cu 2.
Rezolvare:
4-2mi 12-2m .-6m-4 < .
= — = +1 — partea reald a lui z este
3+i 9+1 9+1
Rez=2272M_5>_12 2m=20=m=—4.

8. Sa se calculeze modulul urmitoarelor numere complexe:

. 4
3+2i . ¢) z= (6+38i)

a) z=4+2i; b) z= - —
3-2i (2+4i)3-1)

I i3
d) z=(6+2i)°-(1+3i)". e) z= [2(1 |)]

Rezolvare:

a) |z|=|4+2i|=v4*+2* =20 =2.5.
_[3+2i| _[3+2i| i3 _ .

b) |2 13-2i] [3-2i 13 L

N |Z|:| 6+8)* | |6+8  Jioo'
‘(2+4i)(3 )| |2+ 4i|-[3—] J_J_

d) |7 =[(6+2i)° - (L+3i)* \:\(6+2u) H(1+3|) |=v/40" 9" =40* 9.

1-iV3) ‘1 Ja 1

2(1-1) 28, -if 28.\/58 16

54

=1000.

e) |z|=

2(1 |)
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9. Sa se determine m e C astfel incat :

a) |21 =3 Y il Py
1+mi 1+mi
Rezolvare:
2 [ g 271 =3=[2-i|=3L+mi|= V22 +12 =3y +m?|()* = 5=9(L+m*) =
1+ mi [1-+ mil
m2=_—:>m=4_rgi;
9 3
2-3i ; . 2 o2 2 2 , 9 3
b) [———|=2 = [2-3i|=2l+mi| =22 +3? =21+ m* =13=4+4m* = m’ =~ > m=2 .
1+mi 4 2

10. Sa se determine numéarul complex z pentru care au loc egalititile:

a) [z+1+z=4-2i; b)|7-iz=9-3i; ¢)|z-Y+(i+1)z=3.

Rezolvare: Se va lua de fiecare datd z=a+ib.

a) |z+l+z=4-2i=|a+ib+l+a+ib=4-2i=./(a+1)’+b* +a+ib=4-2i= b=-2.

:m:4—a|()2:>(a+1)2+4:16—8a+a2:>1Oa:11:>a:% . Deci, z:%—Zi.
b) |z|—iz =9—3i =|a+ib|—i(a+ib) =9—3i = /a® +b? +b—ia=9-3i = a=3=

J9+b? =9-b|()* =9+b* =81-18b+b> =180 =72 =b = 4. Deci, z=3+4i.

0) [2-1+(i+1)z=3=[a+ib—1+(i+D)(a+ib)=3= [(a-1)*+b? +ia+i’b+a+ib=3=
J@-1?+b? +(a-b)+i(a+h)=3=a+b=0=b=-a=

J@a-1?+a’ +2a=3= (a-1)’ +a’ =(3-2a)° = a’~5a+4=0=>ae {14} .

Asadar, a=1=b=-1=z=1-1si a=4=>b=-"A4=1z7=4-4i.

Exercitii propuse |+

Z

1. Fie z;, =3-5i, z, =4+5i. Sa se calculeze z,-z,, —
ZZ

2. Se considera numerele complexe z, =6-2i, z, =—4+3i. Sa se calculeze:

a) z,+2,; b)z-z,; c) %; d) |z|+|z,|; e) ‘214‘+‘224‘;
2

20
3.Fie z,=5-3i, z,=3-2i. Sdasecalculeze:a) z,-z,; b) z:z,; 0©) a! 5
z, -1,
ZSO
4.Fie 2, =4-2i, z,=3-4i. Sasecalculeze: a) z,-7,; b) z:z,; ©C)}——/.
ARy

5. Sasecalculeze: a) i®'+i%+i"; b) i™™; ¢ I+i+i®+i®+...+i"%; d) L-i-i%-i%-...-i"®.
e) 1+i)% ) @+i); 9) @+i)"; h) (Bi—2)% i) (6-2i)-(4+3i); j) 3—1)-(3+i)-(L—1)-(L+i);
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k) V1+2i; 1) v=5-12i ; m) (V3++/2i)-(+3-+2i); n) Gl'J ; 0) (1%') ;) @-i)*™;

6. Sa se determine X,y € R astfel incat: a) 2x(1+i)+ y(6—5i) =3xi+y-5.

b) (4—8i)-x+(3—2i)-y=(—6x+4)-i—-5y;

(2+41)(3+1)
6(—3+4i)*

8. Sa se calculeze modulul numarului complex z unde :

a) 2=12+5i; b) z=(4-2i)3-5i); c) z=4;5:; 0 2= (24" 0 Z:( 5-3i j |

7. Fie z= . Sa se calculeze modulul lui z.

3+2 2+
9. Sa se determine me R astfel incat numarul complex z sa fie real:
a)Z:2+—rnl_eR; b)zzmeR;
1+(m-2)i 4+3i
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- Ecuatii in multimea numerelor complexe

a)o a=2>0 a(o0
Ecuatia are solutii reale Ecuatia are solutii Ecuatia are solutii complexe
diferite reale egale conjugate
)(1,2:i‘/5 Xl,Z:O X,==* iV-a

Exemple:

1. ¥ =-9=>x=4i{9=43 i;

2. X2 =-25=x=+i25=45

3. X*+36=0=x*=-36=x=16 i;
4,

X2412=0=> x> =-12=> x=42/3 i

A)O A=0 A(O
Ecuatia are solutii reale Ecuatia are solutii Ecuatia are solutii complexe
diferite reale egale conjugate
_—b+JA X, _-b _ —b+iv-A
% "2 ST
Exemple:
—1+i
1 X2 +x+1=0=x,, = 1_2|\/§ ;
_A+i

2. 2 +3x+2=0=>x= 3_4|ﬁ;

Exemple:

1. X =1=x -2 =0=(xX-1)(X* +x+1)=0;
_14+i

x =1sidin X’ +x+1=0=X,, = 1_2'\/5.

2. X*=8=2x+2=0=(x+2)(xX* —2x+4) =0
—2+2i\3

x, =-2si dinx* -2x+4=0=X,, =

Altfel: expresia a+ib de sub radical se va scrie ca un patrat perfect.
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Exemple:
1. 22 =3+4i=>7,, =+/3+4i =+J(2+i)’ =
=+(2+1i), deoarece 3+4i=(a+bi)* =a*+2abi +(ib)*adica
3+4i=a”—-b*+2abi= 3=a’-b’si 4=2ab. De aici se obtina=2,b=1.
2. 72 =8-6i =7, = +/8— 61 = +,[(3—i)* =
=+(3-1i), deoarece 8—6i =(a—bi)* =a* —2abi + (ib)*adica
8—6i =a*—b” +2abi = 8=a’-b’si 6=_2ab. De aici se obtina=3,b=1.

V. Ecuatii bipatrate
4 2
ax" +bx“+c=0
) —at’+bt+c=0.
notam x“ =t

Exemplu: x*+10x*+9=0;
-10+8

Notam cu x* =t=t*+10t+9=0 =t , = = t, =-9, t,=-1.Rezult,

Din x*=-9= x,, =13i,iardin X’ =-1=x,, == i.

=/ Exercitii rezolvate

1. Sa se determine me R stiind ca numarul i este solutie a ecuatiei
x* +(m+2)ix+3=0.
Rezolvare:
Cum 1 este solutie a ecuatiei, aceasta inseamna ca 1 verifica ecuatia data adica
iI+(M+2)i-i+3=0= -1-m-2+3=0=m=0.
2. Sa se determine me C stiind ca numarul i este solutie a ecuatiei
mx® +2(i +1)x+m+2=0.
Rezolvare:
Cum i este solutie a ecuatiei, aceasta Inseamna ca i verifica ecuatia data adica
m@i+2)°+2(+D(i+2)+m+2=0= m(3+4i)—2+6i+4+m+2=0=
—-4-6i -36 .-2
—=——+i—.
3+4i 25 25
3. Sa se determine me R astfel incat ecuatia mx* +2mx+m+3=0 si aiba ambele solutii
complexe.
Rezolvare:
Se pune conditia ca discriminantul ecuatiei sa fie negativ.
A{0=4m" -4m*-12m (0=m ) 0
4. Sa se determine me R astfel incit ecuatia mx’ +mx+m+3=0 sa aiba ambele solutii
complexe.
Rezolvare:
Se pune conditia ca discriminantul ecuatiei s fie negativ.
A{0=m?-4m-12 ( 0=m (-2;6).

mB+4i)=—4-6i=>m=
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5.S4 se rezolve ecuatiile:
a) 22 =3+4i; b) 2x* —4x*+5=0;
Rezolvare: a)

2 2 2 2
zz—a+ib:>zl'2—w{\/a+\/a +b ii\/—a+\/a +b }

2 2

: 3+4F+47 3443+ 4
22=3+4|321,2:i \/ "H\/ 2 =i‘[\/§+\/§i]=i(2+li)

2
b)
ax’ +bx+c=0=>x,, = _bimsau —_biiﬂdaca A0
' 2a 2a
2X2—4X2+5=0:>A:(—4)2—4.2.5:]_6_40:_24,XL2 _ 4i2i_\£ﬂ _ 4iii\/g.

6. Sa se rezolve ecuatiile:
a) (x+4)* —4(x+4)*+4=0;
b) (x+3)* +8(x+3)* +16=0;
c) x2—i2+4(x—g) =1.
X X
Rezolvare:
a) Notdm (x+4)*> =t si ecuatia datd devine t* —4t+4 =0 cu solutia dubla t =2adica
(X+4)?=2=x+4=+2= XE{—\/§—4;\/§—4}.
b) Notdm (x+3)? =t si ecuatia datd devine t*+8t+16 =0 cu solutia dubla t = -4 adica
(x+3)’ =—4=x+3=12i= xe{2i+3-2i-3}.

2
. g . g 2 2 . 2
c¢) Ecuatia data este echivalenta cu (x ——] +4+4(x——)=1. Se face notatia x——=t=
X X X

ecuatia t* +4t+3=0cu solutiile t, =—1 si t, =—3 adicd x——=-1= x* + x—2=0cu solutiile -2

X
-3+
silsi X—E:—3:> x* +3x—2=0 cu solutiile B_Tﬁ
X

7*. Fie zeC astfelincat z2+z+1=0. Aritatici z°=1sica 22+ =2.
5 5 2019
z
Rezolvare:
2’+7+1=0=>7° :—z—l‘-z: ’=-7"-z7=-1.
1 673 1
2019 (.3 .
Z +W_(Z ) +—= 2

Gk

8*. Se consideri ecuatia x> —2x+4 =0cu solutiile X, X, € R (solutii complexe).

(Xl _ 2)1006 N (Xz _ 2)1006
X, o

Sa se calculeze

Rezolvare:
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Din (X+2)(x2 —2x+4) =0< x*+8=0si cum x= - 2 nu este solutie, rezultd x> =-8.

2

Cum x,, X, sunt solutiile ecuatiei date, rezultd x> —2x +4=0=>x —-2= X17 . Analog, pentru X,.

(X1 _ 2)1006 (X2 _ 2)1006

De asemenea, rezulta si ca X13 =-38, X23 =-8. Atunci, + =
X, X
2012 2012 2013 2013 <X13 )67l + (X 8 )671 2.(_8)%" 2014
XXt 'X2:X1 +X% _ 2 _ (-8) __ _ _plo0s
21006 XX, 21006 XX, 21006 XX, 21006 4 21008

9%, Se consideri ecuatia X°+2X+m=0, meR cu solutiile x,x, €C..
a) Sa se calculeze (1—Xx )(1—X,)in functie de m.

Ao 11 1

b) Si se determine m € R astfel incat — +—=-—;

XX, 4

2011 2011

¢) Pentru m=4 sa se calculeze X;
Rezolvare:

a) Intrucdt f(x)=x"+2x+m=(X-x)(X-%)= (1-x)A-%,)=f@Q)=3+m.
b) Se folosesc relatiile lui Viete :

+X,

+ X ——E——Z Xy =l=m=
X +X% a v XX 3
1 1 1 (x+%)-2x% 1 4-2m 1
=t X +% 2X1 et ———=-"=(M-4)’=0=>m=4.
X© X 4 (%-%,) 4 m 4

c) Pentru m=4 avem : x> +2x+4=0, = (Xx-2)(xX* +2x+4)=0<= x> -2’ =0= x> =8. Cele
doud solutii X, X, € C. ale ecuatiei initiale sunt solutii si pentru ecuatia x* =8. Rezulti ca

x® =8si x,”=8. Cum
2011=670-3+1=> ™ 13,2 = (%) % + (%) %, =870 (% +x,) = 22"

10*. Fie ecuatia x> —x+1=0cu solutiile x,x, € C. Si se arate ci
X12_X1+4 X22—X2+3_ 2012
X +2% -2 X, —3x%,-1

2012

+X,
Rezolvare: Din (x+1)(x* —x+1) =0=> x> +1=0=> x> =—1.Cum X, X, € C sunt solutiile si a
acestei ecuatii rezultd x° =-1,x,> = —1. Atunci,

X
relatiile lui Viete, X, +X, =1, xX, =1.

2012 2012 _

+x,7% = (xf)670 X%’ +(x23)670 Xyt =X+ X, = (X +X%,)? — 2% X, =1-2=—1; S-au folosit

Din x?—x +1=0=x"-x +4=x°—x +1+3=3si
X7 +2% —2=%"—% +1-3x —3=-3(x +1)

Din x> —%, +1=0= %> —X, +3=%,"—X, +1+2=2si
X0 =3%, —1=x,° =X, +1-2X, -2 =-2(X, +1)
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Atunci,
xf—x1+4+x22—x2+3_ 3 2 (1 1) oxtx%+2 3,
X2+2% -2 X°-3x,-1 -3(x+1) -2(x,+1) x +1 X, +1 XX, +X +X,+1 3

11*. Fie z,,z, € Csolutiile ecuatiei z° —z+1=0. Si se calculeze valoarea expresiei
4 3 2 2020 3 2 2020

E=(z"-2"+32"-32,+2)"" +(z,°+ 22, -7, +3)"".

Rezolvare:

Cum (22 -z +1) (z+1)=0=7°+1=0= z®=-1. Atunci, z,,7, verifica ecuatiile obtinute din
= 3 2 4 3 2

ceadatd, z°=-1 z°-z+1=0sau z -z +z°=0.

Analog pentru z,. Asadar,

E-= [(214 -2 +22)+2(z? -7, +1) - 21]2020 N I:(Zzs 1)+ (2,2 -2, +1) + 2,2 +1):|2020 _

673 673
_ (_21)2020 +(222 +1)2020 _ Zl2020 + ZZ2020 _ (213) -7 +(223) 2,=2,+2,=1.

Exercitii propuse | | :\

1. Sa se rezolve ecuatiile:

a) x* =—4; b). x*=-64; C) x* =-144;

d). x*+81=0; e). x*+121=0; f). x*+27=0.

2. Sa se rezolve ecuatiile:

a). X* —4x+6=0; b). 2x*-2x+5=0; c). X’ +4x+3=0.

3. Sa se rezolve ecuatiile:

a). X*=-1; b). x*=-27; c). x*=64;

d). x* =125;

4. Sa se rezolve ecuatiile :

a). 2> =5+12i b). z*=-3-4i;

5. Sa se rezolve ecuatiile :

a). x*+6x*+8=0 ; b). x*-9x*-10=0; c). x*+9x*+8=0.
6. Sa se determine me R astfel incat ecuatia x> +(m+1)x+2=0 si aibd ambele solutii
complexe.

7. Sa se determine me R stiind cd numarul 1 este solutie a ecuatiei
mx* +(m+3)ix+m+1=0.
8. Sa se descompuna in factori ireductibili urmatroarele expresii:

a) X*+4; b) x*+9; C) 4x°+16;
d) x*-4; e) x*+25x; f) x> +6x+8;
9. Sa se rezolve sistemele de ecuatii:
X+y=2 X+y=4 x-y=10
a0 0y 01,
x*+y*=0 X +y>=6 X +y?=16
10. Sa se rezolve in Cecuatiile:
a) x*=-16. b) x*+9=0; c) x*+16=0. d) x*=-27;
e) xX*+4x+6=0; f) xX*+2x+2=0; @) x¥*-6x+10=0; h) 2x*-3x+4=0;
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1) 2x* —3x+4=0;
11. S& se rezolve ecuatiile:
a) x*+5x*+6=0; b) x*+8x*+7=0; ¢) x*+8x°+7=0; d) x*+7x*+10=0;
e) x*-9x°+8=0;
12. Sa se rezolve in Cecuatiile: a) z°=4+3i.; b) z22=5-12i; c) z°=15+8i.
13. Sa se rezolve in Cecuatia 4x* —i-x+3=0.

14. Sa se rezolve in Cecuatiile : a) %—%H:O; b) x(x-1)(4x-1)(4x-5)=2;
X—2 X+

2
0) x2 4x+2=2; d) 3x+1+ 3X _3:
X®—=3x+2 2X—-3 X+5
15. Sa se determine suma solutiilor ecuatiei z* =4
16. S& se determine numarul complex z care verificd egalitatile:

a) z+8i=3-7; b) z+2-|z|=4+2i; ) 2> =5+12i; d) 22=z;
¢) Z+91+7 _g:
z
17. S& se determine me R pentru care ecuatiile urmatoare au solutii in multimea C\R .
a) x> —6x+m=0; b) x* —mx+4=0;
c) X’ —(M+D)Xx+m+1=0; d) mx* —2(m+1)x+m+3=0;

18. Sa se determine me R stiind ca ecuatia z>+(m+1)z+2=0, are solutia z, =1-i.

19. Sa se determine me R stiind ca ecuatia z°+(m—4)z+m-3=0, are solutia z, =i.

20. Fie ecuatia x> —x+3=0cu solutiile x, x, numere complexe. Sa se calculeze:

a) X°+%,"; b) x*+x,’; C) X' +%"; d) x°+x,°;
21. Stiind ca x,,x, sunt solutiile ecuatiei x*+2x+3=0sa se calculeze x” +Xx,” .

22. Stiind ca x,,x, sunt radacinile ecuatiei x* —2x+4=0 sa se calculeze:

8) P +% %5 b) (=2 + (%, -2);

. 6 ; 6
23. Si se arate ci {_HZI\@J J{_l_'\@J —2:

2

2016
+

24. Daca z*+z+1=0, atunci, sa se calculeze z TR
z

25. Fie z e C astfel incat z> +z+1=0. Si se calculeze suma
(1+ Z)2015 + (1+ Z2)2015 + (Z + 22)2015.
k n

26. Sa se calculeze sumele : a) > (1+i) ; b) D k-i;

k=1 k=1
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Teste de autoevaluare

Testul 1. Operatii cu numere complexe

. Sa se calculeze i®* +i +i’.

|

z

4L
Z2

N

. Fie z, =3-5i, z, =4+5i. Sd se calculeze z,-z,,

. Sa se calculeze i ™.
. Sa se determine x, y € R astfel incat 2x(1+i)+ y(6—5i) =3xi+y-5.

. Sa se calculeze a) 1+i+i*+i*+...+i'%; b) 1-i-i*-i%-...-i'®.

. Fie z :w. Sa se calculeze modulul lui z.
6(—3+4i)

o 01 AW

Testul 2. Ecuatiiin C
. Sa se rezolve in Cecuatia x* =-16.
. Sd se rezolve in Cecuatia X* +4x+6=0.

. Sa se rezolve in Cecuatia z> =4+3i.

1

2

3

< A . 3 1

4. Sa se rezolve in Cecuatia ———-——+1=0.
X—2 X+2

5

6

. Sa se rezolve in Cecuatia 4x° —i-x+3=0.
. Stiind ca x,, x, sunt solutiile ecuatiei x*+2x+3=0s4 se calculeze x° +x,° .

Test 3. Numere complexe
1. Se considerd numerele complexe z, =4-2i, z, =3+5i. Sd se calculeze:

a) 2z,+3z,; b) z,-2,; €) z,:2,; d) ‘214-226‘;
2. Sa se determine x,y e R din egalitatea: 2(x—3yi)—3(y+2xi)=3-24i;
3. Sa se rezolve ecuatiile:

a) xX*+5°=0; b) x¥*+5x+4=0; c) x*+64=0; d) x+2—x5+8:0 ;
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Cap. 3. FUNCTIIL PROPRIETATI GENERALE

Una din notiunile fundamentale ale matematicii o constituie notiunca de functie, (de la
latinescul functio = realizare) aceasta fiind rezultatul unui indelungat proces de abstractizare, n
dorinta de a obtine o descriere cat mai riguroasa, stiintifica, a fenomenelor din natura.

Tn 1749, matematicianul Leonhard Euler(1701-1783) prezenta notiunca de functie ca o
marime variabild ce depinde de alta marime variabild, insd fundamentarea teoreticd a acestei
notiuni la care au contribuit i Gottfried Leibniz(1646-1716) si Isaac Newton(1643-1727), a tinut
cont de corespondenta ce se poate stabili intre douda multimi de obiecte, in cazul matematicii,
multimi de numere, corespondentd ce face ca unor elemente dintr-o multime A sa le corespunda
alte elemente dintr-o multime B.

Sa consideram un mobil care se deplaseaza rectiliniu si uniform intr-un singur sens pe o
dreaptd incepand dintr-un punct O si sd masuram cu tj, tp, t3,....momentele la care ajunge
parcurgand diferite distante di, dy, ds,...... Observam ca se cunoaste miscarea mobilului daca in
fiecare moment t se cunoaste distanta corespunzatoare d. Astfel, spunem ca distanta parcursa este
in functie de timp adicad depinde de timp sau ca distanta este functie de timp.

Curentul electric ce trece printr-o rezistenta la diferite tensiuni U;, U,, Us, ....U, va avea
diferite intensitati Iy, I, ls,...,I,, iar modul in care variaza curentul electric esta dat tocmai de
corespondenta dintre valorile pe care le ia tensiunea si cele pe care le ia intensitatea. Spunem
astfel, cd variatia intensitatii depinde de tensiune sau ca este functie de tensiune.

De asemenea, cercurile de raze diferite au arii diferite, adica aria fiecarui cerc depinde de raza

sa, conform formulei A= zr?adici aria unui cerc este functie de raza sa.

cum (= A(AA, Fig. 1

Matematica nu se poate limita la studierea unor corespondente particulare, asa cum apar in
fizica , chimie si in alte domenii, ci studiazd aceste aspecte la un nivel general ca mai apoi,
rezultatele obtinute sd poatd fi folosite de celelalte stiinte conform specificului fiecareia.
Cercetarea acestor corespondente care se pot stabili intre doud multimi de numere este introdusa
prin urmatoarea definitie :
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ﬂ Functii. Definitie

Definitie : Fie A si B doua mulfimi nevide. Se numeste functie definita pe A cu valori in
B, un triplet de forma (A,B,f) in care, printr-un procedeu (lege, corespondenta) notat cu f,
fiecarui element x din A Ti corespunde un singur element y din B.

f

Convenim sa notam o functie astfel, f:A—B sau A—B, unde
A se numeste domeniul de definitie (Dy), adicd multimea de unde f ia valori ,
B se numeste codomeniu (Cds) sau multimea valorilor functiei, adicd multimea in care
functia ia valori, iar legatura pe care o stabileste functia intre elementele x € A si valorile
corespunzatoare y € B se numeste lege de corespondenta.
Daca x este un element din A si daca lui x 1i corespunde elementul y din B, se spune cd y
este imaginea lui x prin functia f sau cad y este valoarea functiei f in x si se noteaza cu f(X).
Asadar, y=f(x) adica, y este functie de x, in sensul ca y depinde de x.
Exemplu :
Fie f:R >R, f(x)= x*>-3x+4. Si se calculeze valoarea functiei f in punctele :
)15 5)250) 2 ;) V2 ;
Rezolvare :
a) f(-1)= (-1)?-3(-1)+4=1+3+4=8 ;
b) f(2)=2°-6+4=2;
C) f(l):l-§+4:1_6+16 :E :

2° 4 2 4 4

d) f(V2)=(V2) ~3-V2+4=2-32+4=6-3/2.

Definitie: Fie f : A— B. Se numeste imaginea functiei f , multimea tuturor valorilor
functiei f pe care o notam cu f(A) sau Imy.

Asadar, pentru o functie f:A—B, f(A)= { f (x)|x eAy=1f(X)e B}
Exemplu: Fie f :{—\/5 ;—L0; 3;} — R, f(x)=-2x+3. Sa se determine imaginea functiei f.
Rezolvare : Im, :{f(—ﬁ); f(=1); f(0); f(3)}: {2J§+3;5;3; —3}.

Definitie: Doua functii f si g sunt egale daca si numai daca, au acelasi domeniu de
definitie, acelasi codomeniu si stabilesc aceeasi corespondenta.

Exemplu: Fie functiile f:{-2;-10;1;2} > Z, f(x)=5x+65i g: A—>Z, g(X)=(a-4)x+2b.
Sa se determine a si b astfel incat functiile f si g sa fie egale.
Rezolvare: f =g < A={-2,-1,0;12}si a-4=5, a=9 si 2b=6 adica b=3.

Observatie: Daca doua functii f si g au acelasi domeniu de definitie A dar au valori diferite
cel putin pentru un element x din domeniul de definitie, atunci f si g nu sunt egale.

65
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Observatie : Fie f : A— B si xe A un element arbitrar din A. Atunci, X se numeste
argumentul functiei f (sau variabila independenta a functiei f).

Daca A si B sunt multimi finite sau A,B=R si f : A— B, atunci, astfel de functii se numesc
functii reale de o variabila reala sau functii numerice si au intodeauna valori finite.

Unele functii pot fi definite pe o reuniune de intervale, in moduri diferite pe fiecare interval
n parte.

f,(x),xel

. Tn acest caz, f; si f, se numesc restrictiile functiei f.
f,(x),xed

f:lul >R, f(x):{
De exemplu,

{—X+4,Xe (-o0,1]
f:R>R, f(x)=

. Restrictiile in acest caz sunt functiile, f;(X)= -x+4 si
2X+1, X € (1, +0)

fo(X)=2x+1.

e Graficul unei functii

Definitie : Fie A si B doud multimi (finite) de numere reale si f : A— B. Graficul functiei
f reprezinta multimea tuturor punctelor de forma (x, f(x)) unde x e A iar f(x) este valoarea
functiei f'in x.

G, ={(x f(x))|xe A f(x) eB} = AxB.

Ecuatia y=f(X) se numeste ecuatia graficului functiei f. Reprezentarea grafica a unei
functii se face intr-un sistem de axe de coordonate sau sistem de axe ortogonale.

Axa abciselor

N
0 x <\ X
Ahcisa punctului P
Axa ordonatelor P( X J;) ey . = f (\ ) =Yy
Exemplu : Sa se reprezinte in plan punctele : A(1;3), B(-4; 1), C(- 3 ;- 2), D(3 ;- 1).

-
N\

y
Cadranulll A Cadranull
3] AlL3)
|
|
B(- 4;1) 3
T 1
I 1
I ! ‘ T > X
-4 -3 0 1 '3
| B ) D 1
I D(3;-1)
| -2
C(-3;-2)
Cadranul Il Cadranul IV
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Definitie : Un punct M(a,b) apartine graficului unei functii M(a,b) e G, < f(a)=b.

Exemplu:
Sa se determine m e R astfel incat punctul A(m;3) sa apartina graficului functiei f :R >R,

f(x)=5x-2.
Rezolvare : A(m;3) G, < f(m)=3=5m-2=3, adicd m=1.

=/ Exercitii rezolvate

1.Fie f:R—>R, f(x)=5x-30.Sa se calculeze f(1) - f(2)- f(3)-......- {(20).
Rezolvare: Deoarece 5x—-30=0=x=6= f(1)- f(2)- f(3)-......- f(20) =0;

2. Se considera functia f:R—>R, f(x)=2x+1. Sa se determine ac<R astfel incat
punctul P(a? 4a+1) sa se afle pe graficul functiei f.
Rezolvare: . P(a’,4a+1)eG, < f(a’)=4a+1= 2a’+1=4a+1=a<{0,2}.

3. Fie functiile f,g:R—R, f(x)=ax+b, g(x)=bx+a—3. Determinati numerele reale
a si b astfel incat punctul A(2;3) sa fie punctul de intersectie a graficelor celor doua
functii.
Rezolvare: Cum A=G; NG rezultd f(2)=3si g(2)=3. Din cele doud rezultd
2a+b=3, 2b+a—-3=3. Din {2a+b =3 =a=0,b=3.

a+2b=6
4. Fie f:R>R, f(X)=(x-2°-(x-3)(x+3)-5.84 se determine o functie
g:R —Rastfel incat g(x+2)= f(x)+3.
Rezolvare: Se aduce mai intai f(x) la forma cea mai simpla.
f(X)=X* —4x+4—x*+9-5= —4x+8.
Cum f(x)+3=-4x+8+3=-4x+11leste 0 functie de gradul intai rezulta ca si functia g(x)
este de gradul intéi. Fie g(x) =ax+b, a,beR.Atunci, g(x+2)=a(x+2)+b. Din
g(x+2) = f(x)+3rezultd ax+2a+b=-4x+11= a=-4sidin 2a+b=11=b=19.Asadar,
g(x) =—4x+19.

. 4x -1, x(-1
o.Fle f:R—>R, f(x)= < :
ax+4, x>-1
a) Sa se determine a <R astfel incat punctul A(2,-8)sa apartina graficului lui f;
b) Pentru a = -6, sa se determine multimea M ={xeR|f(x)>-2 }.

Rezolvare:
a) A2,-8)eG, « f(2)=8=2a+4=-8=2a=-12=a=-F6;

b) Pentrua=-6, f(x)>-1< -6x+4>-2=-6x>—-6=x<1. Asadar, M =(—o0;1].
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6. Sa se determine meRastfel incat punctul A(m;2)sa apartina graficului functiei
fR>R, f(x)=x"-3x+4
Rezolvare:. Am;2)eG, < f(M=2< M’ -3m+4=2= m* -3m+2=0 =m =1 m,=2;

Exevcitii propuse || =\|

1. Fie f:{-3,-2,-1,0;,2} > R, f(x)=-2x+3. Sd se determine imaginea lui f.

2. Se considera functia f:R—->R, f(xX)=2x+10. Sd& se determine
f(-10)- f (-9)-......- T (0)-........ -£(9)- f(10).

3.Fie f:R—>R, f(x)=3x-1. Sa se calculeze f@Q)+ f(2)+ f(3)+....+ (50).

4.Fie f:R—>R, f(x)=x+3.Sasecalculeze f@)+ f(2)+ f(2°)+ f(2°)+....+ T (2%).
—x+3, x(1
2X+5, x>1

5.Fiefunctia f :R—>R, f(x) ={ . Sa se calculeze :

a) f(—%)+ f(3-1)+ f(g); b) F@)+ F@)+ f(@)+...+ F(37).

6. Fie functia f:R—>R, f(x)=4x+8. Sa se determine numarul real m e R astfel Tncat
punctul P(m+4,16) sa apartina graficului functiei f.

7. Fie f:R—>R, f(x)=mx—-2. Sa se determine meRstiind ca punctul A(m+1; 0)
apartine graficului lui f.

8. Fie f:R>R, f(X)=(m+4)x-4m+3;Sa se determine meRastfel Tncat
(2,2-m*) eG, ;

9. Fie functiile f,g:R>R, f(x)=(m-6)x+n*—-16, g(x)=8x+9. Sa se determine
m,ne R astfel incat f(x)=g(x) .

10. Sa se determine meRastfel incat punctul A(m;2)sa apartina graficului functiei
f:R>R, f(x)=x"-2x+3

11. Sa se determine meRastfel Tncat punctul A(-14)sa apartind graficului functiei
fR>R, f(x)=mx*-3x+2

12. Fie functia f:R—>R, f(X)=x*+(2m+1L)x+n°—n-1. Sa se determine m,n e Rastfel
fncat f(x)=g(x) unde, g:R —>R, g(x)=x"+7x+1.
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Proprietiti generale ale functiilor

e Functii simetrice. Functii pare. Functii impare.

Definitie: Fie D < R o multime de numere reale. Atunci, o functie f:D — Rse numeste
functie reala de variabila reald sau mai simplu functie reala sau functie numerica.

Definitie: Fie f :D —>Rsi aeD . Dreapta de ecuatie X = @, se numeste axa de simetrie

pentru graficul functiei f, daca oricare ar fi un punct al graficului, simetricul lui fata de
dreapta x =a apartine graficului.

Pentru a verifica insa daca o functie admite axa de simetrie se foloseste urmatoarea
teorema :

: Fief :D—>Rsi aeD . Dreapta de ecuatie X = a este axid de simetrie pentru
graficul functiei f daca si numai daca f(a-x)=f(a+x), vxeD.

Exemplu : Sa se verifice daca functia f :R — R, f(x)= 2x+6 admite axi de simetrie.
Rezolvare :

Daca dreapta de ecuatie x= a este axa de simetrie pentru graficul functie f atunci are loc
relatia f(a-X)=f(a+x) ceea ce este echivalent cu 2(a-x)+6=2(a+x)+6 de unde se obtine ca
x=0 ceea ce constituie o contradictie cu condifia lui x din enuntul teoremei, prin urmare, f
nu admite axa de simetrie.

Observatie : In aplicatii se mai poate folosi si relatia f(x)=f(2a-x), ¥x e D pentru a arita ca
x=a este axa de simetrie pentru graficul lui f.

Definitie : Fie f :D—R. Un punct S(a,b)se numeste centru de simetrie pentru graficul

functie f, daca oricare ar fi un punct al graficului, simetricul lui fata de S apartine tot
graficului.
Se spune cd graficul functiei f este simetric fatd de punctul S(a,b) .

Conditia necesara si suficientd ca un punct sa fie centru de simetrie pentru graficul unei
functii, este data de urmatoarea teorema :

. Fie f:D—R. Un punct S(a,b)este centru de simetrie pentru graficul
functie f, daca si numai daca f(a-x)+f(a+x)=2b , vx e Dastfel incdt a—x,a+xeD.
Exemplu : Sa se verifice daca functia f:R—>R, f(x)=x*—-4x+5admite centru de
simetrie.

Rezolvare : Aplicand relatia din enuntul teoremei, f(a-X)+f(a+x)=2b , VxeRse obtine
succesiv

(a-x)? -4(a-x)+5+(a+x)>-4(a+x)+5=2b , a’ +x°-4a+5=b de unde , luand n ultima egalitate
x=0 respectiv x=1 se ajunge la contradictia a* -4a+5=b a? +1- 4a+5=b prin urmare, f nu
admite centru de simetrie.

Observatie : In aplicatii se mai poate folosi si relatia f(x)+ f(2a-x)=2b , ¥xe D pentru a
arata ca punctul S(a ;b) este centru de simetrie pentru graficul lui f.
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Definitie : O multime D < Rse numeste simetrica in raport cu originea (respectiv cu
ae D) sau mai simplu, simetrica daca Vxe D —xe D (respectiv (V)a+xeD=a-xeD)

Definitie : Fie D o multime simetricd. O functie f:D-—>R se numeste para daca
f(—x) = f(x), Vxe Dsi se numeste impara daca f(-x)=-f(x), vxeD.

Exemple:
Functia f:R >R, f(X)=x*", neN este o functie para. Graficul este simetric fati de

axa OX.

Y 2n
=1 Y 2
y=x", neN y=x"" neN

Functia f :R—>R_, f(x)=x*"", neN este o functie impara. Graficul este simetric
fata de originea O a axelor.

Exemple: Sa se studieze paritatea functiilor :

a) f:R>R, f(x)=5x°-3x*; b) f:R>R, f(x)=2x>-x;

Rezolvare : a) f(—x)=5(-x)° —3(~x)* =5x° —3x* = f(x) = f este functie para ;
b) f(—x)=2(-x)°—(-x) =-2x*+x=—(2x>-x) =—f (x) = f este functie impara ;

Verificarea faptului ca o functie este para respectiv impara se poate face si in raport cu un
punct a=0 .

Definitie: O functie f:D-—>R se numeste para in raport cu ,, a ” daca
f(a-x)=f(a+x), V(@+x)eD si se numeste impara in raport cu ,a” daca
f(a—x)=—f(a+x), V(a+x)eD.

Exemplu : Si se arate ci functia f :R >R, f(X)= (x-4)° este impari in raport cu
punctula=14;

Rezolvare : Conform definitiei, pentru ca f sa fie imgaré in raport cu 4 trebuie ca f(4-X)= -
f(4+x) ceea ce este echivalent cu (4-x-4)°= - (4+x-4)* adica — x* = — x* , adevarat.

e Functii marginite

Definitie: Se numeste functie marginita, o functie f : DR, DR, D =@ pentru care
exista numerele reale a si b astfel incat a< f(x) <b.
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Numerele a respectiv b se numesc marginea inferioara respectiv marginea superioara a
functiei f si se spune ca f este minorati pe D respectiv majorata pe D.

Observatie : Pentru a arata ca o functie f este marginita, este suficient sa se gaseasca un
numar M)0astfel incat |f (x)|<M,(V)xeD.

Exemplu : Sa se studieze marginirea functiei f :(0;00) >R, f(x)= 2X +11 _
X+
X+1

Rezolvare : Evident, pentru x>0:>2X—+11>0 si cum X+1(2x+1=> 0(="=(1, (¥)x e (0;).
X+

2x+1

Daca f :[a;b] — R este o functie monotona pe un interval inchis, atunci f este
marginitd pe acel interval si 1si atinge marginile.

Fie f:[a;b] >R, fmonotona. Atunci f este marginita si f(a) < f(x) < f (b)daca
f este monoton crescatoare sau f (b) < f (x) < f (a) daca f este monoton descrescatoare.
Pentru a arata ca o functie f :D — Reste nemarginitd pe D catre «, este suficient sa se
arate ca oricare ar fi M)0 existd un x e D astfel incat f (x))M .

Exemplu :
Functia f:[3] >R, f(x)=2x+1leste cresciatoare pe intervalul [1;3], prin urmare,

cum f(1)=3 si f(3)=7 rezulti f(x)e[3,7]<=3< f(x)< (7).

Y
A

T = ———
fwepTl |
3 Y=2x+1

2

m
"

[l

¢ Functii periodice

Definitie: O functie f :R — R se numeste periodica daca exista T)0, astfel incat
f(x+T)=f(x),(V)xeR.Numarul T se numeste perioada functiei, iar daca T este cel mai
mic numar cu aceasta proprietate atunci T se numeste perioada principala a functiei.

Observatie: Daca f :D — Reste o functie periodica, atunci studiul proprietatilor ei se face
doar pe mulfimea

D N[0;T) 1ar graficul se face doar pe intervalul de lungimea perioadei urmand sa se
translateze la stanga si la dreapta pentru a se obtine graficul pe intreg domeniul de
definitie.
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Daca numarul T este perioada principala a functiei f : R — Ratunci numarul
KT este o perioada a functiei f si are loc relatia f(x+kT) = f(x),(V)xeR,(V)k e Z.

Teorema Daca graficul unei functii are doud axe de simetrie paralele cu axa Oy, atunci
functia este periodica.

Teorema Daca graficul unei functii are doud centre de simetrie situate pe o paraleld la
axa Ox, atunci functia este periodica.

¢ Functii convexe. Functii concave.

Definitie : O functie f :[a;b] >R se numeste convexa pe [a ;b] daca vx,x, €[a;b]si
vte[0;]rezultd f((1—t)x +tx,) < (@—t)f(x)+tf(x,). Daca
f((A-t)x +tx,)>(@—t) f(x)+tf(X,) atunci f se numeste concava.

Exemplu : Functia f:R >R, f(x)=ax’+bx+ceste convexa dacd a)0si este concava
daca a0

2

Functia f :[a;b] > R este convexa pe [a;b ] dacad f (Xi ; X, j < f(x)+ f(x,) _

Y

J(x)
f(x )+f(xz)

1+‘\2‘

f‘ ) Jf(x

0

Functia f :[a;b] > R este concava pe [a;b | dacd f (XiJ;XZ ] > F(x)+ f(x) _

2
Y

L @) y=r(x)

\+\2‘

4
7(\1)+7(\2)/
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=/ Exercitii rezolvate

1. Sa se studieze paritatea functiilor :

a) f:RoR, f(X)=x; b) f:R—>R, f(x)=[x :
c) f:[—%,%]—)[—l;l], f(x)=sinx d) f:[—%,%]—)[—l;l], f () = Cos X
e) f:R>R, f(X)=4x>+2x ; f) f:R>R, f(x)=x"-6x*+3.

Rezolvare : La punctele a), b), c), d) se poate vedea din graficele functiilor care este
paritatea lor.

y y ¥ y

-~

-

N

a) f(x)= x* b) f(x) =] 0 f(gsing) & fogmeosty

In general, functiile pare au graficul simetric fatd de axa OY, pe cand functiile impare au
graficul simetric fata de originea sistemului de axe .

Pentru celelalte puncte se aplica definitia : €) f(-X)= 4(-x)*+2(-x)= -[4x*+2x]=-f(X) ceea ce
inseamna c functia este impara ;

f) f(-x)= (-x)*-6(-x)?+3=x"-6x*+3=f(x) ceea ce inseamni ca f este para.

2. Sa se studieze paritatea functiilor :

2
a) f:RoR, f(x)=x"+3|x; b) f:R->R, f(x):X+2; c)f:[-22] >R ,

X
f(X) = /36 -9

Rezolvare: a) f(-x)=(-x)* +3|-x| = x* +3|x|= f (x) = f este para ;

— 2 2
X):( X)+2_ X +2:_f(x):>festeimpar§1;

b) (-

C) f(—x)=+/36-9(~x)? =+/36-9x* = f (x) = f este pard.

3.Fie f:R\{2} >R, f(x)=

2
X +21; Sa se verifice daca punctul S(2 ;4) este centru de
X i

simetrie al graficului lui f.
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Rezolvare : Trebuie verificata relatia f(a-x)+f(a+x)=2b , (v)x e R\{2} adica f(2-

X)+f(2+x)=8 , (V)x e R\{2}. Calculand, se obtine f(2-x)+f(2+X)

_2=% +1+ (2+%)7+1 _ =8x _ 8. Rezulta ca graficul lui f admite un centru de simetrie.
2—X-2 24+X-2 —X

4.Fie f:R—>R, cu proprietatea ci 3f(x) - f(-x) = 2x"-6x%, VxcR. Si se demonstreze
ca f este o functie para.

Rezolvare :

Inlocuim in relatia data pe x cu —x si se obtine relatia 3f(-x)-f(x)= 2x* — 6x?, care
impreuna cu relatia din enunt formeaza un sistem de ecuatii. De aici se obtine ca f(-
X)=f(x)=x"*-3x".

5. Sa se studieze marginirea urmatoarelor functii:

a) f:ROR, f()=—2 b) f:[0;00) >R, f(X) =

x* +1 Ix+1’

Xx+1 2X—3 |

c) f:[0;0) >R, f(x)= ; d) f:[-L2]>R, f(x)= ;
3x+1 X+ 2
€) F:RR, f()=2sinx+3;  f) F:R>R, F()=— .
2+COS X

2X <
Rezolvare :. a) |— . <l& (X*-1)>0, ceea ce este adevarat ;
x*+

1

\/;+1

d) Dupa ce se arata ca f este strict crescatoare pe [-1 ;2] rezulta ca

F-D)< f(X)< f(2)= -5< f(x)s%.

X+1
3x+1

b) Evident, o( <1 ¢) Cum xzo:;—ﬂlm $i X+13x+1=> O( T <1
X+

e) Cum functia f(x)=sin X este cuprinsa intre -1 si 1 rezulta :
-1<sinX<1=-2<2sinx<2= = -2+3<2sinx+3<2+3= 1< f(X)<5 ;

f) -1<cosx<1=1<2+cosx<3= 1< <3.

2+C0S X

6. Sa se arate ca urmatoarele functii sunt marginite:

0, x0 . ..
a) c:R—>R, o(x) :{1 X O(func‘;la lui Heaviside) ;

-1, x{0
b) sgn: R — R, sgn(x) =<0, x=0 (functia semn);
1 x)0
1 xeQ

(functia lui Dirichlet)
0, xeR\Q

c) f:R—>R, f(x):{

Rezolvare:
a) Multimea valorilor functiei oeste o(R) ={0;1}, asadar, este marginita ;

b) sgn(R) ={-10;1} ; c) f(R)={0;1}.
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Exevcitii propuse l+|:\|

1. Sa se studieze paritatea functiilor :

a) f:R>R, f(x)=4x"+|x]; b) f:R\{0} - f(x)_i3
c) f:R>R, f(X)=x>-2x*+4x; d) f:R\{xl} >R, f(x)= =T
X3+ 3x+1, xe[-10]
; = f) f: , = ;
&) FIR>R, f(X)="7 ) f:R—R, f(x) {1_3)(’ e
g) f:R—>R, f(x):%;
X +1

2. Sa se determine dreapta x=a care este axa de simetrie a graficului functiei f :R—>R,
f(X)=3x%-4x+2.
3. Fie f:R—>R, cu proprictatea ci f(-x) - 2f(x) = - 15x°+3x, ¥xR. Si se demonstreze

ca f este o functie impara.
4. Sa se reprezinte grafic functia f :R — R 1n situatiile :

a) f(x) =2, daca xe[0;3], f(X) = —x+5 dacd xe(3,+0)si f(-X)= —f(X), (V)xeR ;

b) f(x)=1, daca x[0;3], f(x) = X —2 daca xe(3,+x0)si f(-x)= f(x), (V)xeR ;

5. Sa se verifice dacd functiile a) f :R—>R, f(x)=3x-6|,b) f:R—>R, f(X)=3x"—6x+2
admit axe de simetrie.

6. Sa se verifice daca functia f :R—R, f(x)=x®-8 admite centru de simetrie.

7. Si se arate ca functia f 1R — R, f(X)= 2x° - 4x+8 este pard in raport cu 1 ;

- . w v e .. X
8. S se studieze marginirea functiei f :[0;+00) >R, f(X)=— %
X*+
9. Sa se studieze marginirea urmatoarelor functii:

(0" 400 _X(x+2) : X
a) f:(0;+0) >R, f(x) D b) f:R—>R, f(x) Nl
c) f:R->R, f(x)={x}; d f:Ro>R, f(X)=[x];
&) fROR, ()=t ) f:NoN, fny=tED
x?+1 2
10. Sa se studieze marginirea urmatoarelor functii:
a) f:R->R, f(X)=2x+1; b) f:(L+o) >R, f(X)=4%x-2;

¢) f:Z -z, f(n)= restul impartirii lui n’la6;

11. Fie f:R — R\{1} o functie care satisface relatia f(x+1)= (V)xeR. Sase

1
1- f(X)
arate ca functia f este periodica ;
12. Fie f:R —Ro functie care satisface relatia f(x+1)- f(x)+ f (x+1)+1= f(x)(V)xeR.

Sa se arate ca functia f este periodica ;
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Functii bijective. Functii inversabile

Definitie: O functie f : A— B se numeste injectiva dacd la orice doua elemente diferite
din domeniul de definitie corespund valori diferite n codomeniu, altfel spus, f este
injectiva daca (V)x,x, € A X =X, = f(x) = f(x,)

Definitia poate fi exprimata si Tn modul urmator:
O functie f: A— Bse numeste injectiva daca ecuatia f(x) =y are cel mult o solutie in A.

In aplicatii se foloseste in general urmitoarea relatie:

f : A— B este injectiva < (V)x,x, €A f(x)=T(X)=>x=X,.

Exemplu 1. Sa se arate ca functia f :R > R, f(x)=5x+3 este injectiva.
Rezolvare: Fie x,x, e Rastfel incat f(x)=f(x,)
< 5% +3=5x,+3]-3=

5x, =5X,[:5= X, =X, = f este injectivd pe R .

Grafic putem spune ca o functie f:A— B este injectiva daca orice paralela la axa

0X dusa printr-un punct al codomeniului, intersecteaza graficul functiei in cel mult un
punct.

O functie f:A—B, A BcR esteinjectiva daca urmatoarele afirmatii sunt
echivalente:

1) (Mx, % e Ax 2% = F(x) = f(x) ;

2) (%% e AT =T()=Xx=X, ;

3) (V)y eB, ecuatia f(x)=yare cel mult o solutie xe A ;

4) Orice paraleld la axa OX dusa printr-un punct al codomeniului, intersecteaza graficul
functiei in cel mult un punct.

Fie f:A—B, A BcR o functie strict monotona. Atunci f este injectiva.
Reciproca teoremei nu este valabila.

Exemplu 2: Functia f :R*— R, f(x):%. Din —KK2=-1=f(-(f@Q) =1 f(2)=0,5.

Definitie : O functie f : A— B se numeste surjectiva daca pentru orice element y
din codomeniu exista un element x din domeniul de definitie astfel incat f(x) =y, altfel
spus, feste surjectiva daca ecuatia f(x)=y are cel putin o solutie in A.

f : A— B este surjectivi < (V)yeB, (J)x < A astfel incat f(x) =y .

Exemplu 3: Si se arate ca functia f :[2;0) >R, f(x)=+2x-4 este surjectiva:
Rezolvare: Fie y e R astfel incat f(x) =y. Rezulta, v2x—4 = y‘()2 = 2x—4=y°

2

:>X=y +4

>2,VyeR.
Asadar, existd x e[2;o0) astfel incat f(x) =y, vy eR, = f este surjectiva pe [2;).
76
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Grafic putem spune cd o functie f:A— B este surjectiva daca orice paraleld la axa

0x dusa
printr-un punct al codomeniului, intersecteaza graficul functiei in cel putin un punct.

O functie f:A—B, A BcReste surjectivd, daca si numai daca imaginea
functiei,
Im f =B.

O functie f:A—B, A BcR este surjectiva dacd urmatoarele afirmatii sunt
echivalente:

1) (V)yeB, (J)xeAastfelincat f(x)=vy ;

2) (V)y e B, ecuatia f(x)=y are cel putin o solutie xe A ;

3) Imf=f(A)=8B;

4) Orice paralela la axa OX dusa printr-un punct al codomeniului, intersecteaza graficul
functiei in cel putin un punct.

Definitie : O functie f : A— B se numeste bijectiva daca este In acelasi timp si injectiva
s1 surjectiva.

Exemplu 4: Sa se arate ca functia f :R—> R, f(x)=3x+7 este bijectiva.
Injectivitatea: Fie x,,x, € Rastfel incat f(x)=f(x,) <3x+7=3%+7-7=
3x, =3X,[3=> X =X, = f este injectivd pe R .

Surjectivitatea..

Fie y e Rastfel incat f(x) =y. Rezultd, 3x+7=y = x= y=7

e R = f este surjectiva pe

R .= f este bijectiva pe R .

O functie f:A—B, A BcR este bijectiva daca urmatoarele afirmatii sunt
echivalente:

1) feste injectiva si surjectiva ;

2) (V)y e B, ecuatia f(x)=yare o unica solutie xe A ;

3) Orice paralela la axa OX dusa printr-un punct al codomeniului, intersecteaza graficul
functiei

Tntr-un singur punct.

Fie f:A—>B, ABcR . Daca feste o functie strict monotona si imaginea
functiei ,

Im f =B adica f(A)=B, atunci f este bijectiva.

Reciproca teoremei nu este valabila.

Definitie : O functie f:A— B se numeste inversabili daci existd o functie f*:B— A
astfel incat f'of =1, si f of =1, . f 'senumeste inversa functiei f.

7
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Teorema O functie f:A— B se numeste inversabila daca si numai daca este bijectiva.

Determinarea inversei unei functii:
Exemplu 5: Sa se determine inversa functiei f :R—>R, f(X)=3x+7.

Rezolvare: Din y=f(x) < y=3x+7=Xx= y-7 e R. Inversa functiei f(x) este
X—=7
fix)=—.
(X) 3

Activitate Raspuns
independenta

Si se studieze bijectivitatea functiei f :R\{l} >R\ {3}, f(x)= 3 _12

X J—

Exemple de functii. Functia putere cu exponent natural

f:R>R, f(X)=x", neN f:R->R,, f(x)=x"", neN

1. Functia f :R—>R_, f(X)=x*", neN 2. Functia f:R—>R,_, f(x)=x""", neN
este o functie para. este o functie impara.
Graficul este simetric fata de axa OX. Graficul este simetric fata de originea O a
f este convexa pe R . axelor.
f este strict descresciitoare pe (—;0]si f este convexi pe [0;)si concavi pe
strict descrescitoare pe [0;) (—o0;0].
f nu este bijectiva pe R ci doar pe f este strict crescatoare pe R
restrictiile (—0;0], [0;0). f este bijectiva pe R.

y 2 y 2

y=x", neN y=x"" neN

0 X 0 X
Activitate Raspuns
independenta
Functia f:[m;0) >R, f(x)=x*-8x+15este injectivd pentru m = m=4
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Rezolvare: Functia f(x) =ax” +bx+c este injectivi pe intervalul {—23 : +ooj . Tn cazul
a

nostru,

_b_ 4. Asadar, m = 4.
2a

=/ Exercitii rezolvate

1. Sa se determine pentru care din graficele functiilor de mai jos pe domeniile de
definitie date, sunt:

1) injective; i) surjective; i) bijective;
a) f:R>R, f(X)=2x+2; b) f:R—>[0x), f(x)=|X;
0) f:R>R, f(x)={x+l’ x<0, d) f:R >R, f(x):{_x+3’ x<0,
5x+1, x)0 2x—4, x)0
e) f:R—[0;0), f(x)=x* f) f:[0;,00) >[0;0), f(x)=x*;
0) fIRSR, f(X)=x3; h) f:[0;0) >R, f(x)=+x;
) f ROR, f(X)=¥x; j) F:(00) >R, f(x)_%

K) f:R\{0} > (0;), f(x)=X—12.

vl\

y / y n
f(x)=x|
f(x)=2x+2 x+1, x<0

/ z 16 :{5x+l, x)0
N 0 0] i
/_1 0

> v

> N

a) b) c
—x+3, x=0
1 f(x)_{zx—4, x50
3
o x
-4
d) )
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=y "

XV

(0]
g)
f)
y A f(x)z\/; y A f(X)=i/;
o X ) >
h) i)
' L ) Y
1 1
S(x)=- f(x)=—
X X
) o X

Raspuns:

i) f este injectiva la a), ¢), f), g), h), i),)).

ii) f este surjectiva la a) , b), ¢), e), f), 9), h), 1), J), K).
iii) f este bijectiva la a), ¢), f), g), h), i), j).

2. Fie f:[0;0)—>[4x), f(X)=x+4. Sd se arate cid f este inversabild si sa se
determine inversasa, f.

Rezolvare: Pe [0;)functia este atat injectiva ( f(x)=f(x,) =X’ +4=%"+4=Xx =X,)
cat si surjecticva (V y €[4;0) astfel incat f(x)=y=x*+4=y=x= \/y—_4 si cum

y >4 = exista

x [0;0) astfel Tncat x = \/y—_4 >0). Asadr, f este bijectiva, deci inversabila si deci
f()=y=x=fy), VWy=4= f1(x)=x-4.

3. Fie f:(-o;a] >R, f(x)=x*—-8x+7.Si se determine a < R astfel incat f(x) si fie

injectiva si si se determine imaginea lui f, Imf.
80
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Rezolvare: Functiile de forma f(x) =ax® +bx+c sunt injective pe intervalul

[—23,+oojsau (—oo;—zi}.in cazul nostru, a:—£:4 jar Im f =[—A,+oo)=[—9;oo).

a a 2a 4a
4. Se considera functia f :[9;00) —>[1;2) f(x)= 2X_36 . Sa se rezolve ecuatia f(x)=10.
X+
Rezolvare:
Se determina inversa lui f(x) din 2x=6 _ y = X= 3y+6 rezultand ca f 7 (x) = 3x+6 . Din
+3 2—-y 2—X
f*(x) =10 rezulta 32X+6 =10=3x+6=20-10x=>13x=14= x:%.
—X
2-10-6 14

Altfel. f(x)=10= f(f *(x))= f(10) = x = =_,

) (F(0)= A0 = x="—2 =

5. Fie f,g:R—>R, f(X)=2x+8, g(x)=(m+4)x+4. Sa se determine numarul real m
astfel incat g(x) = f (x),vxeR.

Rezolvare:

f(x) este evident functie bijectiva ca functie de gradul intai, deci este inversabila, inversa sa

fiind f‘l(x)=4—§. Din

g(x) = f‘l(x):>(m+4)x+4:4—§:m+4:—%:>2m+8:—1:>m:—%

Exercitii propuse | | :\I

1. Sa se studieze care din functiile f :R— R cu graficele de mai jos sunt injective.

¥ Y &

SN T

a) b) )

L 3
¥
L

Y&

d) e

2. Sa se studieze care din functiile f :R— R cu graficele de mai jos sunt surjective.



3.Fie f:R—>R, f(x)=x",neN*. Stiind ca f(4)=64 sa se calculeze:

a) A=fQ+f@Q+fR)-fQ-f(2)-f(3);

b) B=f@+f(@2)+f(2%)+ f(2°)+...+ f(2°);

4. Sa se determine functia putere f:R >R, f(x)=x",neN* stilndca f(3)+ f(9)=10.
5. Sa se determine care dintre functiile de mai jos sunt injective :

a) f:RoR, f(X)=-2x+6 ; b) f:R—>R, f(x)=3x-5;

c) f:[0;+0) >R, f(X)=x; d) f:Ro>R, f(X)=x"-4x+4;

6. Sa se determine care dintre functiile de mai jos sunt surjective :

a) f:RoR, f(X)=4x+2; b) f :R—>R, f(x)=-3x+4;

c) f:[0;+0) >R, f(X)=3x%; d) f:R>R, f(x)=x*-2x+1;

7. Sa se determine care dintre functiile de mai jos sunt surjective :

a) f:Z-7, f(X)=2x+5; b) f:Q—>Q f(X)=4x+2;

) f:[0;4w0) —>[4;+0), f(X)=x*+4; d f:RoR, f(x)=2x+1;

8.Fie f:D >R, f(x)=32x-8; Se cere:

a) Domeniul de definitie D; b) Sa se arate ca f este bijectiva pe D;
C) Sa se determine inversa functiei f; d) Sa se faca graficul functiei f;
9.Fie f:D—>R, f(x)=+/3x-9; Se cere:

a) Domeniul de definitie D; b) Sa se arate ca f este bijectiva pe D;
C) Sa se determine inversa functiei f; d) Sa se faca graficul functiei f;

10. Fie f:D—> R, f(x)=%3x—6; Se cere:

a) Domeniul de definitie D; b) Sa se arate ca f este bijectiva pe D;
C) Sa se determine inversa functiei f; d) Sa se faca graficul functiei f;
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Test de autoevaluare

Urmatoarele probleme sunt la alegere: ENUNTURI NOTA
VARIANTA 1 VARIANTA 2
1.Fie f:D>R, f(X)=+2x—-6;Se 1.Fie f:D—>R, f(x)=+5x-8; Se
cere: cere:
a) Domeniul de definitie D; a) Domeniul de definitie D; 7
b) Sa se arate ca f este bijectiva pe D; b) Sa se arate ca f este bijectiva pe D;
c¢) Sa se determine inversa functiei f; c¢) Sa se determine inversa functiei f;
d) Sa se faca graficul functiei f} d) Sa se faca graficul functiei f;
2.Fie f:D—>R, f(x)=34x+6;Se 2.Fie f:D—>R, f(x)=35x-15; Se
cere: cere:
a) Domeniul de definitie D; a) Domeniul de definitie D; 7
b) Sa se arate ca f este bijectiva pe D; b) Sa se arate ca f este bijectiva pe D;
c¢) Sa se determine inversa functiei f; c¢) Sa se determine inversa functiei f;
d) Sa se faca graficul functiei f; d) Sa se faca graficul functiei f;
3.Fie f:D—>(2w), f()=2"2:5e |3.Fie f:D>@4), f(x)=X=2"se
x-3 X+4 8
cere: cere:
a) Domeniul de definitie D; a) Domeniul de definitie D;
b) Sa se arate ca f este bijectiva pe b) Sa se arate ca f este bijectiva pe
(3,0); (2;0);
¢) Sa se determine inversa functiei f; ¢) Sa se determine inversa functiei f;
d) Sa se determine punctele de d) Sa se determine punctele de
intersectie ale graficului cu axele de intersectie ale graficului cu axele de
coordonate. coordonate.
4.Fie DR, f()= 22, 4.Fie f DR, f(x) =223, 9
X+3 X+2
Se cere: Se cere:
a) Domeniul de definitie D; a) Domeniul de definitie D;
b) Sa se arate ca f este bijectiva pe b) Sa se arate ca f este bijectiva pe
(—0,-3); (—-2);
¢) Sa se determine inversa functiei f; ¢) Sa se determine inversa functiei f;
d) Sa se determine punctele de d) Sa se determine punctele de
intersectie ale graficului cu axele de intersectie ale graficului cu axele de
coordonate. coordonate.
5. Fie f (0,00) —)(1,00), f(X):X2 +X+1; 5. Fie f (0,00) SR, f(X) — X_l; Se
Se cere: X 10

a) Sa se arate ca f este bijectiva pe
(0;0);
b) Sa se determine inversa functiei f;

cere:

a) Sa se arate ca f este bijectiva pe
(0;0);

b) Sa se determine inversa functiei f;
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Cap. 4. FUNCTII SI ECUATII IRATIONALE

4.1 Functii irationale

Functia radical de ordinul 2 Functia radical de ordinul 3
Definitie: Definitie:
f:[0;0) >R, f(x)=+/x, x>0. f R>R, f(X)=x. xeR.
Proprietati : Proprietati :
1. f este pozitiva, Vx [0;) ; 1. f este pozitiva pe [0;00) si este negativa pe
(—0;0] ;
2. f este concava pe [0;x) ; 2. feste convexa pe (—;0] si concava pe
[0;0) ;
3. f este strict crescdtoare pe [0;) ; 3. feste strict crescatoare pe R
4. f este functie pard pe [0;) ; 4. f este functie impara pe R ;

5. functia sa inversa este functia putere f(x)= x*; 5. functia sa inversa este functia putere
f(x)=x*;

Exemplu 1. Sa se reprezinte graficul funcgiilof:

a) f:[50) >R, f(x)=+vx-5. b) f:R>R ,f(x)=3x+2.

N

A Y
Y

=Jx+2

¥

Rezolvare:
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Exemplul 2. Sa se determine domeniile de definitie ale functiilor :

a) f(x)=v4x-12 ; b) g(x)=32x-6 ;
€) h(x) =v/x*-4 ; d) i(x) =x2 —5x+4 ;
Rezolvare :

a) f este corect definitd daca 4x—-12>0<«< 4x>12 < x> 3. Asadar, domeniul de definitie al
functiei f este D; =[3;).

b) g(x) este corect definita pentru xe R ;

C) X! —420e X' 24 o xe(—0;-2]U[2;0).

d) x*=5x+4>0= x e (—0;1]U[3;x).

Activitate independenta | Raspuns
Sa se determine domeniile de definitie ale functiilor: a)D, = (_oo; _2] u(2;oo)
a) f(x)= XL;; b) g(x)zsl ; b) D, =R \{0}

X— X

= Exercitii rezolvate

1. Sa se determine domeniul maxim de definitie D, al functiilor f :D >R :
a) f(x)=vx—6; b) f(x)=+3x-9; c) f(X)=VvXx*—7x+6;
d) f(x)=+v-x*+7x-10; e) f(x)=32x+8; f) f(xX)=3-x*+4x-5;

Rezolvare: a) Se pune conditia x—6>0=x>6= D =[6;x);

b) Se pune condifia 3Xx-9>0=x>3= D =[3;x0);

¢) Se pune conditia X* —7x+6>0=> X & (—o0; 1] U[6;00) = D = (~o0;1] U[6;0) ;
d) Se pune conditia —x* +7x+10>0= x [2;5]= D =[2;5];

e) Cum 2x+8ecR=>xeR=D=R;

f) x*+4x-5cR=>xcR=D=R;

2. Sa se determine domeniul maxim de definitie pentru functiile:

a) f:DoR, f(X)=+3x+6. b) f:D>R, f(x)=¥2x-6. ) f(X)=+vx*-2x-8.
d) F0)=yI-4. e) f(x)= ’;—ig

Rezolvare:
a)Din 3x+6>0=>x>-2= D=[-2;); b) xeR; c)Din x*-2x-8>0=

Xe(—oo;—2]U[4;oo). D=(—oo;—2]u[4;oo).
d) Din \3/X2—420:>X2—420:>X€(—oo;—2]u[2;oo). D =(-o0;-2]U[2;).

¢) Din %ZO:X&(—%;—S]U(S;OO). D = (~o0;-5] L (3;00).
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Exevcitii propuse El

1. Sa se determine domeniul maxim de definitie pentru functiile f :D > R:

a) f(x)=\3x+9; b) f(X)=v2X—6; c) f(x)= §§f§
d) f(x)=vx*-4x-12; e) f(X)=v—-x*—x+6; f) f(x)=35x+40;
g) f(X)=3x*-3x+2; h) f(x) =3V4x+8; ) f(x)=32x+8;
2. Sa se reprezinte graficul functiilor f :D — R unde D este domeniul maxim de
definitie al lui f:

a) f(x)=vx+4; b) f(x)=vx-2; c) f(x)=y2x-6;
d) f(x)=+4x+4; e) f(x)=Ux-1; f) f(x)=Yx+3;
9) f(x)=32x-4; h) f(x)=¥/3x+6;

3. Sa se determine m < R astfel incat functia f(x)= \/(mz +1)x* —(2m+3)x+1 sa fie corect
definita, VxeR.
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4.2 Ecuatii irationale

I Definitie : Se numeste ecuatie irationala, o ecuatie in care necunoscuta x apare sub unul
sau mai mulfi radicali.

Pentru a rezolva o ecuatie irationald de ordinul doi ( respectiv trei) se va pune conditia
de existenta doar a radicalilor de ordinul doi ( in general de ordin par) iar rationalizarea
ecuatiei presupune ridicarea acesteia la puterea a doua ( respectiv a treia) sau efectuarea
unor notatii. In final se verifica solutiile.

Tipuri de ecuatii :

I. Ecuatii de forma \/W =g(x) ;

Conditii de existenta : f(x)>0, g(x) >0 ;

Mod de rezolvare. Se ridica la puterea a doua ecuatia : |/ f (x) = g(x) ‘()2 = f(x)=g(x)* ;
Exemple:

1. Jx=5|0)° = x=5"=25. C.E: x>0

9. Ax+1=3|()° = 4x+1=9=4x=8=x=2; S ={2} C.E:4x+120:>x2—%.

3. J2x-6=4|()° = 2x-6=16 = 2x=16+6 = 2x =22 = x=11. C.E: 2x-620=x23,
4. J6x-8=x|()> = 6x-8=x"= X" —6x+8=0=x =2,X, =4,

C.E: 6x—820:>x2%,§i x>0 :xz%.

5. Bx+9=x+2|()’ =8x+9=x"+4x+4=x"-4x-5=0=>x =-1,X, =5.

C.E: 8x+920:x2—%; s x+220:>x2—2.| = X>-2.

I1. Ecuatii de forma m =g(x) ;
Conditii de existentd : f(x)eR, g(X)eR ;
Mod de rezolvare. Se ridica la puterea a treia ecuatia : 3/ (x) = g(x)‘()3 = f(x)=9g(x)°;
Exemple:
1. Yx = 5‘()3 = x=5°=125. Nu se pun conditii de existenta
2. Si se rezolve ecuatia 36x+2=3 ;
Din ¥5x+2 =3|()° = 5x+2=27=5x=25=x=5; S={5}.
3. Y3x-3=-3|()’ = 3x—3=-27=3x=3-27=3x=-24=x=-8.

4. Y —6x—-12 =x|)° = x*—6x—12=X° = —6x =12 = x =2,

I Ecuatii de forma |\/T(x) =/g(x)|0? = f(x) = g(x); C.E{f(X)ZO

g(x) >0
10 =390 [0°= () =g(x);
87
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Exemple:
1 V2x+8=x+6|)° = 2x+8=x+6=2x-x=6-8= x=-2:
C.E: 2x+820=x2>-2, 5i Xx+6>0=x>-6|= x>-2.

2. 3f8x—10 =32x-4|()° =8x-10=2x-4=8x—2x=10-4=6x=6= x=1.

IV. Ecuatii de forma

f(x)>0

JEO) +J9(x) =N = Jf(x :N+1/g(x)‘()2:>f(x):(N+ g(x))z; c.E{g(X)20
YO0 +3g(x :N‘()f“:>f(x)+g(x)+3-§/f(x)g(x)-N:N3

Exemple:

1.
IXx=14+Vx-2=1= \/x—1=l—\/x—2|()2 = X-1=1-2YX-2+Xx-2=2Jx-2=0=>x=2.

CE: x-1>0=x2>1s8i x-220=>x>2=x>2.

2. Yx-1+39-x :2|()3 = X-1+9-x+3Y(x-1)(9-x)-2=8= 3(x-1)(9-X) - 2=0=>x, =1, X, =09.

Activitate independenta \ Raspuns
Sa se rezolve ecuatia: V2X2 —6X+4 —+/x* —4x+3=0. s={1}.
Rezolvare:

= X e (—0;1]U[3;0).

2x* —6x+4>0 X €(—oo;1|ul|2;00
Conditii de existenta: { * @{ ( ] [ )

x*—4x+3>0 X & (—o0;1] u[3;0)

\/2x2—6x+4:«/x2—4x+3‘()2:x2—2x+1:0<:>(x—1)2 =0=>x=1.S={1}.

=/ Exercitii rezolvate

1. Sa se rezolve ecuatiile:

a) V—x+3=-1; b) Vx+6=2; C) V4x+5=3;
d) V3x+1=2; e) ¥2x+2 =3; f) Ix+4=-2;

g) VX2 —2x+1=2; h) v2x* —x-6 =x; i) VX2 +3x+5=x+2;
j) VX*=3x+3=2x-3; K) V2X* +5X+6 = X; ) Ix*+4x+8 =x;
m) Ix*+x* -9 =x; n) Y2x°+4x-8 = x;

Rezolvari:
3). a) Ecuatia nu are solutie Intrucat radicalul este negativ;
b) Se pune conditia de existenta a radicalului: x+6>0=x>-6;

\/x+6:2‘()2:x+6:22:>x:—2; S ={-2};
c) 4x+520:>x2—%; \/4x+5:3‘()2:>4x+5:32:>x:1; S={1};

d) 3x+120:>x2—%; \/3x+1=2‘()2:>3x+1:22:>x:1; S={1};
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e) \3/2x+2=3‘()3:2x+2=27:>x=2—25; S ={§};

f) Ix+4=-2|0" = x+4=-8=x=-12; S={-12};

0) VX*—2x+1=2|)? = x* ~2x+1=4= X’ ~2x-3=0=> x € {-1;3}

h) Conditii de existentd: 2x* —x—6>0, x>0;
\/m=x‘()2:>2X2—X—6=X2:>X2—X—6=0:>X€{3};

i) Conditii de existentd : x*+3x+5>0, x+2>0;
mzwrz‘()z:>x2+3x+5=x2+4x+4:>x=1; S={1};

j) Conditii de existentd : x*—3x+3>0, 2x-3>0;

VX2 —3x+3=2x-3[0? = x* ~3x+3=4x* ~12x+ 9 = 3(x* ~3x+2) =0=> X € {2} ;
k) Conditii de existentd : 2x*+5x+6>0, x>0;

V2xF +5x+6 = X[()? = 2X* +5x+6 = x> = X* +5x+6=0= S =T ;

)] mzx‘()3:>x3+4x+8=x3:>x=—2; S ={-2};

m) i/mzx‘()s:>x3+x2—9=x3:>XG{—3;3};

n) m=x‘03:>2X2+4X—8=X3:>(X—2)(X2—4)=0:>XE{—2;2}.

2. Sa se rezolve ecuatiile :

a) Vx?-9=4 ; b) V25-x? =3 ; C) V4x—8=+/6x-12 ;
d) V3x-9-+x+5=0;

Rezolvare :

a) Se pune mai intai conditia de existenta a radicalului :

X*=9>0= x* 29= X e (—0;-3]U[3;).

S-a folosit formula x* >a= x e (—oo;—\/a]u[\/g;oo)

M=4‘()2 = x*-9=16=x*=25=x=1 5. Asadar, S ={-5;5} .

b) a) Se pune mai intai conditia de existentd a radicalului : 25-x*>0= x e[-5;5].

S-a folosit formula x* <a= x| —Ja;va|.

V25-x7 =3|()? = 25-X* =9=> x* =16 = x =+ 4. Asadar, S ={-4;4}.

¢) Din conditiile de existentd 4x—8>0 si 6x+12>0 rezultd x €[2;0).
Jax-8=6x-12|)* = 4x-8=6x-12= 4x—6x=-12+8= -2x=-4=>x=2. S={2} .

d) Din conditiile de existentd 3x—9>0 si x+5>0 rezultd x €[3;).

Ecuatia data se mai scrie de forma J3x-9 :\/x+5|()2 =3X-9=x+5=2x=14=x="7.
S={7}.

3. Sa se determine solutiile reale ale ecuatiilor:

a) J2x-8=-4; b) VXx+6 =x; c) Ix*+19=-2;
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d) Ix*+4x+2=-1; e) Vx> +144 =13; f) VX* =16 +x-4=0;

Rezolvare: a) Ecuatia nu are solutii deorece radicalul trebuie sa fie un numar pozitiv iar la
noi membrul drept este negativ.

b) Se pun mai intai conditiile de existentd: x+6>0=>x>-6, si x>0 rezultand x>0,
Dupa rationalizarea ecuatiei date rezultd x+6=x>= x*—x—-6=0. Solutia buna este 3.
S= {3}

c) Din x*+19=-8=x>+27=0< (x+3)(x*—3x+9)=0, cu singura solutie reald - 3.
S ={-3}.

d) Prin ridicare la puterea a treia rezultd x*+4x+2=-1 cu solutiile -3 si -1. S={-3;-1}

¢) Evident, dupa rationalizarea ecuatiei rezultd x*+144=169= x°>=25=>x=15. Asadar,
S ={-5;5}.

f) Din conditiile de existentd a radicalilor se obtine x>4. De aici , singura solutie
acceptabild este x =4. S={4}.

4. Sa se rezolve in R ecuatiile:

a) J4x-8=2; b) ¥2x-7 =-3; ) J1-x—-33x—2=0;
d) 2x—4)> +4/x2 -4 =0; e) Jax+2=x; f) I -x -6 =x-1;

Rezolvare:
a) Se pune conditia de existentd a radicalului de ordinul doi: 4x-8)0=>x)2; Din

\/4x—8=2‘()2:>4x—8=4:> x=3. S={3}. b) ¥2x- :—3|()3:>2x—7:—27:> x =-10.
S ={-10}
C) -x-3Y3x-2=0=31- :\3/3X—2‘()2:> 1-x=3x-2= x=1S={1}.

d) Cum termenii sumei sunt doud numere pozitive atunci trebuie ca fiecare sa fie egal cu
0. Rezultd, 2x—-4=0=x=25i VX*-4=0=>x*=4=>x=2. S={2}.

¢) Conditii de existentd: 4x+2)0 = Xx) —% si X)0. Din cele doua rezulta x)0.
Din V4x+2 = x‘()2 —4x+2=x2 = x> —4x—2=0=>solutia care convine este x=2++/6.
f) \3/x3—x2—6:x—1|()3:> X —x*—6=(x-1)°= X —x*—6=x"-3x*+3x-1=

2x* —3x—5=0cu solutiile - 1 si g S ={—1;g}.

Exevcitii propuse || =\

1. Sa se rezolve in R ecuatiile:

a) Vx+8=3; b) Vx+6=-2; C) V4x—4=6;

d) v=2x+3=5; e) VX’ +9=5; f) V2x2 -8x+8=0;
g) VX2 —6x—7 =3; h) V2x?+32 =542 i) Vx*-18 =3;

j) V1+3J4—x =2.
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2. Sa se rezolve in R ecuatiile:
a) Y4x-8=2; b) Yx-6=-2; c) ¥2x+5=3;
d) 3x*-36 =4; e) IYx—6x+13=2 ; f) I +7=-1;
g) Ix*+5x+14 =2; h) Ix*-5x+7-1=0; i) 23x*-7x-4=0.

3. Sa se rezolve in R ecuatiile:
a) VAX+6 =/2x+8; b) V6x—4 =/3x-1; C) 5x—9-/3x+7=0;
d) V2x*+4=+x*+13 ; €) V3X+5=2x+6x+5 ; f) VX*+9x+/x*—81=0

g) VX +6x=vVx’+x°+8 ; h) VX+3VX—=1 =x+3 ; i) 2020v/x> —16 +2021x+4 =0.

4. Sa se rezolve in R ecuatiile:
a) Yx+6=32x-3; b) 32x+10-3¥x+6=0; C) Y4x+8+32x+4=0;
d) ¥x2+9x-3=3Yx+3x+9 ; e) 2¥x+1=3x*+15.

5. Sa se rezolve in R ecuatiile:

a) VX’ +4x+4=X; b) V2x*+3x=x ; C) V4x*-12=x;
d) Jx*-12=x.

6. Sa se rezolve in R ecuatiile:
U +2x+4 =X b) ¥2x° -8=x ; c) IC+x2-3x—4=x;
d) ¥x*+x*+5x=x;

7. Sa se rezolve in R ecuatiile:

a) VX°+3x-2=x+1; b) Vx*+5x-6=x-1; C) VX H+X+T=x+2;
d) V2x®+2x+13=x+3; e) VX +Xx—1+x=2; f) VX*—4x =x—-4;
g) X++2x-3=3.

8. Sa se rezolve in R ecuatiile:

a) I’ +x*-2=x-1; b) ¥ +4xX°+3=x+1; ) X +6x°+2x-2=x+2
d) -5 +3=x-2 ;

9. Sa se rezolve ecuatiile:

a) Vx+4=-2; b) V3x+2=3; C) Vax—2=2;
d) V6x-1=+/2x-9; e) V2x+3=x; f) V5—x =x+1;
g) V-X*+5x+3=xX; h) V8—Xx+/x—4=2;

10. Sa se rezolve ecuatiile punind conditiile de existenta:

a). Vx—5=2; b). Mz—s- c). V3x+9=0; d). VX +7=4:

e). Vx+3=x+1; f). =4; 9). 3x+7=x+1; h). J2x—-1=2-x;
i). X’ —4=3-x; J).JxT:4—x; K). V7T+X=5-x; ). V3—X =3x+1;
m). V7x+1—x=1; n). x-++/6x+10 =8; 0). M+m:0;

p). Vx=3+V4—x=1; Q). Vx—1+v2-x=1; 1). x+3+2x-1=3;

S). WX+1++/3x+1=8; 1). Vx+8-x=2;
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11. Sa se rezolve in R ecuatiile:
Q) 3x—1=3; b) Ix+r2=2; c). Ix-2x-11=-2; d). Y7x+1-x=1;
e). ¥ +x2-3x+2=x; f). Yx+2=23x-1; 9). 1-x-33x-2=0;
h). ¥x®-x*-3=x-1;
12. Si se determine numarul real x stiind ca numerele 'x+3 ; 4; x+5sunt termenii

consecutivi ai unei progresii aritmetice.
13. Sa se rezolve ecuatiile:

a). J7x+8=x; b). Vx*-5x+20 = x; C). V6Xx—3=x+1;
d). V5-x=x+1; e). V2Xx+3=X; f). V2+x=4-x;
0). V4X+5-x=2; h). J7x+1-x=1; ). Yx®-8x—4 =x;

j). I} —x*-3=x-1; K). X3 +5x2 +8x+13 = x+2. ). V4x+2=+/3x+8;
m). V2x2+3=x2+12; n). 3 +ax =3x? 0)¥3x+6—-3Yx—2=0;

14*. Sa se rezolve ecuatiile:

a) VX2 +2X+13 —\X* + 2X+6 =1; b) VX? —3x+3 /x> —3x+6 =3;
C) VBx—5—+/2x—3 =/3x—2; d) V2x—1—+/x—2 =4x+2;

e) Y2x+1+3Yx+1=2; f) Y2x+5-32x—8=1;

q). ¥Bx+4—3YBx—4=2; h). ¥x+A-x=1.

1) X*=3x+~/X*=3x+5=7; j) X =x=~IX*—x=2;

K) X+ 20X -1 —/x—2Jx—1 =1 NS L

x—1 Xx+1 2
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m Teste de autoevaluare

Testul 1. Functii irationale

Sa se determine domeniul maxim de definitfie si sd se reprezinte graficul functiei

f:D>R, f(X)=+3x+6.

2.

Sa se determine domeniul maxim de definifie s1 sd se reprezinte graficul functiei

f:D>R, f(x)=32x-6.

3.

Sa se determine domeniul maxim de definitie al functiei

f(x)=vx*—2x-8.

4.

Sa se determine domeniul maxim de definitie al functiei

f(x)=yIxX2-4.

5.

Sa se determine domeniul maxim de definitie al functiei

F(x)= /%2

AN D0 B W N~

Testul 2. Ecuatii irationale

. Sa se determine solutiile reale ale ecuatiei /2x—8 =—4.
. Sa se determine solutiile reale ale ecuatiei X+6 = X.

. S4 se rezolve in multimea numerelor reale ecuatia x> +19 =-2.

. Sa se rezolve In multimea numerelor reale ecuatia /x> +4x+2 =-1.
. Si se determine solutiile reale ale ecuatiei VX2 —16 +~/x—4 =0.

. Sd se rezolve in R ecuatia v/x* +144 =13,

Testul 3. Ecuatii irationale

1. Si se rezolve in R ecuatiile: a) Ax—8=2: b) 3/2x—7 =-3.
2. Sa se rezolve in R ecuatia: 3/1—_x—3/3x_—2 =0.

3.
4
5

S3 se rezolve ecuatia (2x—4)* +x* -4 =0.

. Sa se rezolve in R ecuatia: v4x+2 =X.

. Sa se determine numarul real x stiind cd numerele ~x+3; 4; x+5sunt termenii

consecutivi ai unei progresii aritmetice.

6.

3

Si se rezolve in R ecuatia: I/x* —x*—6 =x-1.
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Cap.5. FUNCTIH SI ECUATII EXPONENTIALE

Functii exponentiale

Definitie: Se numeste functie exponentiala de baza a si exponent x, 0 functie de forma
f:R—(0;), f(x)=a*a)0,a=1

Proprietati:

1. f(x)=a")0, VxeR;

2. Daca a )1 = f este strict crescatoare pe R
X (X, =>a*(a"

Daci a e (0,1) = f este strict descrescitoare pe R
X (X, =>a™*)a"

3. feste convexd pe R ;

4. f este bijectiva pe R ;
5. f este inversabild, inversa sa fiind functia logaritmica ;

Pentru a(Onu se defineste functia f(x)=a"

Proprietiti ale puterilor cu exponent real:
Fieab €(0,»),a,b=Lx,yeR=

X

Da*-a’=a"’ 2)(a-b) =a*-a’ 3)(ax)y:ax'y 4)%=ax‘y,a¢0

5)[3) _2 hs0 6)a’=1 T)at=-—,ax0
b b* a*

Pozitia lui f(x)= a* Tn raportcu 1

ayl ae (01
X)0 f(x))1 f(x) €(0;1
x{0 f(x)e(0;1) | f(x)

Daca x = 0 atunci, f(x)=1

=/ Exercitii rezolvate

1. Sa se determine domeniul maxim de definitie pentru functiile:

a) () =4 b) f(x)=[§jx : ¢) f(x)=3"7;
d) f(x)=6""°; e) f(x)=(§j”;
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Rezolvare:
a) Cum functiile exponentiale sunt definite pe R, atunci domeniul de definitie este R ;
b) Domeniul de definitie este R ;

c) Se pune conditia de existenta a radicalului«/x+2 sianume x+2>0=x>-2.
d) Din conditia de existentd a radicalului rezultd x*-9>0= x e (—o0;=3]U[3;0).

X—4
e) Trebuie ca numitorul fractiei =3 sa fie diferir de zero deci x-3=0=xe R—{3}.

2. Se considera functia f :R >R, f(x)=2" +(%) . Sa se calculeze

f(2+f(D)+fO)+f@Q+f(2).
Rezolvare:

0
f(-2)+ f(-)+fO)+f@)+ f(2):22+21+2°+2+22+22+21+(%j +%+—:

=1+1+1+2+4+4+2+1+1+£=15+£=§.

4 2 2 4 2 2
3. Si se determine m < R astfel incit functia f(x) , f :R — (0;0) sa fie strict crescitoare
pe R.

a) f (X) = (m-|-6)X ; b) f (X) = (m2 _3)X : C) f (X) _ (17 _ m2)><+1 . d) f (X) _ (::_jj

Rezolvare:
a) Ca f(x) sa fie crescatoare trebuie ca baza functiei sa fie mai mare decéat 1. Rezulta

m+6 ) 1=>m)—5, asadar me(-5;).
b) Din m’-3)1=m") 4=>me(-0;2)U(2x);
¢) Din 17-m*)1=-m*)-16 = m*(16 = m e (-4;4) .

d)Din " 1ML 1y 0 2y 0= m1 (0= m( -1, me(—o0i-1).
m+1 m+1 m+1

4. Sa se determine semnul functiilor:

a) f:Ro>R, f(x)=4"; b) f:R—>R, f(x)=4"-1,;
c) f:R-R, f(x)=4"-1; d) f:R>R, f(x):(ﬂ ~1;
Rezolvare:

a) Conform graficului lui f(x) ca functie exponentiala, se observa ca f(x) este pozitiva
pentru orice x real;
b) pentru x egal cu 0 functia se anuleaza si cum este crescatoare se observa ca f(x) este

negativa pe (—;0) si este pozitiva pe (0;).

c¢) Pentru x egal cu 2 se anuleaza functia si cum este si crescatoare, atunci f(x) este pozitiva
pe (—o0;1) si pozitiva pe ().

d) Functia se anuleaza pentru x=0 dar functia este descrescatoare deci f(x) este pozitiva pe
(—o0;0)si negativa pe (0;).
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Exevcitii propuse || =\|

1. Si se determine domeniul maxim de definitie pentru functiile:

8) (=3 b) f(X):Gj o c) F(0)=4";
d) f(x)=5m; e) f(x):Z%S; f) f(X)=x2x‘4;

g) f (X) — 3\/X276X+5 :

2. Sa se compare perechile de numere:

3 N E o 2\ . (2) 1Y (1Y
a) (37) si(37)"; b)(L5) " si(L5); «c) : si K d) c) " si ik
3. Se considera functia f:R >R, f(x)=3"+4". Sa se calculeze f(-2)+ f(-1)+ f(0).

4. Sa se determine m € R astfel incat functia f(x), f :R — (0; oo) sa fie strict descrescatoare
pe R.

a) f(x)=@m-8)*: b) f(x)=(m>*-17); c) f(x)=(24-m’)**; d) f(x)=(m+2jx+

m-3
5. Sa se determine semnul functiilor:

a) f:R->R, f(x)=10"; b) f:R—>R, f(x)=10"-1;
¢) fiR>R, f(x)=10"-1; d) f:R>R, f(x):(%) -1;

6. Sa se reprezinte graficul functiilor f:D—R unde D este domeniul maxim de
definitie al functiei f:

a) f(x)=2"", b) f(x)=2"¢; ¢) F(x) =3
1x+2. B 1x—2- B 13x—9.
d) f(x)= (EJ ; e) f(x)= (éj : f) f(x)= (Z) :
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5.2 Ecuatii exponentiale

Definitie : Se numeste ecuatie exponentiald o ecuatie in care necunoscuta x apare la
exponenti.

Tipuri de ecuatii:

I.a"®=b,a)0,a=1,b)0= f(x)=log, b Exemplu: 3*=81= x=log,81=1log,3' =4 ;
I1.a"™=a% ay0= f(x)=g(x); Exemplu: 5 =1255 =5 = x=3;

I11. Ecuatii exponentiale reductibile la ecuatii algebrice printr-o substitutie;
Exemplu: 9*-10-3*+9=0. Se face substitutia 3* =t, t)0 rezultand ecuatia de gradul al
doilea

t* —10t +9=0cu solutiile 1 i 9. Asadar, din 3 =1=x=0sidin 3*=9=x=2; $={0;2}.
IV.a"®=bp" a,b)0= f(x)=g(x)-log,b; Se logaritmeaza ecuatia intr-o baza
convenabila;

2log, 3
1-log,3 '
V. Ecuatii ce se rezolva utilizdnd monotonia functiei exponentiale.
Exemple: Sa se rezolve ecuatiile in R : a) 3" +4* =5%;
b) 3*+4*=5"+x-2;

Exemplu: 2*=3"? = log, 2" =log, 3" = x = (x+2)log,3=> X =

3

Rezolvare: a) 3* +4* =55 = (g] +(g) =1. Functia din partea stanga este

descrescatoare deoarece este suma a doua functii descrescatoare, prin urmare este injectiva
si deci admite solutie unica. Se observacax =2 ;

b) 3*+4* =5+ x—2‘:5X = (gj +(gj :1+X5;X2.Cum functia f(x)= (gj +(g] este strict

descrescatoare pe R (*), rezulta ca f este injectiva (**).

® X—2
Daca x(2= f(x))f(2)=11+ =

Inecuatii exponentiale

a)l:a®<a’™ = f(x)<g(x) ae(0;1) : a'®<a’™ = f(x)2g(x)

Exemple:
a) 67°<6 =2x-8<Xx+4=2Xx—Xx<4+8=x<12;

3x+8 Xx—6
b) (g) s(g] =>3X+8>2X-6=>3X—X>-6-8=2x>-14=>x>-7.
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=/ Exercitii rezolvate

1. Sa se rezolve in R ecuatiile:

a). 3=39; b). 3“1 =27; c). 125*:%;
Rezolvare:

2
a). 3X+1=3§:>X+1=EZ>X:—E_ S:{_l}’

3 3 3
b) X* —x+1=3=x*—x-2=0= S ={-1,2};
c) 53X:5’1:>3x:—1:>x:—1.5 :{_—1};
3 3

2. Sa se rezolve in R ecuatiile:
a). 3 4+3=108; b). 3*?+3*4+3=37; ). 2"° -2 =56;

Rezolvare:
a) 3-3+3=108=3-4=108 =3 =27 =x=3, S :{3} :

b) 32 +3 43" =37:>%+3X.3+3X =37:»3X(%+3+1j=37:>3*%=37:>3* 9= x=2.

C) 2%-2°-2".22=56=>2"(32-4)=56=2"=2=x=1. S={1};

3. Sa se rezolve in R ecuatiile:

a). 3-9°4+2.3=1; b). 22 5.2 +4=0; c). 3t +3"* =10;
Rezolvare:

notam
a) 3 = t>0:>3t2+2t—1:0:>te{—1;%} S={-1;

notam
b) 2* = t) 0=>t*-5t+4=0=>te{l;4}, S={0;2};
c). 3*-3+3—‘°’X:1o:>3~(3X)2—10~3X+3=0:» 3t?-10t+3=0= S ={-1};

4. Sa se rezolve ecuatiile:

a) V3'+37 =2; b) V5 +\57 =4; c)

2 262X =30 3 3.3

d 57%+2.5"15=4.6""+6"; e) 3.2%-5.6+2-3*=0 ;

Rezolvare:
) V343 22 >3+ 22: Notam 3 =1)0 de unde rezulta

N
‘)t+%=t)2=>t2—2t+1=0, a=b’—dac, a=(-2)-411, a=0
Din (t—l)Z:Orezultﬁ t=1=x=0; Sz{O};
b) \/5_X+\/5‘X=4 = \/5_X+L=4 Notam \/5_X=t)0 de unde rezulta
J5
t)t+%=‘)4, t2—4t+1=0, ,a=b’-4ac s=(-4)'-41, a=16-4=12
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b+ 41243
t,= Za*/zz 2“/—=2¢\/§ = x=log £(2++3);

C) 24421 6.2 =3 13N _3.3 o 20.2442%.2-6.2°=3.3+3.3-3.3 <
2.2 424.2-6-2"=3.3+3*.3-3.F &  2(2'+1-2-6-)=3*(3*+3-3) =
2V 27 9 (2)°
2°16-4)=32N=>|=-| =—===|=| =>x=-2;S=1{-2
()()[3j124(3j -2
d) 52 4+2.5 45 = 4.6 +6* < 5.52+2.5.545°=4.6"-6+6" <
5*(5° +2-1.5+1) =6"(4-6+1) & 5°(25+11)=6"(25) < 5°(36)=6*(25) <

X X 2
=>5—=§<:>(§] =(§J =x=2; S={2}
6* 3 6 6

€) 3.2 —5.6+2.3% =0:6' = 3.22 _542.5 _0, Notam (g) ~1)0 =

253" 2¥
b+ +
3t—5+g:0<:>3t2—5t+2:0, t,= b—*/Z=5‘*/i,
t ’ 2a 6
tFE:Q:l, 2 =1=x=0, tZ:E:f:E, 2 =3:>x:1, S ={0;1};
6 6 3 6 3'\3) 3

5.Daca 4" +47* =10, sa se calculeze A=2"+27%
Rezolvare:

A = <2X +27F )2 —4* 147 +2=12= A=+/10 intrucit A este pozitiv fiind suma a doua functii

exponentiale.

6*. Sa se rezolve in R ecuatiile:

93
a) 2°%.4%.8°.16"" =128; b) 2013°+2013* =2.
7x 1 5x+4 4x+2
C) —+x-7%=14 ; d) 22 +2%2 =96. VxeR-{2}.
X
5% 1 X
e) —+5x*+5%-x’ =15; f) 7494 =2% (V)xeR*.
X
Rezolvare:

a) 2°7%.27%4. %8 .t = T de unde rezultda  X—2+2x—4+3x—9+4x+4=7
adicd 10x=18=x=18:10

9
«2013° = 2013* +2013* =2-2013°.
S
Pentru x(0ecuatia nu are solutii deoarece 2013" +2013*(2.

9
b) 2013*°+2013% =2

9 9 2
Pentru x)0 = 2013* +2013* > 2\/2013X -2013* = 2\/2013 x >24/2013° =2.2013° deoarece

X +g >6,VxeR,. Existd egalitate cAnd x =3. Asadar, S ={3}.

X
7" 1 7 xet
Q) 14=""rix.7" 22-,/—-x-7x 2N x> 7P =2.7=14=
X X
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7% cT s xp o2 x=1
X
6 6 6 25 4

d) 25_ﬁ+24_E:96_ Notim 2*2 =t = T+2T=96:>32+16=96'[:>t=%.

5 6
262 =2l _— —_ ] x=-8.
X+2

' 1 z B ok
&) 15=> 15 +5%.x° 23i/5_5'5xz'5x 5 =3-§/5 " >3.36°=3.5=15=
X X

3 x+1+l 1
3-V5 ¥ =15=x+1+-—=3=x=1.
X

f) Notam pe 2=t:>x=4t:7+9t — 2% 16 -9'—7=0.

Fie f(t)=16'-9'—7. Pentru t(0=7+9")7 intimp ce 2".
Fie t)0 = f este strict crescatoare. Din f(t)=f(1) si finjectiva, rezultd t =1 de unde x=4.

7*. a) Si se arate ci a3+b3+c3—3abc=%(a+b+c)((a—b)2 +(b—c)’+(c-a)*)

2 2 2 2
b) Si se rezolve ecuatia in numere reale: 8 +27* ¥ 4125 =3.30" ¥,
Rezolvare:

a) Se desfac parantezele Tn membrul drept; %(a +b+c) (Z(a2 +b*+c*—ab—bc— ac))

b) Se utilizeazd punctul a) pentru a = 2* ;b =3¢ =5,

|090,537_
o . . X+2
8*. Sa se rezolve inecuatia (gj

Rezolvare:
3x-1
3\ %7z (3 3x-1 3x-1 3x-1
- — Ita log,.———)0 < log,. ——)log, .1 1
(sj < (sj > ezt Jos 3x+2> < 1%0s 3x+2> Jost= 3x+2<
1 10 s -2 0= x) -1
3X+2 3x+1 3
Exevrcitii propuse || :\
1. Sa se rezolve ecuatiile:
a) 2" = 256; b) 2% =32; ¢) 2¢°¢ =%;
d) (1 =1; e) (3 =12—5; f) 10 =3/100;
2 5 8
NEY
1 1 : 1
3X=_; h 4X—5=_; i 5X—2= - ,
) ¥ - yae=l )5 ~(5)
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j) 6777 =367,

bl

P) (X+4) = (x+4)2;
2. Sa se rezolve ecuatiile:
a) 5% =625 ;

d) 27 =16 ;

1
53)(72 = ;
g) o

e i=36 ;
m) Xx2—5x+6 =1
2 1
72)( -5x - =
P) 49
3. Sa se rezolve ecuatiile:

a) 45x—l :42x+11 .

d) 2x2—x=23x—3 :

0 ~=1
2 g’

4. Sa se rezolve ecuatiile:

a) 2°°+2° =36

d) 43x+2 +3‘43x+1 _12.43x — 256 ’

g) 9°-10-3*+9=0;

j) 2574 —20.5%4% _125=0;
5. Sa se rezolve ecuatiile:

a) 3" +3*=108 ;

d) 2¢° 4224242 =30;
g) 2% 4282 _ 21 4 2% _ 2= 42
1) 3 432 13 13 +3=123
k) 3><+1 +5x+2 =3x+5 _3.5x+3 ’
6. Sa se rezolve ecuatiile:

a. 25°+4.5"-5=0;

d. 9°-2.3-3=0;

0. 22+4-27*-5=0;

7. Sa se rezolve in R ecuatiile:

a) 3><+l:€,/§;
d) 2 -5.2"+4=0:
g) 2-3X+317X:7;

k) 32x2—5x :i.
27’

n) Xx2—7x+10 —1; O)

2 9
= -2;
)3X

4 ’

(x2 + x+1)xz_9 =1;

b) 3*=729; C) 2¥=512 ;
e) 16X:1 ; f) 125X:1 ;
4 5
Jx
128 . 1
h) 0,25** = ; ) 3?==]
) 2X+3 ) (3}
K) 3% =27 ; ) 531 =125,

n) 2X2—6X+4,5 :16'\/5,

b) 24x—3 — 26x+7 ’

e) 5 T=252 ;

JORtN

b) 3“2 +2.3! +3* =16;
e) 4-3.2+2=0;
h) 2.2%-3.2+1=0;

b) 23— 2% =28 ;

e) 5 +5 +51=155;

h) 51 +5*2 453 =775 ;

j) 2x +2x+1+2x+2 :6X +6x+1 ’

0) Xx2—7x+12 :1 ’

( 2 j3x—10 (13}7)(_10 .
c) | — == ;
13 2

23

3 2

1

x-1
C) 5X+2_2_5X+1_5X:5_5 ;
f) 3% +8.3*~9=0;
i) 25" +5—30=0;

C) 342.3%1=7;
f) 22 4+2°° 4+ 2" = 448;

b. 16*+3-4*=4; C. 3F+9*=2;
e. 2% 3.2 48=0: f. 2.3 437 =7;
h. 2X+4%=20; i (2+3)+(2-+3) =14;

b) 3:9°+2-3' =1

C) 3X2—X+l — 27 ;

e) 25" +4-5"-5=0; ) 3”1+31’X:10;

h) 16" +3-4" =4
101
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j) 27 -3.2"+8=0: K) 32" -10-37"+27=0- ) 22+ 2" =160 -
m) 2X+4.2‘X_5=0; n) 2X+5—2X+2=56; 0) 9X—2-3X—3:0;
p) 2°+4°=20; q) 377 +3+3=39; ) (2+3) +(2-3)* =4.
8. Sa se rezolve ecuatiile:
a) 3 +2.-3-3=0; b) 4 -3.2+2=0; C) 2-14.2*=-5 ;
d) 2.2%-3.2*+1=0 ; e) 16*-4°-56=0 ; f) 25 +5°-30=0 ;
g) 7% -5-7*+6=0 ; h) 3% -4.3*+3=0 ; 1) 49 -8-7"+7=0;
J) 9°-10-3*+9=0 ; k) 5% -5*-600=0; ) 442" =80;
9. Sa se rezolve inecuatiile:
2x+1

a) 5°%>125; b) @) %; c) 3 +32 13 _1053(0;

2x+8 3x°-1 X2 +4
a (2] <2 o [2] (¥} . p 2.a<12.20 18

2 4 5 25

- . ‘ . 8 12

10*. Sa se rezolve ecuatia: 64" +6-4" + e +?: 27

11*. Sa se rezolve ecuatia: 3" +4" =5"+x-2.

Teste de autoevaluare

Testul 1. Functii exponentiale

1. Se considera functia f:R—> R, f(x)=2"-27. Sa se calculeze
f(5+f(4d)+..+fTO)+...+ T+ (5.

2. Se considera functia f:R >R, f(x)= (%)X Sa se calculeze

fO+fQ+f(2)+........ + f(9)+ f(10).

3. Sa se reprezinte graficul functiilor f(x)=5"%;si g(x)= (%)H ;

4. Fie a,b,c e Zastfel incat 3* +3° +3° =1. Si se determine valoarea maxima a lui a+b+c.

y : o 1 :
5. Sa se determine a e R astfel incat a*#**)=pentru orice x real.
a

1

6. Fie f:[Loo)—>R, f(x)=2"+2*. Sasearatecd f(x)>4,Vxe[Lx).

Testul 2. Ecuatii exponentiale

1. Sa se rezolve in R ecuatia 6 =6%°*,
~ ~ . . 27
2. S se rezolve in R ecuatia 82 =2 %,
3. Sd se rezolve in R ecuatia 4% +4*? =257,
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. Sa se rezolve in R ecuatia (gj

N
. S se rezolve in R ecuatia 5°* = (lj .

. Sa se rezolve in R ecuatia 9
. Sa se rezolve in R ecuatia 32 + 3" +3*" + 32 =336.
. Sa se determine solutiile reale ale ecuatiei 49 —8-7*+7 =0.

2x+1
. Sa se rezolve inecuatia (5}

2x+8
. Sa se rezolve inecuatia (EJ <=,

Hdrian Btan Matematica PBlasa a R-a

. Sa se determine solutiile reale ale ecuatiei 4*-9-2* +8=0.

2 x+4.g_E
4 81

Testul 3. Ecuatii exponentiale

. Si se rezolve in R ecuatia 16" =0,25.

Wz Z o7,

25 x2-10
. Sa se rezolve in R ecuatia (E) -(0,8)* =0.

. Sa se rezolve in R ecuatia (\/§+ Z)X +(J§— 2)X =1.

Testul 4. Inecuatii exponentiale

. Sa se rezolve inecuatia 57 >125.

1
<§-

. Sa se rezolve inecuatia 3 +3*% +3*° ~1053(0.

9
4

4 3x%-1 16 X2 +4
. Sa se rezolve inecuatia (gj 2( j :

25

. Sa se rezolve inecuatia 2-4* <12-2* -16.
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Cap. 6. FUNCTII LOGARITMICE. ECUATII LOGARITMICE

6.1 Functii logaritmice

Definitie. Se numeste functie logaritmica in baza a, o functie de forma f :(0;0) >R,
f(x)=log, x,a)0,a=1, x>0.

Proprietati:
1. Daca a)l— feste strict crescatoare A
X (X, = log, x(log, X,
Dacd ae(0,1)= feste strict descrescatoare
X (X, = log, x;)l0g, X, ;
2. f este concava pentru a)lsi convexa pentru
ac(0;); o
3. feste bijectiva pe R;

4. f este inversabila, inversa sa fiind functia
exponentiala ;

y= log,x, ae(0:1)

Proprietati ale logaritmilor:
Fie a,b,ce(0,0),a,b,c#1x,ye(0,©),meR=

Da’ =x)0=y=Ilog, x 2)log, x-y=Ilog, x+log,y 3)log, X- log, x—log, y
y

4)log,a™ =m, 5)log,b™ =mlog,b 6)log,b= IOng, 1 =log, a
log. a log, b
7)a"%° = c'%? 8)x=a""%* 9)log,1=0, 10)log, a=1.
Pozitia lui f(x)=log, x in raportcu0
a)l ae (0,1
x)1 f (x))0 f(x)(0
xe(0;1) | f(x)O0 f(x))0
Daca x = 1, rezulta f(x) = 0.
4 Exercitii rezolvate

1. Sa se determine domeniile maxime de definitie ale functiilor:
a) f(x)=log,(3x-12); b) f(x)=log,(x*-25); c) f(x)=log,(x*+8x);
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d) f(x)=log,(2x*+5x-3); e) f(x)=log,_,(2x+8).
Rezolvare:
a) Se pun conditiile de existenta a radicalilor:
3x-12)0= x)4= D, =(4;);
b) Din x*-25)0 = x*)25= X € (—o0;-5) U(5;00) = D;
c) Din x*+8x)0= x(x+8))0 = x & (—0;-8)U(0;0) = D;

d) Din 2X2+5X—3>O:>XE(—oo;—3)u(%;oo :

e) Din {2X+8>0:> {X> _4:> xe(-4;6).
6—x)0 X{6
2. Se consideri functia f :(0;0) > R, f(x)=log, x. Si se calculeze.
1,. 1,. 1 1 )
a) f(1)+f(4)+f(z), b) f(2)+f(§), C) f(ﬁ)-f(z)'f(l)-f(4)-f(16),
Rezolvare:

a) f()+f@4)+ f(%):Iog41+Iog44+log4%:0+1+(—1) =0; Altfel,

Iog41+log44+log4%=Iog41~4-%=log41=0

1 4, log,2 log,2t 1 1
b) f(2)+ f(=)=log,2+log, 2 =—2— 4+ =2 __=_=—-0; Altfel,
) 1@+ 1(5)=log,2+log, 09.2 109,27 2 2
log, 2+log, 2" =log, 2-2" =log,1=0.

c) Deoarece f (1) =log,1=0atunci produsul este egal cu 0.

3. Sa se determine valorile reale ale lui x astfel incit functia f:DcR—>R,
f (x) =log,, ,8x* si fie corect definita.
Rezolvare: Functia f(x)=Ilog,, ,8x* este corect definita

8x%)0, VxeR

& 4x—1>0:>x>1 = Xe 11 U l;oo .
4 4 2 2

4x—1¢1:>x¢%

Exercitii propuse | | :\

1. Se considera functia f :(5;00) >R, f(x)= log, (x-5). Sa se calculeze f(7)+ f(%) ;

5
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2. Se considera functia f :(0;00) >R, f(x)=log, x+log, x*. Sa se calculeze
3

£+ f(§)+ F3)+ F(B);

3. Sa se determine me R astfel incat punctul ~ A(m;1) sa apartina graficului functiei f(x);
4. Sa se demonstreze ca punctul O(0;0) apartine graficului functiei

f:D—>R, f(x)=log,(2x* +3x+1) .

5. Fie f:(0;0) >R, f(x)=log,x. S searate cd f(2y3-3)+f(24/3+3)) f(\/3).

6. Sa se studieze monotonia functiilor:

a) f(x)=log, x+log, x; b) f(x)=log, x+log, x;
2 7
c) f(x)=x+4+log, x; d) f(x) =-2x+1+log, (x+2).

3
7. Sa se determine semnul functiilor f:D —>R:

a) f(x)=logsx+1; b) f(x)=log,(x+2); c) f(x)=log,(x—4).

2
8. Fie f:(%;ooj—)R, f(x)=log,(4x—2). Sa se arate ca f(x) este inversabild si sd se
determine inversa lui f(x).

9. Sa se reprezinte graficul functiilor f : D — R unde D este domeniul maxim de definitie
al functiei f:

8) f(x)=log,(x+3); b) f(x)=log,(2x—4); ¢) £(x)=log,(x+2);
d) f(x)=log, (x+1); &) f(x)=log, (2x+4); f) f(x)=log, (x-3);
2 3 4
10. Sa se determine domeniul maxim de definitie pentru functiile:
a) In(x—6); b) In(x* —=7x+10) ; C) Iog3ﬁ;
d) In >)<(+i : e) log, v3x-9 ;
11. S& se determine domeniul maxim de definitie pentru functiile:
a) log,(x+4); b) log,(x*-9); c) log,(4—x%); d) Ig(x* —5x+4);
e) log,(x* -2x-3); ) log,,, (X ~1); g) log,(log, x); h) log, Vx+2;
: 3-X., ; 2 - 1. 2 .
i) In—x+5, )i log, (—x° +5x—4); K) IOgs—x+6’ ) In(x*—8x+12);

3

12. Fie f:D—>R, f(x)= Iog3x—+;. Sa se determine domeniul maxim de definitie si sd se
X+
calculeze f()+ f(2)+....+ f(484).
13. Fie f:(Lo) >R, f(x)=—
log

X

. Sa se determine ae R, —{0,1} astfel incét

f(2)+ f(3)+...+ F(10) =2.
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Ecuatii logaritmice

Definitie : Se numeste ecuatie logaritmici o ccuatie in care necunoscuta x apare ca
argument sau ca baza la logaritmi.

Observatie: La rezolvarea unei ecuatii logaritmice este necesard punerea conditiilor de
existenta a logaritmilor care apar in ecuatie.

Tipuri de ecuatii:

1.109,, 9(x)=b, f,9)0, f 1= g(x) = f(x)°;
Exemplu: log, x=5=>x=2"=x=32;

2. log, f(x)=log, g(x) = f(x) =9g(x);
Exemplu: log, x=log,7 = x=7;

3. log, f(x)=log, g(x) = f(x) =a"®®;
Exemplu: log, x =log, 6 = x = 2'%%°;

4. Ecuatii logaritmice reductibile la ecuatii algebrice printr-o substitutie;
Exemplu: (log, x)2 —4log, x+3=0. Notam log, x =t =t* -4t +3=0cu solutiile 1 si 3.
Atunci, din log, x=1=>x=3si din log, x=3=x=27; S ={3,;27};

5. Ecuatii ce se rezolva utilizand monotonia functiei logaritmice;

< . 3
Exemplu: Sa se rezolve ecuatia in R, *: log, x=—};
X

. . . . .3 .
Rezolvare: Cum functia log, xeste strict crescatoare pe R, * iar functia —este strict
X

descrescatoare pe R, * rezulta ca ecuatia admite o singurd solutie, s1 anume, X = 3.

Inecuatii logaritmice

a)l ,log, f(x)<log, g(x) = f(x) <g(x)};
Exemplu: log,(6x+2) <log,(4x+6).
Rezolvare: : Cum baza logaritmului este 3, rezultd 6x+2<4x+6 =>2Xx<4=x<2.

ae(0,2),log, f(x)<log, g(x) = f(x)=g(x)|
Exemplu: log, 5x <log, (3x+2);

2 2

Rezolvare: Cum baza logaritmului este % , rezultd 5Xx>3x+2=2x>2=x>1.
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=/ Exercitii rezolvate

1. Sa se rezolve in R ecuatiile:
a) log,(x+5)=3; b) lg(x* —3x) =1; c) log, (x—4)=-2;
2
Rezolvare:
a). log,(x+5)=3=>x+5=2° = x=8-5=> x=3, care verifici conditia de existentd a
logaritmului x+5)0 = x)—5.
b). lg(x* —3x) =1=> x* -3x =10 = x* —3x—-10=0= x € {-2;5} . Din conditiile de existentd a

ecuatiei rezultd x* —3x)0 = X € (—,0)U(3;0), atunci S ={-2;5}.

-2

1 . L .

c) log,(x-4)=-2= x—4:(5j = X—-4=4= x=8. Din conditia de existenta
2

x—4) 0=5={8}.

2. Sa se rezolve in R ecuatiile:
a) log,(x*-2x+1)=log,(x-1); b) Ioga(x2 —7x+8)—|og3(x—7):0;

c) log,(2x+4)—log,(3x+1) =0.

Rezolvare:

a). log, (x> —2x+1) =log,(x—1) = x*-2x+1=x-1= x*-3x+2=0=xe{L2}. Din
X2 —2x+1)0

= X)1, se obtine S ={2}.
x-1)0

conditiile de existenta a logaritmilor {

b) log, (X* —7x+8)=log, (x-7)= x*—7x+8=x—-7=x"-8x+15=0 xe{3;5}.

X2 —7x+8>0:> 0
Din conditiile de existentd obtinem |x_7)0 , asadar, S ={Q}.

c) log,(2x+4)=log,(3x+1) = 2x+4=3x+1=2x-3x=1-4=>x=3.
2Xx+ 40

= x>—1, atunci S ={3}.
3x+1)0 3

Din conditiile de existenta a ecuatiei {

3. Sa se rezolve in R ecuatiile:

a) log,(x+2)+log,x=3; b) Ig?x—4lgx+3=0; c) (log, x)"~5-log, x+4=0;

Rezolvare:

a) log, (x+2)+log, x=3=10g,(x+2)-x=3= x*+2x=2" = x*+2x-8=0= x e {-4;2}.
X+2)0 .

Din conditiile de existenta a ecuatiei {x)O ) = x)0 obtinem S ={2} . S-au folosit formulele

log, x+log, y=1log, x-y si log, x=N=x=a".

b) 19> x—41lgx+3=0. Se noteazd lgx =t =t*-4t+3=0=>te{L;3} = Igx=1=>x=10si

lgx=3=x=1000.
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c) C.E: x)0; Se face notatia log, x=t =1t*-5t+4=0=t =1sau t, =4;
Pentru t=1=log, x=1=>x=2; Pentru t=4=log,x=4=x=2*=16; S={2;16};

4*. Sa se rezolve ecuatiile:

a) log, x+log,z x+log, x=2; b) 190> +7-10*") —~1g(10**-20) =0 ;
5
« « Iogz[x2+izj 1 2
c) (lg5)" +10-(log10)" =11 ; d) 5 Ul x+=| =9
X
e) log,(log, x—5) =1+log,(2—-3-log, 4); f) 8+Iog3ﬂ:x+i, Vx € (4;0).
x (x+1)* X—4
4" 25" 10*

lg(x* +8x)=log, x+1g2; h + = .
9) 19(x” +8x) =log, x-+1g V00,00 " Tog.00D)  Tgx D)
Rezolvare:
a) log, x+ 19gs x__ log, X =2 log, x-(1+3-1)=2=  log, x=1=Xx=5.

log. 35 log,5*
b) 1g(10*** +7-10""") = Ig(10*** — 20) 107t +7.10* =10**2 — 20

(10)° 10+ 7-10*-10 =10* 100~ 20 Notam pe 10* =t = t*~3t+2=0=
t=1=10"=1=x=0 t,=2=10"=2=x=Ig2.

c) Rezolvare: Cum Ig5-1g10=1, cu notatia lg5=t = Iog510=%.
Ecuatia data devine: t+? =1l t*-11t+10=0=t =1t, =10

Se obtin solutiile x, =0,x, =——.
Iglg5

d) Notdm x* +i2 =1)0. Atunci, ecuatia data devine: 5°%' +t=7. Cum functia
X
f:(0;0) >R, f(t)=5:"+t este strict crescitoare pe (0;0), rezultd ci ecuatia f(t) =7are
solutie unica si anume t = 2 adicd x +i2 =2 de unde se obtin solutiile: x=1, x= -1,
X

S={-11}.

log, 4 -
log, x
t*—11t+18=0,unde t =log, x. Se obtine t € {2;9} = x e {4;512}.

4x— 2

f) Ecuatia este echivalentd cu 4+ log, —82 =X—4+—. (
(x+1) Xx—4

x—4+izx—4+\/1 ! 23~i/(x—4)-(ij =

e) Din log,(log, x—5) =log,[3-(2-3log, 4)| = log, x-5=6—-9-

+
X—4 X—4 x-4 Jx—4

4+Iogs4x—_82£3:> Iogs4x—_82£—1:4x—_82£1:> (x=5)?>0. Adevirat;
(x+1) (x+1) (x+D)° 3

Avem egalitate cand x=5. Solutia unicd este x=5.
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x* +8x)0
=

g) Conditii de existenta: { x)0;

x)0
X2 +8x =102 = x* 1 8x =102 .10 = x* +8x =10%""2 = x* +8x =10"%*. 2.
Se face notatia log, x =t = x = 2'de unde rezulta

(2) +8-2' =2.10" 10 :(i)t +8-(£Jt =2,
10 10

Cum functia din stanga este crescatoare iar in dreapta este functia constantd 2 rezulta ca
ecuatia are o solufie unicd, aceasta fiind t = 1 de unde rezultd log, x=1=x=2.

2 2X 2 X
25" = | =| Ilg2-|=| +lg5=0.
(sj ’ (5) ’
Notdm cu (éj =1)0, rezultd ecuatia Ig2-t* —t+1g5=0 cu solutiile t, =1=>x, =0;

. Ig5 Ig5
It="—--=x,=lo = |.
VT2 T gi(IQZJ

h) Ecuatia datd este echivalenta cu 4*Ig2+25*1g5=10"

Exercitii propuse | | :\

1. Sa se rezolve ecuatiile:

a) log,x=1; b) log, x=2; c) log,x=-1;
2
d) log, x=0; e) Iogxézz; f) log, x=-2;
5
g) log,(2x—6)=2; h) log,(3x+1)=4; 1) lg(x+3)=2;
j) log,(x*—8x-1)=3; K) log,(x*—4x-3)=2; ) IogA(x—S):%;
1
m) logy(2x-3) =3 n) log,(log, x)=1; 0) log, (log, (log, x)) =0;
2
p) log,(2x—8) =3; q) log,(3x+6)=6; r) log ;(x+3)=4;
S) log ;(x—5) =6; t) log, (x—8)=-2;
2
2. Sa se rezolve ecuatiile:
a) log,(x* —7x+8)—log,(x-7)=0; b) log,(x+2)+log, x=3;
c) lg(x+3)+lg(x+4) =1g(3-3x) ; d) log, x+log, x+log,, X = %;
e) lg?(x—3)—Ig(x—3) =0; f) 19 x—11-1lgx+10=0;
3. Sa se rezolve ecuatiile.
a) log,(3x+4)=2 b) log,(5x—4)=4 c) lg(x+5)=2
d) log,(x*+3x-10)=3 e) log,(x* —4x+4)=2 f) log,(x*+2x-3) =1
g) log,(xX* —x-2)=2 h) log,(x* —3x+4) =2 i) Iogm(2x2+2x+5):4
j) log, ,(xX* —5x+7)=1 K) log, ,(X*+x-16)=2 ) log, ,(3x* —4x-3) =2
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m) log, (log, x) =1; n) log . (x*-9x+19) :% 0) log,,(x* +10)=2;
p) Iogx—l(X2 +9) =2, q) |ng+2 (X2 +8) =2, r) Iogx—z (X2 +12) =2,
s) log, | log, (x* -9) | =1; t) log, [ log,(x* +19) |=2; u) log, [ log, (x* -17) | =1;

v) log, | log,(x* ~8) | =1;
4. Sa se rezolve ecuatiile.

a) lg(x* —6x+7)=Ig(x—3) b) log,(x* —2x) = log,(2x—3)

c) log,(x-1)=log,(x* —x—16) d) log, ,(x+5)=log, ,(2x+6)

e) Ig(x* —6x+6) =Ilg(x—4) f) log,(x+2)+log, x=3

g) log,(x+2)—log,(x-5)=3 h) log,(x* —2x) =log,(2x—3)

1) lg(x+4)+Ig(2x+3) =lg(1-2x) j) log,(x* —9) —log,(x-3) =2

k) log,(x—3)+log,(x—4) =1 ) Ig(2x+1)—Ig(x—2) =Ig3

m) |9(2X—%) —lgx=1g(x-3) n) log,, , 2+2log,, , x=10g,, ,(4x—2)

Ig x

O) log,,,,(3x+2) +log,,.,(2x+1) =2 p) Ig(?(+1) =71

q) log,(2x+4)=log,(3x+1); r) log,(x—2) =log,(x* —5x+3) ;

s) log, (x> —4x+2) =log,(x—2); t) log,(2x* —2x—2) =log,(x+3) ;

u) log, (x> —4x—2) =log. (x+4); V) log,(2x* —x—7) =log,(x+5) ;

5. Sa se rezolve ecuatiile.

a) lg>x—3lgx+2=0 b) Ig>x—4lgx+3=0

c) lg*(x+1)—7lg(x+1)+10=0 d) x*=100x

e) 3+log, 32 log, (1—x) f) 2+log,(2*-2) =log, 2 +log,(4** -1)

3 X+4 7
0) log, x+log ;; x+log, x=2 h) log, x+log ; x+log, x=3
2 3
i) Iogzx+log4(x—1)+loglx/;:% j) log; x+log, 25=3
2

K) log, (x®+27) —%- log, (x? +6x+9) =3log, 37 ;

1) (log, x)* ~7log, x+6=0; m) (log, x)* ~6log, x+5=0;

n) (log, x)* —6log, x+8=0; 0) (log, x)2 —5log, x+4=0;

p) log,,,(X’ +x*+6)=3; q) log, , (X +x-6) =3,

r) log, (x> +x* +10x+11) = 3; s) log, ,(x*—3x* -3x+10) = 3;

6. Fie functia f :(—6;0) > R, f(x)=log,(x+6).Sa se determine x € R astfel incat

f(x))0.

7. Sa se rezolve inecuatiile:

a) lg(3x+10)>2; b) log, (x> —4) <log, (2x—4);
3 3

-
-
-
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¢) log, ., (x* —3x+2))2; d) log,(x*—10x+25)(2; €) Iogl(log1 xJ)l;

2 4

f) log,(9* —10-3" +36)(3
8. Sa se afle numarul real x astfel incat urmatoarele numere Ig(x—2), Igx, lg(x+4)sa fie
termenii consecutivi ai unei progresii aritmetice.

9. Fie f:R—R, o functie cu proprietatea f (log, x—3) :2, Vx e (0;0). Sa se calculeze

suma S = f(0)+ f (@) + f(2)+...f (100)
10. Sa se rezolve ecuatia: log,3-log,4-log,5-......... -log, (x+1) =2021.

Teste de autoevaluare

Testul 1. Functii logaritmice

1. Sa  se reprezinte  grafic  functiile f:D->R, f(x)=log,(x+2)si

g:D—> R, g(x)=log, (2x—5)unde D este domeniul maxim de definitie al functiilor.
2

2. Sa se determine domeniul maxim de definitie al functiei f:D —» R, f(x)=Ilog, LG
X+

3. Sa se determine  domeniul maxim de  definitie al  functiei
f:Do>R, f(x)=In(x*-8x+12)
4. Fie functia f :(—6;0) >R, f(x)=1log,(x+6).Sa se determine x e R astfel incat f(x))0.

5 Fie f:D>R, f(x)= Iog3x—+; Sa se determine domeniul maxim de definitie si sa se
X+

calculeze f()+ f(2)+....+ f(484).

6. Fie f:(Lo)>R, f(x)=

I Sd se determine aeR,-{0,1} astfel incat
og, a

X

f(2)+ f (3)+....+ f (10) = 2.
Testul 2. Ecuatii logaritmice

1. Sa se rezolve ecuatia log,(2x—4)=2.

2. Sa se rezolve ecuatia log,(2x+1) +log,(x+2) =2.

3. Sa se determine solutiile reale ale ecuatiei  log,(x+3)—log,(x+6) =-2.
4. Sa se rezolve ecuatia log, (x° —4) —log,(2x+4) =0.

5. Sa se rezolve ecuatia log,(4x+8) =1+log,(3x+2).

6. Sa se rezolve ecuatia (Iog3 X2 )2 —log, x=5.
3
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Testul 3. Ecuatii logaritmice

. Sa se rezolve ecuatia log,(2x+6) =3.

. Sa se rezolve ecuatia log, (x* —x—6) =log, (x+2) .

. Sa se rezolve ecuatia log, ,(x*+3)=2.

. Si se rezolve ecuatia lg® x—9lgx—10=0.

. Sa se rezolve ecuatia log, (x> +8x* +29x +30) = 3.

. Sa se rezolve ecuatia log, (2x* +4)—2log, (x+4) = 2.

Testul 4. Inecuatii logaritmice

. Sa se rezolve inecuatia Ig(3x+10)>2.

. Sa se rezolve inecuatia log, (x* —4) <log, (2x—4).
3 3
. Sa se rezolve inecuatia log, ,,(x* —3x+2))2.

. Sa se rezolve inecuatia log, (x> —10x+25)(2.

. Sa se rezolve inecuatia log, [Iog1 x}l.
2 4

. Sa se rezolve inecuatia log, (9" —10-3* +36)(3.
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Cap. 7. FUNCTIi SI ECUATII TRIGONOMETRICE

/.1l Functii trigonometrice directe si indirecte

Definitie: O functie f :D — Rse numeste periodica «<>3 T e Rastfel Tncat
Vxe D= f(x+T)=f(x). T senumeste perioada functiei;

Definitie: Fie f:D—>R .
Daca f(—x) = f(x),vxe D, f se numeste functie para;
Daca f(-x)=-f(x),vxeD, fse numeste functie impara;

Functiile trigonometrice directe studiate sunt:

Functia sinus
Domeniul de sin: R —>[-11]
definitie
Domeniul pe care : T
functia estci,3 bijectiva | > [__;_} - [-11]
Marginirea -1<sinx<1
Periodicitatea sin x este periodica cu perioada principalda T =27 .
sin(x+2z)=sinx, YxeR
Paritatea Sin x este impard; sin(—x)=-sinx, VxeR.
Semnul functiei Cadranul | Cadranul Il Cadranul 111 Cadranul IV
+ +
Functia inversa arcsin:[-L1] >R,

arcsin(—x) = —arcsin x; sin(arcsin x) = x, vx € [-1;1]

A

(—m/2.-1) _ (37/2,-1) _

2

Graficul functiei sin x
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Functia cosinus

Domeniul de cos: R —[-11]

definitie

Domeniul pe care
functia este
bijectiva

cos:[0; 7] - [-11]

Marginirea

-1<cosx<1

Periodicitatea

cos x este periodica cu perioada principald T =27 .
cos(X+2r)=cosx, VxeR

Paritatea

cos X este pard; cos(—x)=cosX, VXeR.

Semnul functiei

Cadranul | Cadranul 11 Cadranul 111 Cadranul IV

+ - +

Functia inversa

arccos :[-1;1] —» R, arccos(—x) = 7 —arccos x, cos(arccosx) = x vx e [-11]

Graficul functiei cos X

Functia tangenti
Domeniul de _ n
definitie tg -R—{(Zk +1)E|k eZ}—)R
Domeniul pe care EXAI
functia este bijectiva g " -

Marginirea

tg X e nemarginita

Periodicitatea

tg x este periodica cu perioada principald T =7 .

tg(X+7)=1tg X, VXER—{(ZK +1)%}

Paritatea tg x este impard; tg(-x)=-tg x, Vxe R—(2k +1)%
Semnul functiei Cadranul | Cadranul Il Cadranul 111 Cadranul IV
+ — + -

Functia inversa

arctg: R — (—% ; %) arctg(—x) = —arctgx, tg(arctgx)=x vxeR




4

|
1 1 (§]
|
(8] A
\
| | i

Graficul functiei tangenta

Functia cotangenta
Domeniul de definitie | ctg:R - {k;r|k e Z} —->R
Domeniul pe care ctg:(0;7) > R
functia este bijectiva
Marginirea ctg X e nemarginita
Periodicitatea ctg x este periodica cu perioada principala T =7 .
ctg(x+)=ctg x, VxeR—{kr}
Paritatea ctg x este impard; ctg(-x) =—ctgx, VxeR—{kz}.
Semnul functiei Cadranul | Cadranul Il Cadranul 111 Cadranul IV
+ — +
Functia inversa ctg:R —(0;7), arcctg(—x) = —arcctgx, ctg(arcctgx) =x VxeR

Graficul functiei cotangenta
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Valorile functiilor trigonometrice pentru unghiuri fundamentale

n° 0°] 30° | 45° | 60° | 90° | 120° | 135° | 150° | 180° 270° | 360°

xrad |0z |z |z | & |2z |3 |5 |z |3 2%
6 4 3 2 3 4 6 2

sinx (01 |2 [y3 |1 |B |42 |1 |0 |1 |o
2 |2 |2 2 |2 |2

cosx (1|3 |2 |1 |0 |1 J2 J3|-1 |0 1
2 |2 |2 2 | 2 | 2

tgx |0 |3 |1 NI WA NI ] 3|0 |/ 0
3 3

Valori fundamentale ale functiilor inverse:

x [ B ] 2o 1] ]|
2 | 2 2 2 2 2
arcsin X T V3 Vd T 0 T T V4 T
2| 3 4 6 6 4 3 |2
arccosx | =« S 3 2z 3 3 L3 3 0
6 4 3 2 3 4 6
X 3| -1 J3 0 J3 1 J3
3 3
arctg x | _Z 0 i r i
3 4 6 6 4 3
arcctgx | 5z | 3z | 27 z z r |z
6 4 3 2 3 4 6
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/.2 Ecuatii trigonometrice

Tipuri de ecuatii

I. sinx=a, |a|<1=> x=(-1)"“arcsina+kr, k eZ unde arcsin a este acel unghi al carui

. . T T
sinus este egal cu a; arcsinae {—E;ﬂ .
cosx=a, |a|<1= x=zarcosa+2kz, k eZ, arccosae[0;r]
tg x=a=x=arctga+kr, keZ, arctg ae(—%,%).
Exemple:
1. sinx=0=x=(-D*arcsin0+kz, keZ = x=kr;
2, sinx=§:x:(—1)" arcsin§+kﬁ, keZ:x=(—1)kf+k7z;
1 l k+17z- .
3. smx_—§:>x (-D)* arcsm7+k7z keZ=x=(-1) +kr;
4. sin| 5x+2= :£35X+ = (-D)* arcsm‘/§+k7z (D) Eskrms x=— (1) L4 KZ
4 2 4 2 3 20 15 5

5. cosx=0= x==arccos0+ 2k, keZ=i%+2k7r
6. cosx=1= x==arccosl+2krz, keZ = x=2kx

V2 (\/5

7. cosx:—7:>x=iarccos —T]+2k7z, keZ:>x=i37”+2k7z

8.tg x=0=x=arctg 0+kz, keZ, =x=kr

9. tg x=+/3= x=arctg \3+kr, keZ, :>x:%+k7z

10. tg x=-1=x=arctg (-1 +kr, keZ, :>X:—%+k72'

Il. arcsin(sinx) =a=x=(-1)*-a+kz, keZ .
arccos(cosx) =a=x=xa+2kr, keZ.
arctg(tgx)=a=x=a+kr, keZ.

Exemple:

1. arcsin(sin x) :%: x = (-1)" -%+ kz, kKeZ

2. arccos(cosx):%:x:i%+2k7r, keZ

3. arctg(tgx) :%: X=%+kﬂ', keZ.
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1. sin f(x)=sing(X) =x=(-D)"g(X)+kz, keZ .
cos f(x)=cosg(x) = f(x) =xg(X)+2kz, keZ.
tg f(X)=tg g(X)= f(X)=g(X)+krz, keZ.

Exemple:
1. sin (3x+%) =sin (Zx—%j = 3x+%: (—1)k(2x—%) +kz . Daca k este par, adica

k=2r=x= —%—%-{- 2k, k e Z iar daca k este impar, adica

k:2k+1:>3x+%+2x—%:(2k+1)7z, keZ= XG{—%+2kﬂ}u{ i +(2k+1)”}

12-5 5

2. cos| x+ 2 |=cos| 2x+ 2= :>X+£:i(2x+£)+2k7z:>
6 2 6 2
Cand se ia cu plus se obtine XZ%—%—Zkﬂz—%—Zkﬂ', k € Z; iar cand se ia cu minus se
obtine x:—z—ﬁ+2k£, k eZs;
9 3

3. tg(Zx—z):tg(x+£j:>2x—zzx+£+kﬂ:>x:8—7[+k7r, keZ.
3 5 3 5 15

IV. Ecuatii trigonometrice reductibile la ecuatii care contin aceeasi functie a aceluiasi
unghi:
g - . 2 . -2 1_COS 2X . =2 2
Se utilizeaza formulele: cos2x=2cos*—1; sin°x=——— sin® x+cos" x=1.
Exemple:

1-cos2x

1. cosdx=sin>x=2c0s*x—1= < 4c0s°2x+2c052Xx-3=0=

Se face notatia cos2x =t iar ecuatia datd devine 4t° +t—3=0 cu solutiile

t, =—-1=cos2x=-1=x=(2k +1)% sit, =%:>c052x=%:> x:i%arccos%Jr k.

2. c0s2X = 2sin X+1=>1-2sin’ X = 2sin x+1 <> 2sin® x+2sinx =0 < 2sin x(sin x+1) =0 =
sinx=0=x=kzx, keZ si

sinx:—1:>x=(—1)k37ﬂ+k7r, keZ.

3. c0s2x—3sin? x=1=1-2sin? x—3sin* x=1<5sin’x=0=sinx=0=x=kz, keZ

V. Ecuatii omogene in sinx, cos X

asinx+bcosx=0

. b b :
1COSX =>tgx=——=x=arctg| —— |+kr;
a a

. . 2
asin® x+bsinxcosx+ccos”x =0[:cos’ x=>atg x+btg x+c=0.

Exemple:
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B3

1. J§sinx+cosx:0|:cosx:>tgx:—?:x:—%+k7r, keZ;

2. cos® X+4sinXxcosx—2sin x—2=0=
c0s” X+ 4sin X cos X — 2sin® x — 2(sin” X +co0s” X) = 0‘: cos” X

Atg®x + 4tgx +1= 0= (2tgx +1)° :O:tgx:—%: X = arctg (—%]4- kz, keZ.

3. 2sin? x+2sin? 2x —4c0s? x =1=> 2sin’ X+ 2sin’ 2x —4c0s? X =sin* X + 0> X =
sin” X+ 2sin xcos X ~5¢0s” X = 0]; c0s” X = tg”X +2tgx —5 =0 = notdm pe tg x cu t si

X # (2K +1)% si se obtine ecuatia t*+2t—5=0 cu solutiile t,, =1+ 2.6 . Rezulta

X, =arctg(L+26) +kz, k eZ

VI. Ecuatii simetrice in sin x si cos x.

, : t* -1
Se folosesc formulele sinx+cosx=t, sinxcos x = t|<+/2.
Exemple:

1. Sin Xx+cos X +sinxcosx =1. Se vor face notatiile:
: : t* -1 3 :
SinX+Ccosx=t, SinXcosx = — It <2 de unde rezultd ecuatia

2 —
t+ =1 t?+2t—-3=0cu solutiile t, =—3care nu verificd conditia pentru t si t,=1
D i Vs 2 Vs /4
adicd sinx+cosx =1=>sin(x+~) :£:> X=—="+(-D*=+kz, keZ.
4 2 4 4
sin® x+cos® x+2
2. - =3(1-sin xcos x) .
sin X +Cos X
Cum
sin® X +cos® X = (sin X+ cos X)(sin® X —sin X cos X +cos” X) = (sin X +cos X)(1—sin x cos x) atunci
. 9 . g . 2 .
ecuatia data este echivalenta cu 1—sin xcos X + ————— = 3(1—sin xcos X) =
sin X +€os X
1

. L . t? -1
—— =1-sinxcosx. Se vor face notatiile sinx+cosx=t, sinxcosx=-—-, |t|s\/§
Sin X+ COSs X 2

t>—1

de unde rezulta ecuatia %:1— < t*-3t+2=0 cu solutiile t e {-2;1}. Doar pentru t=1

obtinem solutia X =2kz

VII.
Metoda unghiului auxiliar

: : c
asinx+bcosx=cl:a=>sinx+tg ¢-cosx=— unde
a

tg (p=9:> sin(x+ @) :E-cos o= x+p=(-D" arCSin(E-COS(o)+k7Z
a a a
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Exemple:
] ] 1 1 ] T 1
1. /3sinx+cosx =1 v/3 = SiNX+—=C0SX = —— <> SINX+10 —COS X = —= <>
| BT 9% J3
sin(xs Ty = LB Ty T ke mxe T () Tk, keZ
6° J3 2 6 6 6 6

2

2. sinx+cosx=1= sinx+tg%cosx:1<:> sin(x+%):l-7:x+%:(—l)k%+k7z

=x=-2 1 () Zikr, keZ
4 4

VIII.

Ecuatii care se rezolva cu ajutorul descompunerilor in factori
Exemple:

1. sinx-cosx—sin® x—cos x+sinx=0.

Se utilizeaza factorul comun astfel: sin x-(cos x—sin x)—(cosx—sinx) =0=

(sinx—1)-(cosx—sinx) =0=sinx=1 cu x = (-1  arcsinl+kz, keZ sau
sinx:cosx|:cosx:>tgx=1:x=%+k7z, keZ .

2. COSX—SiNn X+2 = 2c0s’+sin 2x
Ecuatia data este echivalentd cu cos x—sin x+2sin” X +2¢0s” X = 2¢0s” X+ 25iN XCOS X <>

(cosx—sinx)(1—2sinx)=0= S A=n x cu solutia x=%+k7r, keZ  sau

sinx:%:x:(—l)k%+k7z, keZ.
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Cap. 8. COMBINATORICA

Probleme de numarare

Problemele de numarare presupun numadrarea elementelor unei multimi finite,
ordonarea acestora sau impartirea lor in submultimi prin diverse procedee elementare sau
principii care utilizeaza diverse formule sau reguli iar aplicatii ale acestora le putem intalni
in multe domenii ale stiintei.

Definitie: O multime A se numeste finitd daca fie este multimea vida fie existda neN*
astfel incat f:N*— A sa fie o functie bijectivd.  Numadrul n reprezinta numarul de

elemente ale multimii A si se noteaza cu card(A) ( cardinal din A).

Principiul includerii si al excluderii

Fie A si B doud multimi care nu sunt disjuncte (AnB =) atunci AUB=A+B—-AnBiar
card(AuB) =cardA+cardB —card(ANB).

Daca A si B sunt disjuncte adica AnB=¢ atunci AuUB=A-+Biar
card(AuB) =cardA+cardB.

Exemplu:

1. Tntr-o clasi elevii joaci fotbal sau handbal. Astfel, 24 joaca fotbal, 20 joaca
handbal iar 12 joaca ambele jocuri. Sa se stabileasca cati elevi sunt in clasa?

Raspuns:

Folosind principiul includerii si excluderii, fie F multimea elevilor care joaca
fotbal card(F) =24 si H, multimea elevilor care joaca handbalcard(H)=20, iar FnH,
multimea elevilor care joaca ambele jocuri, card(FH)=12. Atunci, pentru a determina
numarul de elevi din clasa, calculam card(F UH)=card(F)+card(H)-card(F ~H).
Asadar, card(F UH)=24+20-12=32 elevi.

Principiul sumei.

Daca un anumit obiect A poate fi ales Tn m moduri, iar un alt obiect poate fi ales in n
moduri, astfel incat nicio alegere a lui A sa nu coincida cu nicio alegere a lui B, atunci
existd m + n moduri de alegere “ a lui A sau B”;

Exemple:

1. Pe un raft sunt 6 cirti de literaturi si 4 cirti de istorie. In cite moduri se poate
alege o carte?

Raspuns: Se poate alege o carte in 6 + 4 = 10 moduri;

2. Avem un dulap cu opt sertare incuiate iar cheile nu sunt numerotate ca sa stim
carui sertar 1i corespunde fiecare cheie. Cate Incercari trebuie si facem pentru a
deschide toate sertarele?

Raspuns: 36 incercari

Sunt 8 +7+6+5+4+3+2+1 = 36 de incercari.
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Principiul multiplicitatii.

Daca un obiect A se poate alege Tn m moduri si daca dupa fiecare astfel de alegere, un
obiect se poate alege in n moduri, atunci alegerea perechii (A;B) in aceasta ordine se face
in m'n moduri.
Mai general,

Fie A, A, ... ,A, un numar de k operatii succesive, fiecare putand fi realizatd in

N, Ny e ,n, moduri corespunzatoare. Atunci, realizarea succesiva a acestor k operatii se
poate efectuain n,-n,- .....-n, moduri.

Ca justificare, se poate considera A, A,,......,A multimi de elemente avand drept
cardinale numerele n;, n,, ....... ,N, si atunci, fiecarei modalitati de efectuare a succesiunii
celor k operatii ii putem asocia un element al produsului cartezian A x A, x.....xA si

reciproc.

Exemple:

1. Dela orasul A se poate ajunge la orasul B prin doud drumuri diferite, iar de la
B la orasul C se poate ajunge prin trei drumuri diferite. Prin cite drumuri diferite se
poate ajunge de la orasul A la orasul C ?

Raspuns:

Prin 2.3=6drumuri diferite.

2. Aranjeaza cele patru fructe in toate modurile posibile. Cate astfel de moduri exista

?
f’L ;
-/ 0 0D
Raspuns:

Sunt 4-3-2-1=24 moduri. Sunt patru moduri in care punem un fruct pe primul loc. La
fiecare din acestea mai raman trei moduri de punere a celorlalte fructe pe locul doi. Mai
departe, raman doua fructe care pot ocupa locul al treilea si la sfarsit rimane un singur
fruct pentru ultimul loc.

3. Untren este format din 7 vagoane din care unul este restaurant si unul de posta.
in cate moduri poate fi format trenul astfel incit vagonul restaurant si fie langi
locomotiva si cel de posta sa fie ultimul.

Raéspuns: Mai rdman 5 vagoane care pot fi aranjate in 5x4x3= 60 moduri.

Numarul functiilor intre dous multimi finite

Fie A si B doua multimi finite si n=card(A) si m=card(B). Atunci numarul functiilor
f : A—> B este egal cu card(B)®“™ =m".
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Exemple:
1.  Intr-un pitrat de forma 4x4, un copil aseazi piese albe sau
negre pana cind se completeazd patratul. Sa se gaseasca
numarul total de configuratii prin care se completeaza patratul
cu piese albe sau negre.
Raspuns:

Fiecare patrat va avea o piesd albd sau neagra . Cum existd 16 patratele, atunci
numirul de configuratii finale este egal cu 2'° | adicd, cu numarul functiilor f:A—B,

unde A este multimea patratelelor, card (A)=16, B este multimea pieselor , card (B)= 2.

2. Un copil coloreaza cu un numar de culori o retea de patrate ca in desen. Sa se
determine céte culori a folosit copilul, stiind ca in final se obtin 729 de configuratii.

Raspuns:
Numarul de configuratii e dat de numarul de functii f : A— B, unde A este multimea
patratelelor, card (A)=6, B este multimea pieselor , card (B)= n. Asadar,

n® =729 = n = 3culori.

=/ Exercitii rezolvate

1. Tntr-o debara, pe un raft sunt 8 borcane de gem, 6 borcane de compot si 4 borcane de

dulceatd. Andrei vrea sa scoatd un borcan de gem dar atat in camera cat si in debara este
intuneric si nu poate vedea din care este fiecare borcan. Cate borcane ar trebui sa scoata o
singura datd afara ca sd fie sigur ca a luat un borcan de gem?

Observatie: Toate borcanele sunt la fel si nu se pot deosebi decét dupa eticheta.

Rezolvare:

Se vor alege 6 borcane( cele de compot) + 4 borcane( cele de dulceatd) + 1 borcan( cel de
gem) , in total 11 borcane din care sigur va exista astfel un borcan de gem.

2. In cate moduri se pot confectiona steaguri tricolore cu cele sapte culori fundamentale?
Raspuns:

Evident, Prima culoare de pe steag poate fi oricare din cele sapte culori, a doua
culoare care va fi pusa pe steag va fi oricare din celelalte 6 culori ramase, iar pentru ultima
culoare se va alege din celelalte 5 culori ramase. Conform principiului multiplicitatii, avem
astfel un numar de 7-6-5=210 moduri de a confectiona steaguri cu trei culori.

3 . Pentru vopsirea unei portiuni de gard cu 16 sipci, avem la dispozitie vopsea de trei
culori. In cate moduri diferite se poate vopsi acea portiune de gard astfel incat orice doua
sipci alaturate sa aiba culori diferite.
Raspuns: 3.-2%

Sipca 1 se poate vopsi in oricare din cele 3 culori. Sipca 2 se poate vopsi doar in doua
culori, (fara culoarea de la sipcal). Sipca 3, la fel se poate vopsi doar in doua culori, (fara

culoarea de la sipca 2) etc.
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Asadar, numarul de colorari diferite este egal cu 3-2°.

4. Un test grila cu 5 intrebari are la fiecare intrebare patru raspunsuri posibile. In céte
moduri se poate formula rezultatul testului ?
Raspuns:
rezultd un numar de 4-4-4-4-4=4°> =1024 moduri de a raspunde.
5. Cate numere de 6 cifre Incep si se termind cu cifra 6?
Raspuns.

Cele 10 cifre pot fi aranjate pe celelelalte 4 pozitii ale numerelor de 6 cifre, rezultand
conform principiului multiplicitatii 10-10-10-10 =10" =10000 numere.
6. Un elev are de facut pentru vacanta mare un numar de 210 probleme de matematica.
Astfel, in prima zi el rezolva o problema, a doua zi rezolva doud probleme, in a treia zi
rezolva trei probleme si asa mai departe, in a n-a zi el rezolva n probleme pana cand le
termina pe toate. Sa se afle in cate zile a terminat tema?

Raspuns: 20 zile.
Suma celor 210 de probleme facute in cele n zile este datd de formula

14243+...4n=210 = ”(”2”) =210= n(n+1)=420=n=20zile.

7. Laun stadion cu capacitatea de 3600 de locuri vin spectatorii. Tn primul minut vine 1
spectator, in al doilea minut vin 3 spectatori, in al treilea minut vin 5 spectatori , etc. Dupa
cate minute stadionul se va umple ?
Raspuns:

Numarul spectatorilor veniti in primele n minute va fi

1+2n-1)-n - . o .
1+3+5+..+2n-1= % =n”, ca suma a unei progresii aritmetice.
n..minute

Cum n* =3600=>n=60. Dupa 60 de minute se va umple stadionul.

Exercitii propuse | | :\I

1. Un detinut a gasit lantul cu chei de la usile temnitei. Pentru a evada trebuie sa deschida
cele 7 usi care-1 pot scoate afara dar nu se stie carei usi 11 corespunde fiecare din cele 7
chei.

Cate Incercari de a deschide usile ar trebui sa faca ca sa fie sigur ca iese afara?
2. Tn ghiozdan am 4 caiete de matematici, 3 caiete de fizici si 6 de romana, toate identice.
Fara sa vedem, deoarece este Intuneric trebuie sd scoatem un caiet de matematica.

Cate caiete trebuie sd scoatem fara sa vedem dar s fim siguri ca am scos si un caiet de
matematica?
3. Intr-o clasi sunt 14 baieti si 12 fete. Cate perechi de dans se pot forma?
4. Acasi am 6 pixuri, 4 stilouri si 3 creioane. In cate moduri pot alege un set format dintr-
un pix, un stilou si un creion?
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5. Tntr-o gradind zoologica sunt 6 lupi, 4 ursi, 3 vulpi. In cite moduri putem alege un lup,

un urs si o vulpe?

6. O trupa de teatru formata din 6 barbati, 4 femei si 2 copii trebuie sd joace o scenetd in
care apar un barbat, o femeie si un copil. In cate moduri se poate face distributia pentru
acea sceneta?

7. In cate moduri putem aranja 6 cirti pe un raft?

8. Cate numere de trei cifre putem forma cu cifrele 1, 2, 3,4,57?
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8.2 Multimi ordonate. Permutiri

Definitie: Combinatorica este stiinta care se ocupa cu studiul problemelor de numarare,
de Tmpartire a unei multimi finite in submultimi sau cu aranjarea elementelor unei multimi
intr-un anume fel. Combinatorica are aplicatii directe in teoria probabilitatilor, in logica
matematica, in teoria numerelor, etc.

Definitie: Se numeste multime ordonata, o multime ale carei elemente au o ordine bine
determinata de dispunere a lor, ceea ce inseamna cd daca A este o multime finitd cu n
elemente, atunci, A se numeste ordonata daca fiecarui element al sdau 1 se asociaza un
numar de la 1 la n, numit rangul elementului, astfel incat la elemente diferite corespund
numere diferite.

Orice multime finita este ordonata.

O multime ordonata este caracterizata prin elementele din care este formata si prin ordinea
n care sunt considerate acestea.

Doua mulfimi ordonate sunt diferite daca ele se deosebesc fie prin elementele din care sunt
formate fie prin ordinea lor.

Permutari

Definitie : Fie A o multime finitd cu n elemente. Se numesc permutiri de n elemente
ale lui A si se noteaza cu P,, numarul tuturor multimilor ordonate formate cu cele n
elemente ale multimii A.

.P=n!=1.2.3-...(n-1)-n,vn>L neN. . Conventie: 0!=1;
Exemplu: Tn cate moduri se pot aranja 5 masini in parcare?
Raspuns. B, =5!=1.2-3-4.5=120;

Formula de recurenta pentru factoriale: vn>1 neN=nl=n-(n-1)!.

==/ Exercitii rezolvate

1. Sa se calculeze:
81-6!
a) 521-31(4-0"); b) ——;

(n+3)—(n+1)!, d (n=! (n-2)!,
7451 ) -

n! ’ (n+D)! (n-nr’

Rezolvare: a) 5+2-31(4-0!") =120-2—-6(24—-1) =240-138 =102;
p) 86! _8:7-61-6!_6(56-1) _6-5(-55_ 330

7451 7.6-545! 5142+1) 5(.43 43

0) (n+3)!—(n+1)!= (n+3)(n+2)(n+)n!—(n+1)n!
n! n!

d) (-9 (-2 1 1 _ n—-1-n®-n _ (n*+1) .

(n+D! (n-)!' (n+DHn n-1 (-Dm(n+1) n(n*-1)’

c)

=n*+6n*+10n+5;

2. Sa se rezolve ecuatiile:
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a) (x+5)!:42; b) X! +(x+2)!:(x+1)!
(x+3)! (x=1)! X! (x=D!

Rezolvare:

a) Se pun mai Intai conditiile de existenta a factorialilor: Este suficient pentru

X+3>20=>x>-3;

(x+5)!

(x+3)!

b) Din conditiile de existenta a factorialilor rezultd x>1; xeN
X! N (x+2)!  (x+1)!

(x=D!  x!'  (x=1)!

+14;

xeZ , =42 < (X+5)(X+4) =42 = X* +9x-22=0=x =2 Si X, =—11g N=> x=2;

+14 & X+ X2 +3X+2=X+X+14=3x=12=> x=4;

Exercitii propuse | | :\I

1. Sa se calculeze:

81-6!, 3-414+21.31

a) 521-31(4-0"); b) ; C) ; d) 5!- 41+ 31,
7H5! 2!

€) 6! - 3121 f 7!;!5!; 0) W h) (n+3)!r:!(n+1)!;

) (n-!' (h-2)! i) (n+2)!, K) (n-3)!, ) (n+2)-(n+1) .

(n+1! (n-1n!’ nt ' (n-n!’ n! ’
m) (n+2)!+(n—2)!

n! (n-1)!
2. Sa se rezolve ecuatiile:

(x+5)! . X! (x+2)!  (x+1)! . N (v N -
a) (x+3)!_42’ b) (x—l)!+ o _(x—l)!+14’ C) 12(x—4)!=(x-2)!;
d) (x—l)!_go_ ¢) (x+2)!—x!_6_ f) (x+)=x! 11, ) (n+1)!_30

(x=3)! x+1! x-(x+1)! 2’ 9 (n-1!

h) (n—l)!:42_ ) (n+1)! _10: i) (n+3)!:72

(n-3) 2(n-1! (n+n!r

3. Cate cuvinte de céte cinci litere care nu se repeta se pot forma cu literele {a,e,i,r,m}?
4. Fie multimea A={0,1,2,3,4,5}. Cate numere de sase cifre distincte se pot forma cu

elementele multimii A ?

5. Tn cate moduri pot fi ordonati opt elevi in sir indian?

6. In cate moduri pot fi asezate cinci carti pe un raft?

7. In cate moduri pot fi parcate 6 masini pe sase locuri? Dar 5 masini pe 6 locuri?

8. Cate numere de 5 cifre distincte se pot forma cu cifrele 0, 1, 2, 3,4 ?  Dar daca cifrele
nu se repeta?
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Aranjamente . Combinari

Aranjamente

Definitie: Fiec A o multime finitd cu n elemente si k un numar natural astfel incat n>k >0.
Se numesc aranjamente de n elemente luate céte k si se noteazd A‘ , numdrul tuturor

submultimilor ordonate ale lui A, avand fiecare cate k elemente.

n!
(n=k)!’

vYn>k >0.

Observatie: A e N*.

Exemplu: Cate numere de 2 cifre distincte se pot forma cu elementele
multimii {1;2;3;4;5;6} ?

| .5.

6! _65M .

Réspuns: A =

6-2! A

Formula de recurentii pentru aranjamente: vn>k>1 nkeN= A‘=(n-k+1)A".

Definitie: Doud aranjamente de n elemente luate cate k obiecte se deosebesc prin natura
elementelor sau prin ordinea lor.

Combinari

Definitie: Fie A o mulfime finitd cu n elemente si k un numar natural astfel incat n>k >0.
Se numesc combindri de n elemente luate cite k si se noteazi C* , numirul tuturor

n b

submulfimilor de cate k elemente luate din multimea A.

Observatii:

1. Numdirul tuturor submultimilor unei multimi cu n elemente este egal cu 2".

2. Doua combinari de n elemente luate cate k se deosebesc prin natura elementelor nu si
prin ordinea lor.

1 k
. Fie kneN, 0<k<n Atunci, =" sau ct="1;
(n—k)tk! k!

Exemplu: Cate drepte pot fi trasate prin 6 puncte oricare trei necoliniare ?

I 5.
Raspuns: C;* = o8 __65 A =15;
6-2)121 4.2
Observatii:
CkeN*, C’=Cleop=qsaun-p=qg.

Formula combinirilor complementare: C,=C,"“,0<k <n.

n

Cazuri particulare: C°=C"=1, C!'=C''=n; C?=C? :@; etc.

Formula de descompunere a combindrilor: C¥ =C*, +C}, vk,neN, nyk >1.
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=/ Exercitii rezolvate

3 4 n-1 n-2 4
1. Sa se calculeze: a)M; b)A”;_s; c) C:+C:-C;-C;-Ck; d) SC;
A A C,
Rezolvare:
6! 6!
A63+Ag‘_! 21 654+6543 _16-
2) AL 6! 6-5 ’
41
b) n1+ n-2 ' 2'_ E_Eﬁ_g
Aot L2
3! 6

C) C2+C2-C;—C-C2=4+24-6=22;
77 11
d) C/—C/ _et1l 4131_6! 4131 _4+3-6! 5121 —24.2 4,
(o8 o 1 6-413! 1 6-6 3’
5121 5121

2. Sa se rezolve ecuatiile:
a) C2,=x*+12; b) C3 -
Rezolvare:
a) Condi‘;ii de existentd: x+3>2=x>-1; x+3eN
|

2 - (x+3)! :X2+6:>(x+3)(x+2)

24 (x+1)! 2
x*—5x+6=0=xe{2;3}.
b) Conditii de existentd: x>3, x+1>2=x>3; xeNsi S={7}.
3. Cate drepte distincte se pot trasa prin opt puncte, oricare trei necoliniare?

Rezolvare:
Intrucat nu conteaza ordinea punctelor prin care trec dreptele rezultd ca existd un numar de

| 7.
CZ= 8 =87’m=28drepte;

2161 gl. 71
4. La jocul 6 din 49, cate bilete ar trebui completate de un jucitor pentru a fi sigur ca
va castiga?

1_X;

X+

=X +6=X*+5x+6=2x*+12=

Rezolvare: C}, = 49! ————=13983816;
6! 43!

5. @) Un student are de dat 4 examene n 14 zile.Tn cate moduri pot fi programate
aceste examene? b) Dar daca primul examen se da in prima zi ?
Rezolvare:
2) 14! 14-13-12~11~;m’!
AMTwgiT
examene deci existd patru moduri, prin urmare pentru celelalte 3 examene au mai ramas
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| 1211
13 zile. Asadar, existd un numdr de 4-A133=4.1_3'=4.M

10! 101
aranjare a examenelor;

6. Tntr-o clasa sunt 12 fete si 10 biieti. In cite moduri se poate forma un grup din 4
fete si4 baieti?

=6864 moduri de

121 10! _ 3711-10-9-8f 10-9-8-7- 61

argr 614l 43.2.80  pl4a.3.2

7. Cate meciuri se disputa intr-un campionat de fotbal daca participa 16 echipe si se
joaca Tn sistem tur- retur?

Rezolvare: C,-C; = =210-45-11=103950;

Rezolvare:

Fiecare echipa joaca cu celelalte 15 echipe prin urmare sunt in total un numar de
I

16-15 = 240 de meciuri. Altfel spus, un numar de A, = % =16-15=240.

8. In cAte moduri se pot impirti 9 elevi in 3 grupe a cate 3 elevi fiecare?
Rezolvare: Pentru prima grupa de trei elevi existd un numar de C; moduri de grupare;

Pentru a doua grupa existd un numar de C’moduri de grupare iar pentru ultima grupa C;.
o gl ,_ o
3Lgl 3L31 0 (31)°
9. La un concurs sportiv sunt sase probe. Un sportiv trebuie sa participe in trei probe.

Cate posibilititi de alegere a probelor are?

In total existd un numar de C3-C:-C3 = =1680 moduri de grupare.

6!
Rezolvare: C} =——=20;
313!

10. Din 11 persoane dintre care 6 barbati si 5 femei se doreste sa se formeze o
delegatie compusa din 5 persoane din care sa faca parte cel putin un barbat si 2
femei. In cate moduri se poate forma aceasta delegatie?
Rezolvare:
Aceasta Tnseamna ca se pot forma delegatii cu 2 cu 3 sau 4 femei

3 ~2 ~2 ~3 ~1 ~s O B 6l 5l gl 5l
C,-C.+C,-C.;+C;-C, = . + : + : =20-10+15-10+6-5=380;
3131 2131 4121 2131 1151 4111
11. Sa se rezolve ecuatiile:

a). C2=6.
Rezolvare: Conditii de existenta: n>2, neN.

cz_ nl Gjn(n—l)jn/zﬁ

=6=>——— = ~=6=n(n-1) =12 = n =4este singurul numar care
" (n—2)2! (n-2)1-2 (n=1) J

verificd ecuatia.

b). C! +C2 =45;
Rezolvare: C.E: n>2, neN.
| ] n ' n(n-1 !
CliCi=g5m— 1 M 45 oA D02
(n=Dt1 (n—2)+2! -1 (n-2)1-2
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D04 n(n-1)

=945=2n+n*-n=90= n*+n=90=n(n+1)=90=9-10=90=n=09.

c). C:+A =4;
Rezolvare:: C.E: n>2, neN.
| | ! n-1
Clap=4=_ N Wy A" -1 p-2)t
(n=1)L1! (n-2)! M-l (-2

n +n’—n=4=n =4=n=2. Solutia - 2 nu convine.

=4= n+n(n-1)=4=

d) C4=5n(n—3)
Co=—

Rezolvare: Conditii de existentd: n>4, neN.
. 5n(n-3) n!___5n(n=3 _ n(-D(n-2)(n- 3) (AT _5n(n- 3_
C, = =

6 (n-4Hr4l 6 (4124 6

Cum n nu poate fi nici 0 nici 3 se poate imparti ecuatia de mai sus cu n(n-3) rezultand:

(n-Y(n-2) 5
24 6
e). Ct+3n+5=C?;

Rezolvare: Conditii de existentd: n>2, neN.

= (n-1)(n-2)=20=n=6 deoarece 5-4=20 singura solutie fiind n = 6.

I | .
Crf+3n+5=Crf:>L+3n+5=L:> 242304 25— n(n-1) N
(n—1)L11 (n—-2)1.21
2n+6+10=n>-n=n*-9n-10=0. Singura solutie care convine este n=10.
f). Cc:-C’,=x;

X+1

Rezolvare: : C.E: x>3, x+1>2=x>3, xel.

Crc? —x XU et X)) et e x eyt
W TRl (x+1-2)k2! (x-3)1-6 x-pr2
x(x=D(x=2) (x+Dx
6 2

0 nu poate fi solutie a ecuatiei. Rezultd ecuatia x* —6x—7 =0 cu singura solutie care
convine x=7.

=% = x-(x2 —2x—x+2—3x—3)=6x|: X, impartim cu x deoarece

0). A%, +Cli =14(x+1);

X+1

Rezolvare: : C.E: x+1>3, x+1>x-1>0=>x>2, xeN.

A, +Cil=1ax s = DL, (x+1)!
+1 X+1 ( +1-— 3)|3| (X+1_X+1)!'(X—1)!

(+DxX(x=1) (x~2J1  (x+D)x (x~1J1 (x+D)x
=14(x+1) = (X+D)x(x-1)+——"—=14(x+1) =
(-2t 2Lx=T)1 2

(x+1)(2x* —x—28) =0. Convine doar solutia x=4.
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Exevrcitii propuse || :\I

1. Sa se calculeze:

a) A2+A2. b) A96_A95 C) ABG_A; d) A?_l+ n_z.
A A=A A-A AC

2. a) Un student are de dat 4 examene n 14 zile.In cate moduri pot fi programate aceste

examene? b) Dar daca primul examen se da in prima zi ?

3. Cate meciuri se disputd Intr-un campionat de fotbal daca participa 16 echipe si se joaca

n sistem tur- retur?

4. La o clasa se programeaza a se da 4 teze in 10 zile astfel incat in prima zi se

programeaza obligatoriu o teza . Stiind cd nu se dau doud teze in aceeasi zi, sd se

determine céte variante de programare a tezelor se pot face .

5. Zece elevi au de prezentat fiecare cite un referat in doui zile. In cate moduri diferite pot

fi programate cele zece referate stiind ca in fiecare zi sunt prezentate 5 referate?.

6. Sa se determine cate numere de sapte cifre distincte care nu Incep cu zero se pot forma.

7. Céate numere de telefon de 6 cifre diferite se pot forma cu cifrele 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8,

9.

8. La o intrunire, 18 persoane au schimbat fotografii intre ele. Cate fotografii au fost

necesare?

9. Cate numere de doua cifre distincte se pot forma cu elementele multimii{2;4;6;8} ?

10. Determinati numarul submultimilor ordonate cu trei elemente ale multimii {1;2;3;4;5} ;
11. Cate numere de patru cifre distincte se pot forma cu elementele
multimii{1;2;3;4;5;6;7;8} ?

12. Cate submultimi nevide formate din numere pare are multimea {1;2;3;4;5;6} ?

13. Sa se determine cate numere naturale de trei cifre distincte se pot forma cu elementele
multimii {0;1;2;3;4};

14. Sa se determine numarul submulfimilor cu trei elemente ale unei multimi cu 10
elemente.

15. Sa se determine cate numere de sase cifre distincte se pot forma cu cifrele dela 11a 9 ?
16. Cate cuvinte cu cinci litere in care nicio literd nu se repetd se pot forma cu 12 litere
diferite?

17. O clasa de elevi trebuie sa programeze trei teze 1n opt zile. In cate moduri se poate face
aceasta?

18. Sd se rezolve ecuatiile:

a) A’ =12 b) A>=6; c) A+3n-3=12; d) A2 ,=110; e)
2A\12+l - A12+2 =10 ;

f) 4A12+1 + 70 = 5A3+2 ’

19. Sa se rezolve ecuatia A' —n-A?+3(n-1)A' =0.

o . 2. a0
20. Pentru ce numere naturale n este definitd expresia E(n) = A? "7

n+4

21. Sa se calculeze:
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C4
occic-cici b U 9o d) Ci+Cl4C ol
e) C:+C2+C+Cl+C2;  f) C2+C +CZ+C+C +C. +C2;
L 2C3 - A
) C2012 +C;mz +(:22012 to +C2281122’ h) C75 _C65 _Cg; ') 7TA3;
3
Sy P+ A
Raak k) Cly+C2 4.0+ C2; RIS
5 7
P5+As3 . C5 Clzo"‘clso . 2012
m) —cr n) 0) i P) Cios —Coos -
5 8

22. Cate drepte distincte se pot trasa prin opt puncte, oricare trei necoliniare?

23. La jocul 6 din 49, céte bilete ar trebui completate de un jucator pentru a fi sigur ca va
castiga?

24. Tntr-o clasa sunt 12 fete si 10 baieti. In cate moduri se poate forma un grup din 4 fete si
4 baieti?

25. In cate moduri se pot imparti 9 elevi in 3 grupe a cate 3 elevi fiecare?

26. La un concurs sportiv sunt sase probe. Un sportiv trebuie sa participe in trei probe. Cate
27. La o petrecere sunt sase baieti §1 patru fete. In cate moduri se pot forma trei perechi de
dansatori?

28. Din 11 persoane dintre care 6 barbati si 5 femei se doreste sa se formeze o delegatie
compusi din 5 persoane din care si faca parte cel putin un barbat si 2 femei. In cate moduri
se poate forma aceasta delegatie?

29. In cate moduri se pot alege sase elevi din cincisprezece?

30. Cate triunghiuri se pot construi avand n plan 10 puncte astfel Tncét oricare trei din ele
sd nu fie coliniare?

31. In cate moduri se poate forma o echipa de doi doctori si patru asistente daci sunt 4
doctori si 6 asistente? In cate moduri se pot forma echipe de sase persoane daci trebuie
sa fie cel putin 5 asistente ?

32. In cate moduri se poate forma o echipd de un doctor si doui asistente daca sunt patru
doctori si sase asistente ?

33. Tntr-o clasa sunt 14 baieti si 8 fete. In cate moduri se pot selecta 10 copii astfel incat sa
fie sapte baieti si trei fete? b) In cate moduri se pot selecta 12 copii astfel incét s fie cel
putin 11 baieti?

34. Intr-o clasa sunt 10 fete si 12 baieti. In cate moduri se poate forma un grup din patru
fete si sase baieti ? In cate moduri se pot forma grupuri de cate sase elevi in care sa fie cel
putin cinci baieti ?

35. Un lot de jucatori de baschet are 5 fundasi, 6 atacanti si 2 centrali. Cate echipe de cate
5 jucdtori, diferite se pot alege astfel incat sa avem exact doi fundasi , doi atacanti si un
central.

36. Tntr-o clasi in care sunt 15 baieti, doi dintre ei vor si joace pe postul de portar, ceilalti
putand evolua pe orice post. In cate moduri se poate forma o echipa de fotbal?

37. Tn céte moduri se pot forma echipe de cate 5 elevi si 2 profesori daca sunt 18 elevi si 4
profesori?

38. In cate moduri se pot aseza pe un rand 9 baieti si 6 fete daca pe primul loc e ocupat de
un baiat si ultimul de o fata ?
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39. Sa se rezolve ecuatiile:

a) C2 =12, b) C!+C2 =45;
e) C'?+n=10; f) C'. =6

i) c =W; j) C2=10;

m) Cn+l _n2 _1! n) C2n+l+3Af :16’
q) C’+C'+C2+C2+..+C =256
A<+1 + C:+11 14(X +1)’

t) Clu= u) C+AC=30;

y) C3+C*=x(x-2); X) C2,+C?=16;

C) C2,=x?+12; d) C2-CZ, =x;

g) C:+3n+5=C?  h) C:+C? =45

) C2 = ) cpt=2;

0) Cl+A> =4 p) C:+3n+5=C’;
r) C2,+C2,+C2,=19;

V) C242x=9; ) cj;@;

w) A’ =28x-12C};

40. Sa se rezolve ecuatia A}, +C* ] =3(x+1).

X+1

41. Sa se rezolve C°+ A’ =2.C..
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8.4 Binomul lui Newton

Tn 1664 Isaac Newton ( 1643- 1727) a gisit urmitoarea formula pentru dezvoltarea
binomului (a+b)". Desi formula era cunoscuta din antichitate de catre matematicianul arab
Omar Khayyam ( 1040-1123), Newton a extins-o si pentru coeficinetii rationali.

: Pentru orice numar natural n si a si b numere reale exista relatia:
0 1 n- 2, .n- K, n-
(a+b)'=C’a"+C "a"*-h+C ‘a"?-b” +...... +C, ‘@"* -b* +...+C "

Exemplu: (x+3)° =CIx* +Cix* -3+ Cx*-F +Cx* -3 +Cx-3' +C23° =
= x> +15x* +90x° +270x” + 405x + 243 ;
Numerele C °,C *....,C." se numesc coeficientii binomiali ai dezvoltarii;
Este necesar sa se faca distinctie intre coeficientul unui termen al dezvoltarii si
coeficientul binomial al acelui termen.  Exemplu: (a+2b)*=a’ + 4a*2b+.....

Coeficientul celui de-al doilea termen este 8 iar coeficientul binomial este C4l =4:

Pentru (a-b)" avem urmaitoarea forma a binomului lui Newton:

(a-b)'=C a"-C 2" -b+C ‘a" b’ —......+ (-D)C

Triunghiul lui Pascal reprezinta triunghiul in care pe fiecare rand se afla coeficientii
binomiali din dezvoltarea binomului (a+b)", unde n =10, 1, 2, 3, ....... si in care fiecare
termen cu excepti aprimului si a ultimului se formeazd prin adunarea celor doi aflati
deasupra sa.

(a+h)’= 1 1
(atb)!=a+b 1 1
(a+b)? = a® +2ab+h? 1 ¥2¥ 1
(a+b)® = a®+3a’b+3ab’+b° 12 BB 1
(a+b)* = a*+4a°b+6a°b*+4ab’+b* 1 6 4 1
@HD)° = o,
1 =20
G =2 =2!

1+ 4+ 6 +4+1 =16=2°

1+5+10+10+5 +1 =32=2°

e : ol

=

L I -
1+7 +21+35+35+21+7 +1 =128=2"
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Proprietati:

1. Pentru a=b=1 se obtine

Cn0+Cn1+Cn2+ ............. +Cnn :(1_|_1)n (*)

ceea ce Tnseamna cd numarul tuturor submultimilor unei multimi cu n elemente este
2n

Exemplu: Sa se calculeze suma Cj,, +C,,, +Chpy +.... +Cloe

Raspuns. Conform formulei (¥) , n= 2020, rezultd cd suma este egald cu 2°°

2. Coeficientii binomiali din dezvoltare, egal departati de termenii extremi ai
dezvoltarii sunt egali intre ei.

Ck:Cn—k

n n

3. Termenul de rang k+1 al dezvoltarii (sau termenul general al dezvoltarii) este

T, =Ca"™ b k=0L2..n

= Formula binomului lui Newton scrisa restrans are forma:

(a+b)" ZC a" " b*|

4. Relatia de recurenta intre termenii succesivi ai dezvoltarii este urmatoarea:
Tk+2 _h-k b

T.. K +1 a

5. Numirul termenilor dezvoltirii binomului (a+b)" este n+1;
Daca n=2k = coeficientul binomial al termenului din mijloc al dezvoltarii este Co si este
cel mai mare.
Dacd n=2k+1 = C,¢ si Co** sunt egali §i sunt cei mai mari;
Co<Cpl<.....<Cy>C,*>....>C," daca neste par, n=2k
Co<Cpl<.....<Cf =C,*>....>C," daca n este impar, n=2k+1.

Activitate independenta | Rispuns

Sa se rezolve ecuatia C? +C: +C’ +....+C] = 256 n=8

=/ Exercitii rezolvate

1. Cate submultimi are o multime cu 5 elemente?
Rezolvare:
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Cum numairul submultimilor unei multimi cu n elemente este egal cu 2" atunci, in cazul
unei multimi cu 5 elemente este 2°= 32.
2. Si se determine neN* pentru care multimea {1;2;3;....;n} are exact 512 elemente.

Rezolvare. Cum numarul de submultimi ale multimii {1;2;3;....;n} este egal cu 2" iar 512=
2° rezultd ca 2" =2° = n=09.

3. Sa se dezvolte dupa binomul lui Newton.

a) (x+3)*; b) (x+2)°;

Rezolvare:

a) (x+3)"=Cx*+C;x*-3+Cx*-F+Cx-3+C; -3 =x"+4-x*-3+6-x*-9+4-x-27+81=
=x* +12x° +54x* +108x +81.

b) (x+2)° =CIx® +Cex*-2+C2x*- 22 +Cx*- 2° +C - x- 2* +C2 - 2° =

= x> +5x*-2+10x> - 4+10%* -8+5-X-16+32 = X* +10x" +40x> +80x* +80- X +32

15
4. Fie dezvoltarea [xz +lj , XeR*. Se cere:
X

a) Sa se calculeze al zece-lea termen al dezvoltarii;
b) Sa se determine termenii din mijloc ai dezvoltarii;
¢) Sa se determine termenul ce-1 contine pe x**.
Rezolvare:

a) Aplicam formula termenului general, T,, =Cla“b™™.

15-9 6

2 1 1

In cazul nostruT,, =T,,, = C.,(x*)° (—j =Cx* [—j =Cox"®-x° =Cox".
X X

b) Cum dezvoltarea are 16 termeni atunci termenii din mijloc sunt T, si T,.

1\ 1
Ts =T = C175()(2)7 (;j = CZSXM (;j = C175)(14 X = C175X6

158 1Y
To=Tey = C185(X2)8 (;) = (:185)(16 (;j - (:185)(16 X = C185)(9§

k
a (1 ok - A ) .
C) T, =Cr(x®)** -(— =Cx* 2 =CAx* . Cum dezvoltarea il contine pe x** adica
X

unul din termeni il contine pe x** atunci Cix** =C/x* =30-3k =21= k =3. Asadar, al
patrulea termenT, , =T, il contine pe x*.

5. Sa se calculeze sumele:

a) S=CJ+2C+3C2 +...+(n+1)C"; b) S=C?+3C. +5C? +....+(2n-1)C* +(2n+1)C"
Rezolvare:

a) Cum Cf =C"*,vn>k>0=S=C)+2C"+3C"* +....+nC. + (n+1)C?;

_(n+2)2"
2

Rezultd 2S =(n+2)(C}+C: +C? +...+C") =S =(n+2)2"";

b) Cum C¥ =C}™*,vn>k>0= S=C+3C"" +5C"? +...+(2n-1)C’ + (2n+1)C’;
Rezultd 25 =(2n+2)(C? +C} +C2 +...+C: +C)) = S = (n+1)2";
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6*. a) Sa se calculeze: A= \/ C2014 szgll: +\/ C2014 CZZOOllf +\/ C2014 szc?llj +"'+\/C22(?ll: 'Cgom ;

b) S se arate ¢ |[C3,, -Cly, +1/Chy-Cly, +4/Chyy -Clyy +.ty[CRE -CRY ( 274 -1,
Rezolvare:
a) Se foloseste formula C* =C"™,

A= \/(Cgom )2 +\/(C;014 )2 +\/(C22014 )2 ot (szgf: )2 =

_ 0 1 2 2014 _ 52104
= C2014 + C2014 + C2014 tot C2014 =2 .

b) Se foloseste inegalitatea mediilor va-b < Tb Va,beR,.

+

cu egalitate cand a = b.

1 2 3 2013 ~2014
\/ C2014 Coona +\/ C2014 Cooa +\/ 02014 Coora T +4Coa -Cona ¢

0 1 1 2 2013 2014
<C2014 + C2014 + C2014 + C2014 4.+ C2014 + C2014 —
2 2 2
_ o 1 2013 2014 2014 _ 0 1 2013 2014 _
- C2014 + C2014 T + C2014 ‘+CZOl4 - C2014 - (C2014 + C2014 ton + C2014 + C2014 ) -1=
_ 22014 _1

Am folosit faptul ca C2 =CJ ,si C2M =1.

7*. Fie binomul (a+b)" unde a=+/3%*"*) si b=3/3"2%, Si se determine x stiind ci in
dezvoltarea binomului, termenul care il contine pe b° este egal cu 63, iar coeficientii
binomiali ai celui de-al doilea, al treilea si al patrulea termen sunt in progresie
aritmetica.

Rezolvare:

Cum T, =Cra"*-b*=21=Cra" " -b°=21=k =5.

n(n-21) c3 n(n-1)(n-2)
’ 6

Din faptul ¢ C} =n, C? = sunt in progresie aritmetica conform

n—

3
enuntului, rezultd C’ = Cot ZC =n(-n*+9n-14)=0=>n=7.
Atunci, T,=C;a"*-b°=63= —— TR N TR ST =63[:21=

30005 . 30-2e% _ 3t — 1g(19-3") + (x-2)Ig3=1= Ig19-3")-3 2 =1=(19-3")-3* 2 =10=
t*~19t+90=0,unde t =3". Se obtine t €{9;10} = x € {2;log,10} .

8*. X 2_3x+8 C:)Z(_X+4 —67

X+5
Rezolvare:
C.E x+5>x"-3x+8>0=x*-4x+3<0=xe[L3].

4x2x*-x+4>0= x> -5x+4<0=xe[L4].

Rezulta x e {1; 2;3} . Se verifica fiecare valoare a lui x. x=3.

56
9%, Se considera dezvoltarea (i”/x_2 +\/§ ) . Sa se determine termenul care-1 contine pe

X si y la aceeasi putere.
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2(56-k)  k

T _Ck 3 X2 56—k \/—k
Rezolvare: ~ 'k# 56 "N VY | Xiyauaceeasi putere: x ° ;y2 rezultd

2(55;— K) _ g =k =32. Asadar, termenul T,,  este cel cautat.

10*.Si se arate ci dezvoltarea (v3+3/5)®* nu are niciun termen rational.

Rezolvare:
2021-k k

Toa=Cly B 3B =Ck, 3 2 55cQe keM,={0,36,912,..,2019} (1).

. 2021-k
i

eN=2021-keM, = {0;2;4; 6;....,2020} . (2).
Din (2) rezulta k € {2021; 2019;2017;2015; 2013, ....,3;1}.

Exevcitii propuse ||+ :\I

1. Cate submultimi are o multime cu 8 elemente ?
2. O multime are 2013 elemente. Determinati cate submultimi nevide cu cel mult 2011
elemente are multimea A.
3. Sa se dezvolte dupi binomul lui Newton: a) (2x+3)*; b) (3x+1)°
4. Sa se dezvolte dupa binomul lui Newton:
a) (x+2)°; b) f2+3)*; ) (x+1)°; d) 2x+1)°; ) (2x-2)*;
f) @2x+42)°;  g) (V3+2)°;  h) (V2-D*; i) (V3+2)°;
5. Sa se calculeze sumele:
a) S=C’+2C, +3C*+...+(n+1)C";  b) S=C’+3C; +5C’ +....+(2n-1)C* +(2n+1C";
€) Canss +Conga +Copps v+ Corgs 5 d) $=Cj;, +C;, +Cy +.+C3y
1

Jx

6. Si se determine termenul din dezvoltarea (3/x +-—=)* care nu-lI contine pe x.

20
7. Fie dezvoltarea (x+i] . xeR*. Se cere:
Jx

a) Sa se calculeze al 15-lea termen al dezvoltarii;
b) Sa se determine termenul din mijloc al dezvoltarii;
C) Sa se determine termenul ce-1 contine pe x".

- . N 2
8. Sa se rezolve inecuatia C, . ) 10.
9. Sa se determine numarul real pozitiv a, stiind ca termenul din mijloc al dezvoltarii

12
(%/5 +%j este egal cu 3696.
a

Teste de autoevaluare

Testul 1. Permutari

41+ 2131
1. Sa se calculeze w
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2. Cate cuvinte de cate cinci litere care nu se repeta se pot forma cu literele {a,e,i,r,m}?

3. Fie multimea A={0,1,2,3,4,5}. Cate numere de sase cifre distincte se pot forma cu
elementele multimii A ?
(n+1)! _ 130
(n=1)!
(n+2)!+ (n=2)!
n! (n=1)!

6. Sa se calculeze suma z K .
o (k+1)!

4. Sa se rezolve ecuatia

5. Sa se calculeze

Testul 2. Aranjamente

A-A

1. Sa se calculeze — Aj )

2. Cate numere de telefon de cate sase cifre distincte se pot forma cu cifrele 0, 1, 2, 3,4, 5
,6,7,8,97

3. La o clasd se programeaza a se da 4 teze in 10 zile astfel incat in prima zi se
programeaza obligatoriu o teza . Stiind ca nu se dau doua teze 1n aceeasi zi, sa se
determine céate variante de programare a tezelor se pot face .

4. Zece elevi au de prezentat fiecare cite un referat in doui zile. In cate moduri diferite pot

fi programate cele zece referate stiind ca in fiecare zi sunt prezentate 5 referate?

n’+3n-4 7
n+4

5. Pentru ce numere naturale n este definita expresia E(n) =
6. Sa se rezolve ecuatia A —n- A’ +3(n-1)A =0.

Testul 3. Combiniri
1. Sa se calculeze C; —P,- AZ.
2. Sa se calculeze CZ, —C2.
3. La o petrecere sunt sase baieti si patru fete. In cate moduri se pot forma trei perechi de
dansatori?
4. Si se rezolve ecuatia C™'> =6n.

n+3

5. Sa se rezolve ecuatia C'? +n=10.
6. Sa se rezolve ecuatia A, +CX =3(x+1).

Testul 4. Binomul lui Newton
1. Sa se dezvolte dupa binomul lui Newton, (2x+3)*.

2. Sa se dezvolte dupa binomul lui Newton, (3x+1)°.

= 1 2 3 2103
3. Sa se calculeze Cyy,; +Coyps +Coppz +oveeen+ Coigs -

4. O multime are 2013 elemente. Determinati cate submultimi nevide cu cel mult 2011
elemente are multimea A.

1
Jx

6. Sa se calculeze suma S=CJ +C2 +C; +....+C.

5. Si se determine termenul din dezvoltarea (3/x +——=)" care nu-I contine pe x.
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Cap. 9 MATEMATICI FINANCIARE

9.1 Procente

Definitie: Se numeste raport procentual un raport de forma % p >0 unde numarul p se

numeste procent si il scriem de forma p% ;

1. A afla p%dintr-un numar N inseamna a calcula % N ;

15 426

100 X

2. Determinarea unui numar cand se cunoaste un procent din el

Exemplu: 15% din 2840 este egal cu 2840 = =426;

Pentru a afla un numaér x pentru care stim cat reprezintia un procent din el procedam
astfel:
p N -100 .

——-x=N unde p si N sunt cunoscuti. Rezulta x = ;
100 P

Exemplu: Daca 12% dintr-un numar este egal cu 6, sa se afle numarul respectiv.

12 X=6= w _ 800 _ 50. Asadar, numarul respectiv este 50.

100 12 12

3. Pentru determinarea unui procent cand se cunoaste ciat reprezinta un numar din

altul se aplica aceeasi formula din care se scoate necunoscuta p.

P oviND D= N.100;

100 X

Exemplu: Sa se determine cat la sutd reprezinta numarul 8 din 32 ?
P 398 p=819_55 Asadar, 8 din 32 inseamnd 25%.

100 32

==/ Exercitii rezolvate

1. Sa se calculeze: a) 5% din 480 —i 480 = > 48ﬂ 240 =24;
100 100

b) 12% din 350 ZE 350 12:358 _420_ .

100 100
c) 7,5% din 180 = 7S 180 = 75180 :1350 =135;

100 10-104° 100
2. Cat la suta din 25 inseamna 5?
Rezolvare; . 25=5= x = _>100_500 =20; Raspuns 20%.

100 25 25

3. Cat la suta din 180 inseamna 15?
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Rezolvare: —~.180=15=> x = 15100 _ 8,3; Raspuns 8,3%.
100 180

4. Sa se afle un numair stiind ca 20 % din el este egal cu 800.

Rezolvare: 20 X =800=> X = 800-100 _ 800-5 = 4000;
100 20

5. Care numar este mai mare:
a) a=8% din 3400 sau b=12% din 25007
b) a=15% din 2500 sau b=25% din 150007

Rezolvare:
a) a= i-3400 =272, b= £-2500 =300, deci b este mai mare.
100 100
15 25

b) a=-—-2500=3750, b=-—-1500=23750, deci a si b sunt egale.
100 100

6. O ferma agricoli are de arat 400 ha. intr-o primi etapi s-au arat 60 ha. Cate
procente din intreaga suprafati au fost arate?

Rezolvare:
X 400=60= x= 60-100 _ 15. Raspunsul este 15%.
100 400

7. La un magazin s-au adus 3000 de oua dar s-a observat ca 150 din ele erau sparte.
Cate procente din intreaga cantitate reprezinta ouailele sparte?

Rezolvare:

X 3000 =150 = x = 20190
100

3000

=5. Raspunsul este 5%.

8. Dupa ce a cheltuit 30% din suma avuta si inca120 lei, lui Andrei i-au ramas 40%
din suma initiala. Care a fost suma initiala?
Rezolvare:
Fie x suma initiald. Atunci, X 230 x100=A0 iy 3 0= A ko

100 10 10
7x=1200+4x = 3x =1200 = x =400 lei.

9. La sfarsitul unui an scolar 15% din numairul de elevi ai unei scoli nu au promovat.
Citi elevi a avut scoala daca au absolvit anul un numaér de 578 de elevi?
Rezolvare:

Dacad 15 % nu au promovat inseamna ca 85 % din elevi au absolvit adica % x =578

578-100

unde x este numarul de elevi initial. Rezultd x = =680 .

10. Media de admitere se calculeaza dupa formula M = 25%MG +75%EN unde MG
este media enerala a celor patru ani V-VIII iar EN este media de la Evaluarea
nationala. Un candidat are MG=9. Ce medie trebuie sa obtina candidatul pentru a fi
admis la un liceu unde media minima de admitere a fost 8,50?

Rezolvare:

Fie x media de la Evaluarea Nationald pe care trebuie sa o ia cel putin.
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100>8,50=§-9+E-x:>850=25-9+75x: 75X =625 = x =8,33

100 100

11. O cursi ciclisti este formati din trei etape. in prima etapi sunt parcursi 45% din
intregul traseu, in a doua etapa se parcurg 65% din rest iar in ultima etapa mai raman
de parcursi 42 km. Si se afle lungimea totald a drumului.

Rezolvare:

Fie T lungimea totala a traseului si x lungimea drumului ramas dupa prima etapa.

Atunci, daca in a doua etapa se parcurg 65 % din x Inseamna ca n a treia etapa raman restul

de 35% din x adica %-X:42:>X:423';00:120km. Prin urmare 120 km reprezinta

%-12%42:120. Daca in prima etapa s-a parcurs 45 % din T atunci restul drumului

reprezintd 55% din T, adica %-T =120=>T = % = 218,18km reprezinta lungimea totala a

traseului.

Exercitii propuse || =\

1. Sa se calculeze:

a) 1296 din 400; b) 5%din 60; c) 25%din 1200; d) 18%din 216; €) 9 dlin 22

f %%din g; 9) 12,45%din 650 h) 0,5%din 20; i) 40,58%din 60,5:

2. Sa se determine un numar X stiind ca:

a) 15% din el reprezinta 240; b) 28% din el reprezinta 450; ¢) 60% din el reprezinta 300;
d) 42,5% din el reprezinta 26; €) 10,5% din el reprezinta 72; f) 15,25% din el reprezinta 40;

3. Sa se determine cat la suta reprezinta numarul N din x daca:

a) N=24si x=144; b) N =18si x=90;¢) N =128si x=32; d) N =14,8si x=118,4;

4. Dupa doua reduceri succesive cu 15%, respectiv 20%, pretul unui produs este de 340 lei.
Sa se determine pretul initial al produsului;

5. Dupa doua reduceri succesive cu 10%, pretul unui produs este de 1377 lei. Sa se
determine pretul initial al produsului;

6. La o banca un deponent pune suma de 200000 lei cu un procent al dobanzii de 15%.
Care este dobanda obtinutd dupa un an ? Dar dupa trei ani ?

7. Dupa o reducere cu 10% un produs costd 99 lei. Sd se determine pretul produsului
Tnainte de reducere.

8. Dupa o reducere cu 5% un produs costd 150 lei. S& se determine pretul produsului
Tnainte de reducere.

9. Sa se determine pretul initial al unui produs, care dupa doua scumpiri succesive de 20%
respectiv 30% este de 780 lei.

10. Sa se determine pretul initial al unui produs, care dupa doud scumpiri succesive de 10%
respectiv 5% este de 300 lei.

11. Un televizor costa 120 de euro. Cu ocazia sarbatorilor de Craciun se acorda o reducere
de 20 %. Cat costa un televizor dupa reducere ?
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12. Un tricou costa 80 de lei. Se face o scumpire de 15 % din pretul lui. Cat costa tricoul
dupa scumpire?

13. Un elev a citit 120 de pagini dintr-o carte, ceea ce reprezinta 80% din numarul total de
pagini ale cartii. Cate pagini are cartea ?

14. Sa se determine pretul initial al unui produs, care dupa doud scumpiri succesive de
10% respectiv 5% este de 300 lei.

15. Pretul unui costum este de 500 lei. Pretul acestuia se micsoreaza prima data cu 15 % si

apoi se micsoreaza din nou cu 12%. Sa se afle care este pretul final dupa cele doua ieftiniri
succesive ale costumului? Cu ce procent din pretul produsului initial s-a micsorat
costumul Tn urma celor doud reduceri?

16. In Buzau la Clubul sportiv municipal 75 % din elevi joaca fotbal iar 60 % handbal. Ce
procent din membrii clubului practicd ambele sporturi?

17. Dintr-un butoi s-a scos jumatate din cantitatea de lichid plus inca 5 litri, ramanand 46%
din cantitatea initiala. Ce capacitate are butoiul?

18. La un magazin de electrocasnice patronul oferd angajatilor la plata salariilor in plus
un comision de 3% din totalul vanzarilor pe luna respectiva. Sa se afle céti bani va primi
un angajat daca in luna respectiva a realizat vanzari in suma de 4085 lei.

19. Daca pretul unui obiect se majoreaza cu 20%, cu cat trebuie micsorat noul pret pentru a
reveni la pretul initial?

20. O solutie de sare cu apa are masa de 1 kg si concentratia de 10%. Sa se afle masa de
sare dizolvata in solutie si dacd adaugam incd 200 g sare sa se afle ce concentratie are noua
solutie.

21. Mircea si Stefan au depus la bancd Impreuna suma de 720 lei. Suma depusa de Stefan
este 60% din suma depusa de Mircea. Ce suma a depus fiecare din ei la banca.

22. Din cei 120 de elevi inscrisi in clasa a XII-a in scoala noastra 115 au absolvit clasa iar
108 elevi s-au inscris la examenul de bacalaureat. Stiind ca 64 de elevi au luat
bacalaureatul sa se spuna care este procentul de promovabilitate a examenului raportat la
numarul de elevi inscrisi; dar la cel al absolventilor?

23. In laboratorul de chimie exista doud solutii de acid clorhidric cu concentratie de 80%

si respectiv 60%.
Ce cantitati din cele doua solutii trebuie sa amestecdm pentru a obtine 600 g de
solutie acid clorhidric avand concentratia de 70% ?

24. In ultimele doua secole populatia globului a crescut conform tabelului de mai jos. Si se
determine in procente cu cét a crescut populatia in 2000 fata de 1900 . Dar cea din 2020
martie fatd de cea din 2000.

Anul Numarul locuitorilor planetei
1800 890 000 000
1900 1 606 000 000
2000 6 010 000 000
2020-martie | 7 773 291 000

25. Tn general, volumul de sange reprezinti 8% din greutatea unui om, plasma
reprezentand 55% din volumul sangelui iar apa 90% din plasma. Daca se considera
greutatea unui om ca avand 80 de kilograme, se cere sa se determine cantitatea de apa din
plasma;
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9.2 Dobanzi

Definitie: Se numeste dobanda simpla pentru o suma depusa pentru o anumitd perioada

numdrul D= Sigdn unde S este suma depusa, n este numarul de ani pe care s-a depus

suma, iar p este procentul dobanzii sau rata dobanzii anuale.

S.p.m .
100-12 '

Pentru depunerea unei sume S pentru un numar m de luni formulaeste: D=

Exemplu: 1. La o banca o persoana depune suma de 800 lei cu o rata a dobanzii anuale de
6%. Care este dobanda obtinuta dupa un an ? Dar dupa patru luni?

Raspuns: Dobanda dupa un an este D = % =48 lei;

800 -6-A 48

Dobanda dupa patru luni este D=——2-=—=16 lei;
16017, 3
2. Cineva imprumuta de la banca suma de 500 lei cu o rata a dobanzii simple de 7,25% pe
o perioada de 2 ani. Ce suma trebuie sa restituie bancii la sfarsitul perioadei ?
Raspuns: Fie Sy suma imprumutatd de la banca. Atunci,

D=p% din S,-2 :%-500-2:72,5.Rezulté, S=5,+D=500+725=572,5.

Determinarea valorii unui capital depus cu dobanda compusa(prin
recapitalizare) pentru o perioada de n ani

Definitie: Fie C,valoarea unui capital initial depus intr-o banci cu dobianda compusi
de d % (prin recapitalizare). Valoarea capitalului final obtinut dupa o perioada de n
anieste C =C,(1+d)";

Dobinda compusa obtinuta dupa cei n ani este egali cu C —C,;

Exemplu: Sa se determine capitalul obtinut dupa patru ani prin depunerea intr-o banca a
sumei de 10000 de lei cu o dobanda compusa de 10 %. Sa se determine si valoarea
dobanzii compuse obtinuta dupa cei patru ani.

Raspuns: Capitalul obtinut dupa patru ani este

C, =10000- (1+0,1)* =10000-1, 4641 =146411ei iar valoarea dobanzii compuse obtinuta dupa

cei patru ani este C, —C, =14641-10000 = 4641lei.
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=/ Exercitii rezolvate

1. Mihai imprumutid de la banci suma de 500 lei cu o rata anuala a dobanzii
simple de

7% . Ce suma trebuie sa restituie bancii dupa o perioada de 2 ani ?

Rezolvare:

Dobéanda pe doi ani este L-SO f -2 =70=> Suma restituita dupi 2 ani este

100
70+500=570lei .
2. Pentru un imprumut de la banca s-au plitit 800 lei dobanda dupa un an. Ce suma
s-a imprumutat stiind ca dobanda simpla perceputa este de 12% ?
Rezolvare:

12% din S =800:>£-s =800=S = 800-100 _ 20000
100 12

=6667 ;

3. O persoana a depus la banca suma de 3000 RON. Care este rata dobanzii daca,
dupa un an, in cont erau 3240 RON.

Rezolvare:

27). Dobanda obtinuta de la banca dupa un an este D= 3240-3000=240 Ron;

D= %3000 =240 = p =8, rata dobanzii este de 8%;

4. O persoana imprumuta suam de 8000 lei cu rata dobanzii simple de 6% pe an.
a) Ce dobanda trebuie sa restituie bancii pentru un an?

b) Dar pentru 8 luni?

c¢) Dar pentru 90 de zile?

Rezolvare:

a) Dobanda anuala calculata pe un an din suma N este egalid cu D= p% din N.

D =6% din 8000=%-8000=480 lei pe an.

b) Dobanda anuali calculati pe n luni din suma N este egala cu D = p% din N %

D =6% din 8000-%:1-8000-2:320@ pe 8 luni.

100

¢) Dobinda anuala calculata pe n zile din suma N este egalid cu D = p% din N S

12-30°
D =6% din 8000~ﬂ=i~8000-ﬂ=1zolei pe 90 de zile.

12-30 100 360

5. Suma de 5000 de lei se depune la o banca in regim de dobinda compusa cu
procentul de dobanda de 10%. Ce suma se va obtine dupa doi ani ?

Rezolvare: C, =C,(1+d)" = 5000(L+ %)2 =5000-(1,1)? =5000-1, 21 = 6050 lei.
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6. Dupa cati ani se dubleazi o depunere de 500 de lei depusa in regim de dobanda
compusa cu un procent de 5% .

Rezolvare.

Capitalul initail depus este C, =5001ei iar capitalul final dupa n ani devine C, =1000lei.

Atunci C, =C,(L+d)" = 1000 = 500(L+ %)“ — 1000 =500(1+0,05)" =2=105". Rezult

prin logaritmarea egalitdtii in baza 10 ca

) g2 0,30 30 . .
Ig2=191,05" =1g2=nlgl,05=>n=———=——=—=15. Se obtin asadar 15 ani in care
lg1,05 0,02 2

suma depusa se poate dubla.

7. Doua banci acordd la depunerea banilor urméatoarele dobanzi anuale de 5% si

4%. O persoana depune la aceste banci suma totala de 9000 lei si dupa un an obtine

9400 lei. Ce suma de bani a depus la fiecare banca?

Rezolvare:

Fie S; suma depusa la prima banca cu dobanda de 5% iar S, suma depusa la banca a

S, +S, =9000

doua cu dobanda de 4% . Atunci, 5 4 . Scazand cele doua
( 1+ﬁ-81j+(82 +m-82]:9400

ecuatii ale sistemului se obtine: % S, + % S, =9400-9000 = 400 = 5S, +4S, =40000 .
S, +S, =9000|-(—4)
5S, +4S, = 40000

depus suma de 4000 lei iar la a doua banca a depus suma de 5000 lei.

Obtinem sistemul: { = S, =4000= S, =5000. Asadar, la prima banca a

8. Andrei vrea sa depunai la o banci o suma de bani astfel incat peste 4 ani sa obtina
suma de 7500 lei. Stiind ca banca ofera o dobanda in regim de dobanda compusa de
3% sa se afle ce sumia trebuie sd depund Andrei astfel incit sd obtind suma
respectiva?

Rezolvare:

Din C, =C,(1+d)" = 7500= N - (1,03)* = 7500 = N -1,125= N =LOO=6666 lei.

9. Florin depune la o banca o suméa de 6000 lei in regim de dobanda compusa cu o
rata a dobanzii de 10% pe an. Sa se calculeze dobanda rezultata dupi 4 ani.
Rezolvare:

C, =C,-(1+d)" unde C; este capitalul final, iar C; este capitalul initial. Dobanda este
egalicu D=C, -C, =C, [(l+d)n —1] :
Suma obtinutd dupa patru ani este C, =6000- (1+%)4 =6000-1,1* =6000-1,4641=8784,6

lei
Dobanda rezultata dupa patru ani este 8784,6—6000=2784,6 lei.

10. Care este rata dobanzii pentru o suma plasata in regim de dobanda compusa ca
aceasta sa creasca cu 20% in doi ani?
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Rezolvare:

20 o _120S, 12

s =iy ®
100 100 10
12

cum s, =5, (1+d)’ (), din (1) si(2) rezults %-Si =5 @A) S > o= (L d) =

Fie S suma initiala si S¢ suma finala. Atunci S, =S, +

d=412-1=109-1=0,09 = % . Asadar, dobanda este 9%.

11. Un capital de 160000 lei a fost plasat in regim de dobindd compusia cu rata
dobanzii de 12%. Sa se determine pe ce perioada de timp trebuie plasat astfel incat
acesta sa aduca o suma finala de 200704 lei.

Rezolvare:

Stimcd C, =C,-(1+d)" = 200704:160000-(1+%j =

200704 (112]” 12544 (112}” (112)2 (112)“ .
- — - =|=—| =[=| =n=2 ani.
160000 \ 100 10000 100 100 100

Exevcitii propuse || =\|

1. Cineva Imprumuta de la banca suma de 500 lei cu o ratd a dobanzii simple de 7,25% pe
o perioada de 2 ani. Ce suma trebuie sa restituie bancii la sfarsitul perioadei ?

2. Un capital de 60000 lei este plasat in regim de dobanda simpla pe o perioada de 2 ani cu
rata dobanzii de 10%. Ce dobanda genereaza acest capitol pe perioada plasamentului?

3. La o banca un deponent pune suma de 5000 lei cu un procent al dobanzii de 8%. Care
este dobanda obtinutd dupd un an ? Dar dupa trei ani ?

4. O persoana a depus la banca suma de 3000 RON. Care este rata dobanzii daca, dupa un
an, in cont erau 3240 RON.

5. Pentru un imprumut de la banca s-au platit 800 lei dobandd dupa un an. Ce suma s-a
imprumutat stiind ca dobanda simpla perceputa este de 12% ?

6. Sa se calculeze suma finala obtinutd de un capital de 1000 euro depus in regim de
dobanda compusa timp de 2 ani, stiind cad dobanda anuala este de 5%.

7. Un capital de 60000 lei este plasat in regim de dobanda simpla pe o perioada de 2 ani cu
rata dobanzii de 10%. Ce dobanda genereaza acest capitol pe perioada plasamentului?

8. La o banca un deponent pune suma de 5000 lei cu un procent al dobéanzii de 8%. Care
este dobanda obfinutd dupd un an ? Dar dupa trei ani ?

9. Pentru un Imprumut de la banca s-au platit 800 lei dobanda dupa un an. Ce suma s-a
imprumutat stiind ca dobanda simpla perceputa este de 12% ?

10. La o bancd un deponent pune suma de 200000 lei cu un procent al dobanzii de 15%.
Care este dobanda obtinutd dupa un an ? Dar dupa trei ani ?

11. O persoana a depus la bancd suma de 3000 RON. Care este rata dobanzii daca, dupa un
an, in cont erau 3240 RON.

12. Sa se calculeze suma finald obtinuta de un capital de 1000 euro depus in regim de
dobanda compusa timp de 2 ani, stiind ca dobanda anuala este de 5 %.
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13. Suma de 5000 de lei se depune la o banca in regim de dobanda compusa cu procentul
de dobanda de 10 %. Ce suma se va obtine dupa doi ani ?

14. Sa se calculeze suma finald obtinuta de un capital de 2000 euro depus in regim de
dobanda compusa timp de 2 ani, stiind ca dobanda anuala este de 2 %. Care este valoarea
dobanzii obtinuta dupa cei 2 ani.

15. Sa se calculeze suma finala obtinutad de un capital de 4000 lei depus in regim de
dobanda compusa timp de 3 ani, stiind ca dobanda anuala este de 10 %. Care este valoarea
dobanzii obtinuta dupa cei 3 ani.

16. Suma de 10000 de lei se depune la o banca in regim de dobanda compusa cu procentul
de dobanda de 8 %. Ce suma se va obtine dupa doi ani ? Care este valoarea dobanzii
obtinuta dupa cei 2 ani.
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9.3 Probabilititi

Un pionier al teoriei probabilitatilor a fost matematicianul Jacob
Bernoulli( 1654-1705) care prin opera sa ,,Ars conjectandi” publicata de
nepotul sdu N. Bernoulli in 1713, a stipulat faptul cd aceasta teorie este
fundamentala pentru studiul fenomenelor de masa, dand in acest sens
celebra sa ,,teoremd a numerelor mari” in care defineste relatia matematica
dintre frecventd si probabilitate, dupa efectuarea unui numar mare de
experinete pentru calculul probabilititii unui eveniment.

Rezultatele sale au constituit fundamentul aplicarii probabilitatilor in studiul teoriei

.....

teoria deciziei, in economie, sociologie, astronomie, dar si in celelalte domentii stiintifice.

Definitie: Se numeste probabilitate o functie P: P(E) — [0;1] cu proprietatile:
P(A)>0, VAe P(E),

P(E)=1, unde E este evenimentul sigur;

P(AUB) = P(A)+P(B), VA Be P(E), AnB=0;

Tripletul (E; P(E); P ) se numeste camp de probabilitate asociat unei experiente
aleatoare.

Evenimente echiprobabile

Definitie: Doua sau mai multe evenimente se numesc evenimente echiprobabile daca au
aceeasi probabilitate.

Teorema: Fie E un domeniu de probabilitdi finit si A, i=1nevenimente echiprobabile.

Atunci, p(Ai)=1,Vi=1,_n.
n

Tn principiu, determinarea probabilititii unui eveniment se face dupa formula:
_ Numarul cazurilor favorabile realizarii evenimentului
Numarul cazurilor egal posibile realizarii evenimentului ’

Exemple:
1) Care este probabilitatea ca la aruncarea unui zar sa iasa fata 6 ?

Raspuns: Exista un singur caz favorabil — fata 6 din cele sase posibile , fetele de la 1 la 6;

=>P= 1 ;
6
2) Care este probabilitatea ca la aruncarea a doua zaruri sa iasa fetele 6 — 67
Raspuns: Exista un singur caz favorabil — perechea 6 -6 din cele 36 posibile , fetele de la
1-1,
1-2; panala 6-6; = P _L ;
36

3) Care este probabilitatea ca la aruncarea a douad zaruri sa 1asd fetele 2 — 5?
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Raspuns: Exista doua cazuri favorabile, perechile (2;5) respectiv (5;2) din cele 36 egal

posibile. = P =2 = - ;
36 18
Proprietati:
1. Daca A, B,C e P(E)disjuncte doua cate doua atunci :
a) p(D)=0;

b) p(A)=1-p(A);

c) P(AUBUC) = p(A)+ p(B)+ p(C).

2.Daca A, BeP(E)si Ac Batunci p(A) < p(B).

3. Daca A, B e P(E)sunt doua evenimente oarecare, atunci
P(AUB) = p(A)+p(B) - p(ANB).

Exemplu: O urna contine 4 bile albe si 6 bile negre. Se scot simultan doua bile. Se cere sa
se determine probabilitatea extragerii a doud bile: a) de aceeasi culoare;

b) de culori diferite.

Rezolvare:

a) Se pot extrage doua bile albe sau doua bile negre.

Notam cu A evenimentul de a se extrage doua bile albe si cu B evenimentul de a se extrage
doua bile negre.

czZ ¢ 2 1 7

A==,

C, C2 15 3 15

b) Pentru a determina probabilitatea evenimentului ce consta in extragerea a doua bile de
culori diferite(eveniment pe care-1 notam cu C), vom calcula mai intai probabilitatea

evenimentului contrar (C) care Tn cazul nostru este tocmai probabilitatea evenimentului de

a se extrage douad bile de aceeasi culoare, adica probabilitatea de la punctul a).
— 7 8
Asadar, p(C)=1-p(C)=1-—=—.
sadar, p(C) p(C) T IE

Atunci, P(AUB)=p(A)+ p(B)=

Probabilitati conditionate. Evenimente independente

Definitie: Fie E un domeniu de probabilitati pe care este definitd o probabilitate p. Fie A si
B doua evenimente, p(A)=0. Se numeste probabilitatea lui B conditionata de A,
p(AnB)

p(A)

numarul p,(B)=

Exemplu: In doui urne se afli un numar de bile dupa cum urmeaza: In prima urna se
gasesc 4 bile albe si 5 negre iar in a doua urna se gasesc 6 bile albe si 8 negre. Din una din
urne, fard sa stim din care, se extrage o bild. Care este probabilitatea ca bila extrasa sa fie
alba.

Rezolvare: Notam cu A evenimentul ca bila extrasa sa fie alba, notam cu B evenimentul ce

constd in extragerea unei bile albe din prima urnd si notdam cu C evenimentul ce constd in
C . . . 4 .
extragerea unei bile albe din urna a doua. Atunci, p,(A)= 3 iar p.(A) = % :%.
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Definitie: Doua evenimente A si B se numesc independente daca P(AnB) = p(A)- p(B).

C e el . . .- 2. .
Exemplu: Doi tragatori ochesc o tinta , primul cu probabilitatea c iar al doilea cu

- 1 .- . . o - -
probabilitatea 3 Care este probabilitatea ca tinta sa fie atinsa de doua ori?

Rezolvare:

Notam cu A evenimentul ca tinta sa fie atinsa de primul tragator si notam cu B
evenimentul ca tinta sa fie atinsd de al doilea tragator, evenimente independente unul de
altul.

Atunci, probabilitatea ca {inta sd fie atinsa de doua ori este

P(AB)=p(A)- p(B) =§-

Gl

1
3
Scheme clasice de probabilitati

1. Formula probabilitatii totale

Definitie: Fie E un domeniu de probabilitati si A, A, A,,...., A € P(E) evenimente. Acestea
formeaza un sistem complet de evenimente daca:
AAVAUAU..UA =E; D)ANA=0,Vizj; c)p(A)=0, i=1Ln

Teorema. Daca A, A, A,...., A formeaza un sistem complet de evenimente, atunci pentru
orice eveniment A exista formula: p(A)=p(ANA)+p(ANA)+..+ p(AnA,)si din

definitia probabilitatilor conditionate rezulta:
P(A) = p(A)- P4 (A + P(A) - Pa (A)+...+ P(A)- Py (A).

Exemplu: O urna contine 10 bile albe si 6 bile negre. Se extrag 3 bile una dupa alta (fara a
le introduce la loc). Care este probabilitatea ca prima bild sé fie alba, iar celelalte sa fie
negre.

Rezolvare: Consideram evenimentele

A: prima bila extrasa este alba;

B: a doua bila extrasa este neagra;

C: a treia bild extrasa este neagra.

Atunci, p(ANBNC)=p(A)- po(B)- pps(C) =—=— —

2. Schema bilei neintoarse
Teorema. Intr-o urni sunt a bile albe si b bile negre. Daci din aceasti urni se extrag
succesiv n bile fara intoarcerea lor in urna ( sau se scot n bile deodata), atunci
probabilitatea ca dintre cele n bile, p sa fie albe si q sa fie negre este dat de
C-G

C2+b
Exemplu: Dintr-un lot de 50 de mingi de fotbal , 6 mingi au defecte remediabile. Din acest
lot au fost luate la intamplare 8 mingi . Care este probabilitatea ca din acestea, 7 sa fie
bune iar una sa aiba un defect ?
Rezolvare:

numarul p =
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Exemplu: Tntr-o urna sunt 6 bile albe si 8 negre. Se scot doui bile succesiv fara intorcerea
bilelor in urna. Care este probabilitatea:

a) pentru a obtine doua bile albe ?

b) pentru a obtine 2 bile negre ?

c) pentru a obtine o bild alba si una neagra ?

Rezolvare.
2 0 0 2 1 1
ci 91 c, 13 c, 91

3. Schema lui Poisson (sau schema bilei Tntoarse)

Teorema. Daca pentru n evenimente independente A, A,, A,,...., A se cunosc probabilitatile
Py Pyy Pss--es P, » atunci, probabilitatea ca sa se realizeze k evenimente din ele i sd nu se
realizeze n-k din ele este datd de coeficientul lui x* din polinomul

P(X) = (PX +6)(PX +,)-...- (P, X +6,) unde g, =1-p;, Vi=1n.

Exemplu: Trei vanatori trag asupra unei tinte avand inregistrate urmatoarele probabilitati
de atingere a tintei dupa cum urmeaza:

Primul atinge tinta cu probabilitatea p, = % ,al doilea cu probabilitatea p, = % respectiv, al

treilea cu probabilitatea p, :%.

a) Care este probabilitatea ca tinta sa fie atinsa de trei ori ?
b) Care este probabilitatea ca tinta sa fie atinsa de doua ori ?
c) Care este probabilitatea ca tinta sa fie atinsa cel putin o data ?
Rezolvare:
e e m s 1 1 1 2 3 2
Se determind mai intai ¢, =1-p, :1—5 =5 G =1-p, =1—5 =3 % =1-p, :1_§:§ _

a) probabilitatea este egald cu coeficientul lui x*din polinomul

b) probabilitatea este egala cu coeficientul lui x*din polinomul

P(X)=(p,X +q,)(P,X +0,)(P; X +0,) si anume, p=p,-P,-d; + P,0,0, + G P,P; =
112123113 1 1 1 11

¢) Determindm probabilitatea evenimentului contrar care este egala cu coeficientul lui x°si
anume, probabilitatea ca tinta sa nu fie atinsa deloc este

— 122 2 . o . g . . <
p(A)=0,-0, 0y =—"—"— = E.Atunm, probabilitatea ca finta sa fie atinsa cel putin o data

— 2 13
este p(A)=1-p(A)=1-—=—.

p(A)=1- p(R) =1~ =2
Exemplu: O urna contine 8 bile albe si 6 bile negre. Se extrage o bila, dupa care se
introduce 1n urna si apoi se mai extrage o bila. Determinati probabilitatea urmatoarelor

evenimente:
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A: extragerea a doua bile albe;

B: extragerea a doua bile negre;

C: extragerea unei bile albe si a unei bile negre.
Rezolvare:

P(A) = PP, =

88

. 6 6
14 14

. 8 6
14 14

p(B)qu-qzz p(C):pl'q2:l4'14'

4. Schema binomiala (sau schema lui Bernoulli)

Teorema. Consideram o experientd si un eveniment legat de aceasta, avand probabilitatea

cunoscuti p. In aceasti situatie, probabilitatea ca evenimentul si se realizeze de k ori cand

se efectueaza experienta de n ori este datd de numarul C*p*-q"*unde q=1-p.

Exemple:

a) Se arunca 5 monede. Care este probabilitatea ca sa apara de 3 ori stema si de 2 ori fata ?

Rezolvare: A aruna 5 monede este echivalent cu a arunca de 5 ori o moneda. Probabilitatea

de a apare stema la o aruncare este egald cu probabilitatea de a apare fata, in acest caz

avem p=qg-= 1 , k=3 iar probabilitatea cerutd este egald cu 3 (1]3 .(1)2 :
2 5 \2 2

b) Un vanator atinge o tinta dintr-un foc cu probabilitatea de 0,4. Daca trage 8 focuri

asupra tfintei, care este probabilitatea sa o atinga de 3 ori ?

Rezolvare: k=3,n=8, p=0,4= % _2 =q :1_§ = g.Atunci, probabilitatea ceruta este

5
ot (22"

=/ Exercitii rezolvate

1. Tntr-o urni sunt 18 bile din care 12 albe si 6 negre. Cineva extrage o bili firi sa
vada continutul urnei. Care este probabilitatea ca sa extraga o bila alba ?
Raspuns:
Numarul cazurilor favorabile realizarii evenimentului
Numarul cazurilor egal posibile -

P=

6

Sunt 12 cazuri favorabile de a extrage o bila alba, atunciP = 12; zg
2. Sa se calculeze care este probabilitatea ca la aruncarea unei monezi sa apara
stema? Dar daca aruncam patru monezi, care este probabilitatea sa apara de patru
ori stema?
Raspuns:
Numarul cazurilor favorabile realizarii evenimentului

Numarul cazurilor egal posibile - P—

P=
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3. 1Intr-o urni sunt 10 bile albe si 6 bile negre. Care este probabilitatea ca la o

extragere sa iasa o bila neagra?

Raspuns:

Numarul cazurilor favorabile realizarii evenimentului
Numarul cazurilor egal posibile C p_

P= 3
g '

4. Calculati probabilitatea ca, alegind un numér n din multimea numerelor naturale
de doua cifre, acesta sa verifice inegalitatea n(n—10)(n—11) <0.

Rezolvare:

Cum n este natural deci pozitiv rezulta

n(n-10)(n-11) <0< (n-10)(n-11) <0=> n €[10;11] "N = {10;11} . Deci 2 cazuri favorabile
S-a folosit semnul functiei de gradul al doilea f(n)=(n—-10)(n—11) =n*-21In+110.

Numar cazuri egal posibile: 90 de numere de doua cifre.

Numar cazuri favorabile 2 1

~ Numar cazuri egal posibile "90 45

5. Din cei 28 de elevi ai unei clase 12 sunt inscrisi la echipa de fotbal iar 10 la
echipa de handbal. Stiind ca 11 elevi nu sunt inscrisi la nicio echipa de sport si ca sunt
elevi care sunt inscrisi la ambele echipe sa se determine probabilitatea ca alegand un
elev la intamplare acesta si fie la ambele echipe de sport ?

Rezolvare:

Fie A multimea elevilor inscrisi la fotbal si B multimea elevilor Inscrisi la handbal. Atunci,
A B reprezintd multimea elevilor care sunt in ambele echipe

Din cei 28 de elevi ai clasei 1i scadem pe cei care nu sunt la nicio echipa de sport adica 28-
11=17 elevi.

Atunci, card(AuB) =card A+Card B—card(AnB)= 17=12+10-card(AnB) =
card(AnB)=22-17=5 adica exista 5 elevi Inscrisi in ambele echipe. Probabilitatea este
Numar cazuri favorabile 5

egala cu P= - — =
Numar cazuri egal posibile 28

6*. Un imparat a dorit sa-1 puni la incercare pe inteleptul curtii supunandu-| la o
proba de incercare. Astfel, imparatul a cerut si i se aduca doui urne in care, in una
erau cincizeci de bile albe iar in cealalti erau cinczeci de bile negre. inteleptului
curtii i s-a cerut s aranjeze cum vrea el bilele in cele doua urne astfel, atunci cand
va extrage o bila fara sa vada bilele si cele doua urne de unde extrage, daca va iesi o
bila alba va primi un dar pretios dar daca va scoate o bild neagra va trebui sa
paraseasca curtea.

Cum a procedat inteleptul ca si-si maximizeze sansa de a extrage o bila alba si
astfel de a raméne la curte?
Rezolvare:

Inteleptul curtii a procedat astfel: In prima urni a lisat o singurd bild albi iar in a
doua urnd, pe langa cele 50 de bile negre le-a adaugat si pe celelalte 49 de bile albe.
Astfel, in prima urna exista o bil alba iar in a doua urna sunt 99 bile din care 49 albe iar 50
negre.
Problema revine la calculul unei probabilitati totale adicd, daca consideram urmatoarele
evenimente:
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A- reprezintd evenimentul ca bila extrasa sa fie alba;
Al- reprezintd evenimentul ca extragerea sa fie facuta din prima urna;
A2- reprezintd evenimentul ca extragerea sa fie facuta din a doua urna.
Atunci, probabilitatea ca bila extrasé sa fie alba este data de

1 49

P(A)=P(A)-P, (A)+P(A,)-P, (A)——l 299 =0:5+0,5:0,49=0,5+0,245=0,745.

7*.  Intr-un magazin existi 3 cutii cu cite 24 de becuri fiecare. Prezinti defecte de
fabricatie 6 din prima cutie, 4 din a doua cutie si 3 din a treia cutie. Un client
cumpaira un bec din fiecare cutie. Care este probabilitatea ca din cele trei becuri pe
care le-a cumparat, unul singur sa fie defect?
Rezolvare: Folosim schema lui Poison

Notdm cu p, probabilitatea ca un bec luat din din cutia i sd fie defect si cu g

probabilitatea ca becul luat din cutia i sd nu fie defect.

Cutia | Numar | Defecte | Fara defecte | Probabilitatea
becuri
1 24 6 18 6 1 18 3
—== 1-psau g =—=—
P = YR 4, =1-psSau g = Y
2 24 4 20 4 1 20 5
— == =1-p,saU g, =—=—
P, = 6 0, =1-p, d, 21" 6
3 24 3 21 3 1 21 7
—== =1-p,sau
Ps = 24 8 =0 =1-p; 0; = o4 8
Probabilitatea ca din cele trei becuri unul singur sa fie defect este dat de coeficientul
lui t! din polinomul Q) =(pt+a,) (pt+0,) - (pst+0,) adica

P_pl'qz'q3+q1'p2’q3+q1'qZ'p3:
157 3 1 7 3 51 171

468 468 468 192

8*. Se cunoaste ca in medie, 80% dintre absolventii clasei a XII-a de la un liceu din
Buzau, care sustin examenul de bacalaureat reusesc. Care este probabilitatea
urmatoarelor evenimente ca dintr-un grup de 20 de absolventi de la acelasi liceu:

a) toti sa reuseasca;

b) sa nu reuseasca niciunul ;

¢) cel putin 2 sa reuseasca.

Rezolvare: Folosim schema binomiala sau schema lui Bernoulli

Fie A evenimentul prin care un candidat reuseste la examenul de bacalaureat,

80 . - - . -
atunci, P(A) = 00 =0,8. Evident, ca sd nu reuseasca, evenimentul contrar are probabilitatea

g=1-p=0,2

a) Connform schemei binomiale, ca din cei 20 de candidati toti sid reuseasca acest

eveniment va ave a probabilitatea egald cu P=C2 p*-q° =0,8%;

b) Pentru ca niciunul sd reugeasca, probabilitatea este Co,p°-q* =0,2%.

c) Evenimentul ce consta in reusita a cel putin doi (B) este echivalent cu probabilitatea
evenimentului contrar ca cel mult unul sa reuseasca. P(B)=1-P(B)unde, probabilitatea

ca cel mult un absolvent si reuseasca este P(B) =C2%0,8°-0,2% +C,0,8"-0,2"° .
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9*. O fata primeste 12 scrisori fara a avea numele expeditorilor scrise pe ele de la
colegii de clasa, astfel, S provin de la Andrei, 3 de la Florin si 4 de la Marius.

Care este probabilitatea ca din patru scrisori pe care le ia la intimplare sa le
citeasca:

a) trei sa provina de la Andrei si una de la Florin;

b) una singura sa provina de la Marius.

Rezolvare: Folosim schema bilei neintoarse

a) Din cele 5 scrisori de la Andrei existd un numar de C; alegeri de céte 3 scrisori din

acestea si din cele 3 scrisori de la Florin, pentru a alege o singura scrisoare existda un
numar de 3 alegeri care se pot face, adica C: =3. Numarul de cazuri egal posibile este egal

cu C,, adica numarul de moduri in care putem alege 4 scrisori din cele 12.

5! 3
. C2-C: 3121 30 2
Atunci, p=—2==%_-= =—.
ci 12! 559 33

8L 41

g, v,

CS de alegeri a celorlalte 3 scrisori din restul de 8 scrisori, avem
8!

ciCl gt 224

PTTcn T2 Tags

8l 41
Exevcitii propuse l+|=\|
1. Sa se calculeze probabilitatea ca alegdnd un element din mulfimea

2. Care este probabilitatea ca alegdnd un numar din multimea A={1;2;3;4;5}, acesta s

verifice inegalitatea 2" > n”.
3. Sé se determine probabilitatea ca alegand un numar din multimea A={0;1;2;3;4,5} acesta

sa verifice inegalitatea n! (50.

4. Sa se determine probabilitatea ca alegdnd unul din numerele P,;; A;;C; acesta sa fie
divizibil cu 3.

5. Tntr-o urna sunt 18 bile din care 12 albe si 6 negre. Cineva extrage o bila fara si vada
continutul urnei. Care este probabilitatea ca sa extragd o bild alba ? Dar o bild neagra ?

6. Tntr-o clasa de 32 de elevi, 20 practica un sport, 16 canti la un instrument. Daci se alege
la intdmplare un elev, care este probabilitatea ca el sd practice si un sport, si sa cante la un
instrument ?

7. Se arunca simultan doud zaruri. Sa se calculeze probabilitatea ca suma numerelor
obtinute pe cele doua zaruri sa fie para.

8. ntr-o urna sunt 100 de bile numerotate de la 1 la 100. Si se determine probabilitatea ca
extrdgand o bild din urna, numarul bilei sa fie divizibil cu 5.
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9. Se considera toate numerele naturale de patru cifre scrise cu cifrele 0; 1; 2; 3. Sa se
determine probabilitatea ca alegénd un astfel de numar, acesta sa fie divizibil cu 2.
10. Sa se calculeze probabilitatea ca alegdnd o submulfime nevidda a mulfimii

A={1,2;3;4;5} aceasta sa aibd toate elementele impare.

11. Sa se determine probabilitatea ca alegand un numar din multimea {P4; A?;CSZ} , aceasta

sa fie divizibil cu 4.

12. Tntr-o clasi de 32 de elevi, 20 practicd un sport, 16 canti la un instrument. Daci se
alege la intdmplare un elev, care este probabilitatea ca el sd practice si un sport, si sa cante
la un instrument ?

13. Tntr-o urna sunt 18 bile din care 12 albe si 6 negre. Cineva extrage o bila fara sa vada
continutul urnei. Care este probabilitatea ca sd extraga o bila alba ? Dar o bild neagra ?

14. Sa se calculeze probabilitatea ca alegand un element din multimea A={1;2;3;4.......40}

acesta sa fie patrat perfect.
15. Sa se calculeze probabilitatea ca alegdind un element din multimea

16. Care este probabilitatea ca alegand un numar din multimea A={1;2;3;4;5}, acesta sa

verifice inegalitatea 2" > n.

17. Sa se calculeze probabilitatea ca alegand un numar natural de doua cifre, acesta sa fie
patrat perfect.

18. Sa se determine probabilitatea ca alegind un numar din multimea
A={0;1,2;3,4,.......,50}, acesta sa fie divizibil cu 4;

19. Sa se determine probabilitatea ca alegind un numar din multimea
A=1{0;1;2;3;4,5} acesta sa verifice inegalitatea n! (50.

20. Sa se determine probabilitatea ca alegand unul din numerele Pj; A};C; acesta sa fie
divizibil cu 3.

21. Sa se calculeze care este probabilitatea ca la aruncarea unei monezi sa apara stema?
Dar daca aruncam patru monezi, care este probabilitatea sa apara de patru ori stema?

22. ntr-o urna sunt 10 bile albe si 6 bile negre. Care este probabilitatea ca la o extragere sa
1asd o bild alba? Dar o bila neagra?

23. Intr-o urnd sunt 100 de bile numerotate de la 1 la 100. S se determine probabilitatea
ca extragand o bila din urna, numarul bilei sa fie patrat perfect?. Dar ca numarul bilei sa fie
par?

24. Calculati probabilitatea ca alegand un numar de doud cifre din multimea numerelor
naturale, acesta sa aiba cifrele egale.

25. Calculati probabilitatea ca alegdnd un numar de doua cifre din multimea numerelor
naturale, acesta sa fie format doar din cifre pare.

26. Calculati probabilitatea ca alegind un numar de doud cifre din multimea numerelor
naturale, acesta sa fie divizbil cu 10.
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0.4 Statistica matematici

Statistica se ocupa cu gruparea, analiza si interpretarea datelor referitoare la anumite
fenomene precum si cu unele previziuni privind producerea lor ulterioara.
Se numeste populatie statistica, orice multime care formeazd obiectul unei analize
statistice.

O trasdtura comund tuturor unitatilor unei populatii statistice se numeste
caracteristica.
Exemplu: In cazul repartitiei elevilor dintr-o clasid dupi notele obtinute la matematici
avem:
- multimea tuturor elevilor este populatia statistic;
- fiecare elev este o unitate statistica;
- nota obtinuta la matematica constituie caracteristica studiata.

Fie o populatie statistica cu o caracteristicd X care ia valorile X, X, X;,...., X, $1
n, cu 1<i< p numarul de indivizi pentru care caracteristica X ia valorile x .
Perechea (x,n ), se numeste serie statisticd iar n, frecventele cu care apar valorile x; .

Tn cele ce urmeazi prezentim o serie de proprietiti ale unei serii statistice raportate la
evaluarea rezultatelor unei clase de elevi la un test.

Utilizarea statisticii Tn evaluarea rezultatelor la un test
O clasa de elevi a dat un test in urma caruia s-au inregistrat urmatoarele rezultate:
Caracteristica X de studiat: nota ;

Valoarea caracteristicii: note de la 1 la 10;
Frecventa absolutia: numarul de note corespunzator valorii caracteristicii;

Note Xi | Xg [ Xy [ Xz [ Xa [ Xs [Xe | X; | Xg [Xg | X; | Total
-Valoarea 0 elevi
caracteristic 1 12 |3 4 5 6 7 8 9 n
I 10
Numar
elevi nj (0 |0 |4 7 8 7 6 2 1 0 |35
-Frecventa
absoluta
Procentaj 0 |0 12 20 22 20 17 6% (3% |0 100
% % % % % % %
(%), i= 1,10 se numeste serie statistica si ilustreaza frecventa rezultatelor in urma
unui test.
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> n, =nindici efectivul total de elevi;
i=1

Q5 ag - n. .
Frecventa relativa a valorii x; este numarul f, =—-, unde ,, n” este efectivul total de
n

elevi.

Frecventa absolutid cumulata crescitoare a valorii X; indica cati elevi au obtinut note
sub x; (inclusiv x;); N, =n, +n, +...+n;.

Frecventa absoluta cumulata descrescatoare a valorii x; indica cati elevi au obtinut note
peste x; (inclusiv x;); N, '=n, +n,; +...+n,.

i+1

Note ;i (112 |3 4 |5 6 7 8 9 10
-Valoarea caracteristicii
Frecventa relativa f {00011 (0,2/0,22|0,2 {0,127 |{0,05/0,02|0

Frecventa absoluta | N; [0 |0 |4 11 |19 |26 |32 34 |3 |0
cumulata crescatoare a
valorii X;

Frecventa absoluta | N, |0 |0 |35 31 |24 |16 |9 3 1 0
cumulata
descrescatoare a valorii
Xj

Graficul seriei: Diagrama barelor.

Poligonul frecventelor:

O R N W A U1 O N 0 O
T
1
T
1
T
1

N\, 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

O R N W A U1 O N 0 ©
| —

Lol 2

b
2

3 45 6 7 8 910

Dominanta x; aseriei (x;,n;), i =1,10 este valoarea caracteristicii cu frecventa

maxima.

Xs = 5 este dominanta seriei intrucat are frecventa cea mai mare, Ns = 8;
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Mediana ,,M” a seriei (xi N ) i =1,10 indica valoarea din mijlocul sirului valorilor
. c KXy XXy Xgea Xy e Xyo-- X%
. 20 Ageerfg 0 0
aranjate crescator: .
node x npdex, ngdex o de X

3,3,3,3,4,4,4,4,44,45,555,5,5,5,5,6,6,6,6,6,6,6,7,7,7,7,7,7,8,8,9.

. . n+1
Pentru n note, n impar, mediana ,,M ,, este a

-a valoare din sir;

. . 1. n . N .
Pentru n par, mediana ,,M” este media dintre a 5 -a si > +1 - a valoare din sir;

35+1 = % =18- a valoare din sir,

Pentru n= 35 rezulta n impar, atunci mediana M este a

adica
valoarea 5 si corespunde celui de-al optsprezecelea elev. M=5;

. . o T 9 18
Media sau valoarea medie a unei serii (x;,n;), i=1,10este numirul m==>"x -n;.
n ‘=

~1-0+2-0+3-4+4-7+5-8+6-7+7-6+8-2+9-1+10-0 189
35 35

n=35, m =5,40

Amplitudinea descrie imprastierea caracteristicii X si este datd de diferenta dintre cea mai
mare §i cea mai mica valoare a caracteristicii: A= X, — X ;.
Amplitudinea notelor: A =9 -3 =6;

Amplitudinea seriei: A=8-1=7;

Abaterea absoluta, |x -m|, reprezinta diferenta dintre fiecare valoare X; si valoarea medie
,,IN”° a seriei statistice luata in modul.

Abaterea medie liniari a unei serii statistice (x;,n;), i =1,10 reprezinti media
aritmetica a abaterilor tuturor valorilor caracteristicii de la valoarea medie (m), luata in
modul. Ea indica cu cat se abate nota fiecarui elev de la media clasei.

10
2% —ml-n,
— i=1 o

d= ;

n
Note Xj X1 [ X, X3 X4 Xs Xs X7 Xs X X1 Tot
- al
Valoare 1 |2 3 4 5 6 7 8 9 10 Elev
a I
caracteri
sticii
Numar
note n; 0 |0 4 7 8 7 6 2 1 0 35
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Frecvent
a
absoluta

Abateri | Xj-m |0 |0 -24 1-14 |1-04 |06 |16 |26 |36 0

Abateri | [x-m/ [0 |0 24 (14 |04 |06 |16 |26 |36 0
absolut
e

| —m|-n, 0 |0 96 |98 |32 |42 |96 |52 |36 0

X, —m|-Ny+...+|X—m[-n, 9,6+9,8+3,2+4,2+9,6+5,2+3,6
n 35

Nota fiecarui elev se abate de la media clasei, in medie cu 1,29.

i(xi _m)z N,

Dispersia valorilor x,x,, X, ..., X, este datd de formula s=-=

n

(24 4+1,4°7+0,4°-8+0,6"7+16°-6+26"-2+3,6"1 _
35
_ 23,04+13,72+1,28+2,52+15,36+13,52+12,96 82,4

35 35

=2,35.

Abaterea medie patratica sau abaterea standard a valorilor x,Xx,,X; ..., X, este

numarul o= \/g .

0 =4/2,35=153.

Curba lui Gauss semnifica reprezentarea grafica a probabilitatii repartizarii unor valori in
functie de o medie standard.

Notele obtinute respecta curba lui Gauss (repartitia normalad) daca suma valorilor n;
cuprinse intre m—o si m+o trebuie sa reprezinte 68% din efectivul total, n.

o =1,53rezulta ca in intervalul [5,4-1,53; 5,4+1,53]=[3,87;6,93] se gisesc un numar de
7+8+7=22 elevi ceea ce reprezintd 63% din totalul de elevi.

) O\

. / ™~

. / \

\ / \

) [ \

5 / \

) / AW
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Comentariu:

Cu cat numarul valorilor caracteristicii X, este mai mare, adica sa fie scrise toate
notele fard a fi rotunjite, cu atit valoarea procentului este mai apropiata de 68% iar curba
lui Gauss este mult mai bine reprezentata avand forma unui clopot.

m Teste de autoevaluare

Testul 1. Calcul financiar
1. Sa se calculeze 24%din 450.
2. Daca 12% dintr-un numar este egal cu 6, sa se afle numarul respectiv.
3. Sa se determine cat la suta reprezinta numarul 8 din 32 ?
4. La o bancd un deponent pune suma de 5000 lei cu un procent al dobanzii de 8%. Ce
dobanda obtine dupa un an ? Dar dupa trei ani?
5. Suma de 5000 de lei se depune la o bancd in regim de dobanda compusa cu procentul de
dobanda de 10%. Ce suma se va obtine dupa doi ani ?
6. Sa se determine pretul initial al unui produs, care dupa doua scumpiri succesive de 10%

respectiv 5% este de 300 lei.

Testul 2. Probabilitati
1. S& se calculeze probabilitatea ca alegdind un element din mulfimea

2. Care este probabilitatea ca alegdnd un numdr din multimea A={1;2;3;4;5}, acesta sa

verifice inegalitatea 2" > n”.
3. Sé se determine probabilitatea ca alegand un numar din multimea A={0;1;2;3;4,5} acesta

sa verifice inegalitatea n! (50.

4. Sa se determine probabilitatea ca alegand unul din numerele P,;; A;;C; acesta s fie
divizibil cu 3.

5. Tntr-o urna sunt 18 bile din care 12 albe si 6 negre. Cineva extrage o bila fara si vada
continutul urnei. Care este probabilitatea ca sd extraga o bila alba ? Dar o bila neagra ?

6. Intr-o clasa de 32 de elevi, 20 practica un sport, 16 canti la un instrument. Daca se alege
la intdmplare un elev, care este probabilitatea ca el sa practice si un sport, si sa cante la un
instrument ?

164



Hdrian Btan Matematica PBlasa a R-a

Cap. 10. ECUATIILE DREPTEI iN PLAN

10.1 Reper cartezian in plan. Distanta dintre doui puncte din plan

Y
Ye B{ KB;YB)
YEB - YA
YA A(xa,ya) C(xe,ya)
1 1 >
O Xa | | xB X
XB - XA

1. Distanta dintre doud puncte A(X,,Y,), B(X;,Ys) din plan este dati de formula

AB = \/(XB - XA)2 + (yB - yA)2
Exemplu: Sa se calculeze lungimea segmentului determinat de punctele A(-2;2), B(-3;3).

AB :\/(xB —Xp)? (Ve —¥a) =(-3+2)7 +(3-2)? =1+1=12.

2. Mijlocul unui segment [AB] unde A(X,,Y,), B(Xg,Ys) este dat de formula

M(XN+& yw+mj
2 2 )

Exemplu: Sa se determine mijlocul segmentului determinat de punctele A(-2;2), B(-3;3).

M (—2+(—3),2+3j: M (—_5&)
2 2 22

3. Centrul de greutate al unui triunghi ABC unde

X, + Xg + X + Y, +
A(X,,Y,), B(X5,Ygs) C(Xc,Ye) este dat de formula G( A 28 c I yZB ycj.
Exemplu:
Sa se determine centrul de greutate determinat de punctele A(L3), B(—2,—4), C(4,7)

G(1+(—2)+4 3+(-4)+7

e j=G@3)
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=/ Exercitii rezolvate

1. in plan se consideri punctele B(2;—2), C(3;2). Si se determine mijlocul segmentului
BC.

Rezolvare: Mijlocul segmentului [BC]: M (XB er X Yo ; Ye j =M GO]

2. Sa se calculeze lungimea segmentului determinat de punctele A(-2;2), B(-3;3).
Rezolvare:  AB =./(X; —X,)? +(Ys — V)2 =4/(-3+2)? +(3-2)? =/1+1=42.

3. Fie ABC un triunghi oarecare unde A(-1;2), B(4;-2) si C(0;3). Sa se determine
perimetrul triunghiului.

Rezolvare: AB =[(X, —X,)? +(Yg — Ya)? = /(4= (=D)? +(~2—2)? =/25+16 = /41
BC =/16+25 =41, CA=+1+1=+/2. Atunci, P,;. = AB+AC +BC =2/41++/2.

4. Tn plan se considerd punctele A(L6), B(-3;2), C(5,-2). Si se calculeze lungimea
medianei duse din varful Ain triunghiul ABC.

Rezolvare: M este mijlocul segmentului [BC]: M[XB;XC,yB;ycjzlvl(l;o) Atunci,

lungimea segmentului [ AM Jeste AM =/(x,, —X, )’ + (¥ —¥»)’ =6’ =6.

5. Si se calculeze perimetrul triunghiului echilateral de latura [ABJunde A(-2;1)si

BL4);
Rezolvare: Triunghiul  ABC este echilateral, atunci P,. =3AB. Cum
AB = {[(Xg =X, )% + (Vg — Ya)? = =L (-2))* +(4-1)? =3* +3* =18 =32 rezultd

P =3AB=3-3/2=92.

6. Sa se determine simetricul punctului A(2;-8) fata de punctul B(0;4).
Rezolvare: Fie C(x;y)simetricul lu A fata de B, adica B este mijlocul lui AC. Atunci,

0:%:x:—2§i 4:$:> y =16. Rezulta C(-2;16).

Exevrcitii propuse || :\I

1. Sa se calculeze distanta de la punctul A(- 4; 8) la originea reperului cartezian XOY.
2. Sa se calculeze perimetrul triunghiului ABC unde A(2;0), B(3;-1), C(0;4).
3. Sa se calculeze aria patratului ABCD stiind coordonatele punctelor A( 2; 3), B( 5; 1).
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4. Tn reperul cartezian xOy se considera punctele A(—4;-1)si B(2;5). Si se determine
coordonatele punctului M, unde M este mijlocul segmentului [AB].

5. In plan se considera punctele A(L;6), B(-3;2), C(5;—2). Sa se calculeze lungimea
medianei duse din varful A in triunghiul ABC.

6. Se considera pe o dreapta punctele A(4), B(6) . Sa se determine M(x) astfel incat
AM?+BM?*=2;

7. Sa se calculeze distanta de la punctul A la punctul de intersectie al dreptelor d si g in
cazurile:

a) A(=3,2), {

d: 3x+2y+1=0_
g: x+3y—-2=0 ’

: 2y-1=
b) A(L4), {d N
g: 3x+y+7=0

8. Sa se calculeze lungimea segmentului AB 1n urmatoarele situatii:

a) A(=31), B(L4); b) AG;2), B(3,5); ) A(-8;2), B(4;7);

9. Sa se calculeze perimetrul tringhiului ABC in urmatoarele situatii:

a) AL2), B(52), CG -1 ; b) AL-3), B(24), C(-41; c) A(-30), B(0;3), C(4-4);
10. Sa se calculeze distanta de la simetricul punctului A(-1; 1) fata de axa OX la
simetricul punctului B (2; 4) fatd de axa OY.

11. Sa se calculeze distanta de la punctul B( - 2; 1) la punctul de intersectie al dreptelor
(d)): 3x-2y+1=0_

(d,): x+3y-7=0 ’

12. Sa se determine mijlocul segmentului AB unde :

a) A(-8;-4), B(4;6); b) A(24), B(-13) ; ¢) A(0), B(23); d) A(-33), B(L2);

13. Se considera punctele A(-4;-2), B(1;3), C(6;4). Sa se determine coordonatele punctului
D astfel incat patrulaterul ABCD sa fie paralelogram.
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10.2 Ecuatii ale dreptei in plan

1. Ecuatia carteziana generala a dreptei:
ax+by+c=0  (d)
Punctul | M(x,;y,)ed < a-x,+b-y,+c=0
Exemplu: Punctul M (2;3) apartine dreptei 4x—3y+1=0intrucat 4-2—3-3+1=0

2. Ecuatia dreptei determinata de punctele A(Xy,y1), B(X2,Y,):

Xy
y—-y X—X
L= . X Y, U=0 Xy, +XY,+XY-XY,—XY-XY,=0.
Yo —Ys Xy =% sau
X Y
(clasaa Xl-a)
Exemplu: Ecuatia dreptei care trece prin punctele A(0;3), B(2;1) este )1/—_33 = ;—_8

=X+y-3=0,

3. Ecuatia dreptei determinata de un punct M(xo,Yo) si o directie dati( are panta m)
Y=Y = m(x— Xo)
Exemplu: Ecuatia dreptei care trece prin punctul M(2;3)si are panta m=2 este
y—3=2(x-2)

& 2x—-y-1=0;

4. Ecuatia explicita a dreptei (ecuatia normala):

y =mx+n, unde m=tgg=2_%1

X, =X

m este panta dreptei si n este ordonata la

origine.

Exemplu: Ecuatia dreptei care trece prin punctul M (1;3) si face un unghi de 60°cu axa OX
este

y—3=tg60°(x—1) = y—3=+/3(x-1) = /3x—y+3-/3=0;

5. Ecuatia dreptei prin taieturi: §+% =1, a,b=0.

6. Conditia ca trei puncte A(x;V,), B(X;V,), C(X;Yy,) si fie coliniare este ca cel de-al

treilea punct sa verifice ecuatia dreptei formata din primele doua puncte adica
C(x,;y;) sa apartina dreptei formata din cele doua puncte:

(AB) X=X — Y-V C(X3;y3)eAB:>X3_X1:y3_yl.
=% Yo=Y =% Yo=Y
Altfel, determinantul format cu coordonatele celor trei puncte sa fie egal cu 0.
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X, Y, 1=0S XY, +XY,+ XY, — XY, — %Y, — XY, =0. (clasaa Xl-a)

5 Y

=4 Exercitii rezolvate

1. Sa se scrie ecuatia dreptei care trece prin punctul A(-1;3)si face un unghi de 30°cu
sensul pozitiv al axei OX.

Rezolvare: y—y,=m,(x—x,) unde m este panta dreptei adica m, :tga:t930°=§:>
3
y—B:?(x+l):> 3y—9=3x+/3= —/3x+3y—-9-+/3=0.

2. In plan se consideri punctele A(-3;1), B(2,—2), C(3;2). Si se scrie ecuatia medianei
din varful A al triunghiului ABC.
Rezolvare: Se determind mai intdi mijlocul M al segmentului [BC] dupd formula

MEX it ey oy (E;O). Atunci, ecuatia dreptei AM este——L =Y~ %
2 2 2 X=% Yo=Y

si anume

;—”’zy—_1:—2x—11y+5=0.

>3 L

2

3. Sa se determine ecuatia dreptei care trece prin punctul A(L;,-2)si are panta egala

cu 2.
Rezolvare: . y—y,=m(x—x,) => y+2=2x-2=y-2x+4=0.

4. in reperul cartezian xOy se consideri punctele A(—3;1)si B(a ;—-2). Si se determine
a e R astfel incat punctul P(-2;2) si apartina dreptei AB.

X _YY . X+3 y—lj
X, =% Y,—Y; a+3 -2-1

Rezolvare: Ecuatia dreptei AB este

-3(x+3)=(a+3)(y-1) =
-3x—(a+3)y-9+a+3=0. CumP(-2;2) e AB= -3:(-2)—(a+3)-2-9+a+3=0=
6-2a-6-9+a+3=0=-a=6=a=-6.

Exercitii propuse | | :\I

1. Se considera punctul A( 2; -3). Sa se determine numarul real ,, a” pentru care punctul A
se afla pe dreapta de ecuatie: 4x — 5y +a = 0;

2. In plan se considera punctele A(-3;1), B(2;—2), C(3;2). Si se scrie ecuatia medianei din
varful A a triunghiului ABC.

3. Sa se determine ecuatia dreptei care trece prin punctele A(=3;1), B(2;4);
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4. Sa se scrie ecuatia dreptei ce contine punctul A( -1; 3) si are panta egala cu tg% .

5. Sa se determine m e R astfel incat punctele A(-11), B(%3), C(4;m)sa fie coliniare.

6. Se considera in plan punctele A(-13), B(—4;-1), C(7;-3). Sa se scrie ecuatia bisectoarei
[AE a unghiului A unde E €[BC] .
7. Sa se verifice daca punctul A apartine dreptei d in cazurile:

a) A(LD si (d): 3x—y+4=0; b) A(-2;1) si (d): 2x+3y+1=0;

c) A(2;-3) si (d): 2x+4y+8=0; d) A(-L3) si (d): 3x—2y+5=0;

8. Sa se scrie ecuatia dreptei care trece prin punctele A si B unde:

a) A32), B(-23); b) AL2), B(-L4);

) A0D), B(23); d) A(-3;3), B(2)

9. Sa se scrie ecuatia dreptei care trece prin punctul A si are panta m in cazurile:

a) A(-2;1), m=-2; b) AB;2), m=-1; c) A(2;,-1), m=3;
10. Sa se determine a,b € R astfel incat ecuatiile de mai jos sa reprezinte aceeasi dreapta:
a) ax+6y—8=0si 5x+by+20=0; b) 3x+ay+6=0si bx+8y—-10=0;

11. Sa se determine numarul real m astfel incat punctele A(-3;1), B(2;3), C(m;6)sa fie
coliniare:

12. Sa se arate ca punctele A(L;-2), B(-3;0), C(2m+1,—m—2), sunt coliniare pentru orice
numar real m;

13. Sa se scrie ecuatia dreptei care trece prin punctele:

a) A(-2;3), B(3;5); b) A-31), B(23); ¢) A(2%6), B(,5); d) A®L4), B(36);

14. Sa se scrie ecuatia dreptei care trece prin punctul A si are panta m unde:

a) AL3), m=2; b) A(-2:4), m:%; c) A(-3;2), m:%;

15. Sa se scrie ecuatia dreptei care trece prin punctul A si formeaza un unghi de masura
a cu axa OX 1n urmatoarele situatii:

a) A(-L3), «=30°; b) A(24), a=45; c) A(-3;2), a =60

16. Sa se determine panta dreptei ce trece prin punctele:

a) A(-L3), B(25); b) A(-25), B(36);  ¢) ABB2), B(LS);

17. Sa se determine panta dreptei (d) in urmatoarele situatii:

a) (d): 3x—6y+2=0; b) (d): x+4y+3=0; c) (d): 2x-3y+8=0;

18. Sa se scrie ecuatia dreptei ce contine punctul A( 1; 2) si are panta egald cu tg% :

19. Sa se determine m e R astfel incat punctele A(-2;2), B(2;3), C(8m—1, m+1)sa fie
coliniare.

20. Sa se determine a <R astfel incat punctele A(-11), B(;-3), C(a;5) sa fie coliniare.
21. Sa se determine ecuatia dreptei care trece prin punctele A(1;4) si B(3;5).

22. Sa se determine ecuatia dreptei ce contine punctul A(1;2) si are panta egala cu tg %

170



Hdrian Btan Matematica PBlasa a R-a

10.3  Conditii de paralelism si perpendicularitate

1. Fie (d): y=mx+n si (d’): y=m’x+n’

Dreptele d si d’ sunt paralele < m=m’sinzn’.
Dreptele d si d’ coincid < m=m’si n=n’.
Dreptele d si d’ sunt perpendiculare < mm’= -1,

Tangenta unghiului ¢ a celor doui drepte este |tgp = 1Tr:1mm'

Exemple:
a) Dreptele (d): y=3x+2si (d"): y=3x-5sunt paralele deoarece au aceeasi panta m= 3
si 2+#4;

b) Dreptele (d): y=3x+2si (d"): y=—%x+5 sunt perpendiculare deoarece produsul

pantelor este egal cu — 1, si anume , 3(?) =-1;

2. Fie d: ax+by+c=0 si d’: a’x+b’y+c¢’=0 cu a’,b’,c’#0.5i 6 =m((d,d")

Dreptele d si d’ sunt paralele < E. = g # 3
a C
Dreptele d si d’ coincid sa_b_c¢
a.I bl CI

Dreptele d si d” sunt concurente < 3' # E < ab’-ba’#0.
a

P Vv a-a +b-p
cosf=———=
‘v Hv ‘ \/a +b? -\/a' “4b 2
directori ai dreptelor d si d’.
Dreptele d si d’ sunt perpendiculare, d L d'<a-a' +b-b' =0

unde v (-b,a),v' (=b' ,a' )sunt vectorii

Exemple:

a) Dreptele (d): 2x+3y+5=0si (d'): 4x+6y+2=0sunt paralele deoarece %:% g;

b) Dreptele (d): 3x-5y+2=0si (d"): 4x+3y+1=0sunt concurente deoarece %;t_;;
c) Dreptele 3x—2y+4=0, 4x+6y—5=0sunt perpendiculare intrucét 3-4+(-2)-6=0.

d) Sa se determine valoarea parametrului real ,, 8" pentru care dreptele de ecuatii
(d): (@+1)x+5y-3=0, (d,): 6x+ay—2=0 sa fie paralele.
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Rezolvare: Dreptele d; si d, sunt paralele d, || d,, daca aT+1 :Zde unde rezulta

a’+a-30=0.—>a =-6, a,=5.

=/ Exercitii rezolvate

1. Sa se determine valoarea parametrului real ,, a” pentru care dreptele de ecuatii
(d): (@-2)x+y+3=0, (d,): x+3y—2=0 sa fie paralele.

Rezolvare. d, || d, :%:%33;1_6:1:33[:7361:%_

2. Se considera punctele A(2;-3), B(a—1a).Sa se determine ,, a” astfel incat dreapta
AB sa fie paralela cu dreapta de ecuatie (d): 3x —4y - 2=0.
Rezolvare..

A(X,,Y,), B(Xs, Ys) = panta dreptei AB este m,, = Yo =Yn _2=(=3)
Xg —X, a-1-2

Dreapta (d): axtby+c =0 are panta egald cu m, = —%. Tn cazu nostru, (d):

X-4y-2=0=>-4y=-3x+2=> y=§x—§:> panta dreptei (d) este m, =%

Cum dreapta d este paralela cu dreapta AB, rezulta ca au pantele egale, adica m; =m,; =
3_8%% dicd da+16=3a—9=a=25.

4 a-3

3.Sa se scrie ecuatia dreptei ce trece prin punctul A(-4;2) si este perpendiculara pe
dreapta de ecuatie 2x -y + 2 = 0;

Rezolvare:

. Ecuatia dreptei d care trece prin punctul A(x,,y,)si are pantameste y—y, =m,(x—Xx,).

Se gaseste mai intai panta dreptei (g): 2x-y+2=0< y=2x+2=m, =2. Cum cele doud

drepte sunt perpendiculare, d Lg=m;-m; =-1= m,-2=-1=m, = —%. Asadar, ecuatia

dreptei d este y—2=—%(x+4):>x+2y:0.

4. Sa se scrie ecuatia dreptei ce trece prin punctul M(-2;1) si este paralela cu dreapta
de ecuatie -2x +4y-1=0;

Rezolvare:
Ecuatia dreptei d care trece prin punctul A(x,,Y,)si are panta m este y—y, =m,(x—x,) .
Se gaseste mai intai panta dreptei (g): —2x+4y-1=0<y :§x+%:> m, = % :% . Cum

< 1 . :
cele doua drepte sunt paralele, d || g=m, =m, = m, =—-. Asadar, ecuatia dreptei d este
2

y—lzé(x+2):>—x+2y—4:0.
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5. Sa se scrie ecuatia dreptei care trece prin punctul A(—1;3)si face un unghi de 30°cu
sensul pozitiv al axei OX.
J3

Rezolvare). y—y, =m,(x—x,) unde m este panta dreptei adicd m, =tga =tg30° = 3 =

B3

y—3=?3(x+1):> 3y-9=3x+/3= —3x+3y-9-+/3=0.

6. Sa se scrie ecuatia dreptei care trece prin punctul A(-3;1)si este paralela cu
dreapta 2x—-6y+8=0.

Rezolvare: (d):  y-y,=m,(x=x,); (9): 2x—6y+8:0:>6y=2x+8:y:%x+§:
m, :%. Cum dfjg=m, =m, =%:> y—1=%(x+3):>—x+3y—6=0.

—

Exercitii propuse |+ -\

1. Sa se verifice daca dreptele AB si CD sunt paralele unde

AB3-2), B(5,-1), C(2,1), D(42)

2. Se considera punctele A(2;-3), B(a—1;a).Sa se determine ,, a” astfel incat dreapta AB sa
fie paralela cu dreapta de ecuatie (d): 3x —4y - 2=0.

3. Sa se scrie ecuatia dreptei care trece prin punctul A (-1; 2) si este paralela cu dreapta de
ecuatie x—3y +2=0.

4. Sa se scrie ecuatia dreptei care trece prin punctul A (-3; 1) si este paralela cu dreapta de
ecuatie 4x -2y -3 =0.

5. Sa se determine valoarea parametrului real ,, a” pentru care dreptele de ecuatii

(d): (@-2)x+y+3=0, (d,): x+3y—2=0 sa fie paralele.

6. Se considera punctele A(-13), B(L7). Sa se determine ecuatia mediatoarei segmentului
[AB].

7. Sa se scrie ecuatia dreptei care trece prin punctul A(-12) si este perpendiculara pe
dreapta de ecuatie 3x -y +2=0.

8. Sa se scrie ecuatia dreptei care trece prin punctul A si este paralela cu dreapta d in
cazurile:

a) A1), (d): 2x—-y+1=0; b) A3-1), (d): x+2y-3=0;

c) A(-L3), (d): 3x—-y+5=0; d) A(-2;2), (d): x+y+2=0;

9. Se considera punctele A si B. Sa se determine m e R astfel incat dreapta AB sa fie
paralela cu dreapta d a carei ecuatic este data mai jos:

a) Al3), B(mm-1) , 2x+4y+8=0; b) A(2,1), B(2m;m+2) , 2x—y+3=0;
10. In plan se considerd punctele A, B, C. Si se scrie ecuatia dreptei care trece prin A si
este paralela cu dreapta BC: a) A(2;4), B(-13), C(15); b)

AL-3), B(24), C(-3D);

11. Sa se verifice daca dreptele AB si CD sunt paralele, unde A(2;1), B(3;5), C(-2;3), D(-
4:-5),

12. %é se scrie ecuatia dreptei care trece prin punctul A(1;-2) si este paraleld cu dreapta de
ecuatie -3x+y-2=0.
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13. Se considera punctele A(1;3) si B(m;m+2). Sa se determine me R astfel incat dreapta

AB si fie paraleld cu axa Ox.
14. Sa se determine me R astfel incat punctele A(-4;2), B(-1;3), C(m; m+3) sa fie

coliniare.

174



Hdrian Btan Matematica PBlasa a R-a

10.4 Calcule de distante si arii

Distanta de la un punct M(Xy,Yo) la o dreapta h de ecuatie (h): axtby+c=0 este data
de:

~ |ax, + by, +c|

- Ja? +b?

Exemplu: Distanta de la punctul M (2;5)1a dreapta de ecuatie 3x+2y+3=0este
3-2+2:5+3 19

(M1 = Jz+22 13

Aria triunghiului ABC, unde A(x;V,), B(X,;V,), C(x,;Y,) este egala cu:

1. Age = BCZ-h sau,

d(M ,h)

1
2. Anac =§‘[X1(y2 _y3)+X2(y3 _y1)+X3(y1_y2)]‘ Sau

XY
1
3. A=§|A| unde A=[x, vy, L=XY,+XY,+XY, — XY, — XY, — XY, (clasaa Xl-a)
X3 Y3

=/ Exercitii rezolvate

1. Se considera punctele A(-1;2), B(0;1), C(4;3). Sa se calculeze distanta de la punctul
C la dreapta AB.

Rezolvare. Se scrie mai intai ecuatia dreptei (AB), dupa formula X2% _Y=% Rezulta,
X, =% Yo=Y
xtl_y=2_ ., y—1=0
1 1-2

; b
Distanta de la punctul C(4;3)la dreapta AB este data de formula d(C, AB) = —| Po Y + C|
va* +b?

) 4+3-1
si este egala cu | il |:3\/§.

J1+1

2. Sa se determine m € R astfel incat distanta de la punctul A(m;m-1)la dreapta de
ecuatie 4x+3y—2=0 sa fie egala cu 4.
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Rezolvare: Aplicand formula distantei de la un punct la o dreapta obtinem

g [am+3m--5 _,  [Tm-§ =4:>|7m—8|=20:>7m—8:120:>me{—%%}

& +3 B J25

3. Sa se determine m € R astfel incat distanta de la punctul A(2;4) la dreapta de ecuatie
(m-2)x+(M+2)y—4m—-4=0 sa fie egala cu 1.
Rezolvare:

Se aplicd formula distantei de la punctul A la dreapta data:

|(m 2)-2+(M+2)-4—4m-— 4| = |2m| 1= [2m|= om? +8 — 4m? = 2m? +8 —

J(M=2)% +(m+2)? J2m? +8

m*=4=me{-2;2}.

4. Sa se determine distanta dintre dreptele paralele avand ecuatiile
(d): x-3y+2=0,8i (d,): 2x—-6y+1=0
Rezolvare:
Distanta dintre doud drepte paralele este egala cu distanta de la un punct arbitrar al
uneia la cealalta.
Fie Aed,. Pentru x=1 se obtine y=1 sirezulta A(LY).

2:1-6-1+1] 3 310

7 +6 J_ “2J10 20

Atunci, d(A;d,) =

5. Se considera in plan punctele A(2;8), B(-2;—-2), C(6;4). Sa se calculeze aria
triunghiului ABC.

Rezolvare:

Se calculeazd mai intdi lungimea segmentului [BC],

BC = /(6+2)* +(4+2)% =+/64+36 =100 =10.

Pentru a calcula distanta de la A la latura BC trebuie determinata ecuatia dreptei BC:
X+2 _Y*+2 x4+ 2)=8(y+2)= 6x—8y—4=0=3x—dy—2=0.

6+2 4+2

Atunci, inaltimea din A corespunzatoare laturii BC este

|32 4.8-2| |-28] 28

d(A;BC) = — lar aria triunghiului ABC este
NN T
28
A =25 _ 2 5 g
'ABC 2 2 '

6. Se considera in plan punctele A(;4), B(-3;1), C(2;-2), D(3;3). Sa se calculeze aria
patrulaterului ABCD.

Rezolvare. Evident, Ay = Ao + Acso -

BD = \/(3+3)? +(3—1)* =/36+4 =~/40 = 2410,

(BD): _"3 33 i’ §’:> —2(x—3)=—6(y—3) = —x+3y—6=0.
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~11+3-3-6| _ |-1-2+3:(-2)-6| :
d(A;BD) = - , d(C;BD) = . Atunci,
VD43 \/ N +33 J
5
2410 J
Asaco = Ao + Ao = BDZ' n, BDZ'hC > IO V =5+14=19.

7. Sedau punctele A (2, 6), B(- 4, 3), C(6, - 2). Se cere:

a) perimetrul triunghiului ABC si natura sa ;

b) coordonatele centrului de greutate;

¢) ecuatia dreptei BC;

d) ecuatia medianei AM si lungimea sa;

e) ecuatia inaltimii din A pe BC si lungimea sa ;

f) ecuatia dreptei care trece prin A si face un unghi de 30° cu axa OX;
g) ecuatia dreptei care trece prin A si este paraleld cu BC,

h) ecuatia bisectoarei din A si lungimea ei

1) aria triunghiului ABC.

Rezolvare). a) Aplicand formula distantei pentru cele trei laturi ale triunghiului

AB = \/ (x, =% ) +(y,-y,)* obtinem:

AB = 3,5,BC=5/5,AC=4/5 =P=125;

Se verifica cu reciproca teoremei lui Pitagora cd triunghiul este dreptunghic cu unghiul de
90° in varful A.

b) Coordonatele centrului de greutate sunt : G[Xl TR X Nt y3j = 6(4 7) ;

3 ' 3
Y— VY — X—X;
Y. — Y1 Xy — X

c¢) Ecuatia dreptei BC se scrie folosind formula:

y—3 x+4

= = 5x+10y-10=0 x+2y-2=0.

(forma generala a dreptei )sau y = —% Xx+1 (forma normald);

d) Coordonatele mijlocului segmentului BC sunt : M (1, 1) = ecuatia medianei este:

_2:y_—6:> 11x-2y-10 =0; Pentru calculul lungimii medianei AM se poate folosi

21

2
faptul ca intr-un triunghi dreptunghic mediana corespunzitoare ipotenuzei este jumatate

din ipotenuza:

A|\/|_%=ﬂ

, altfel se poate aplica formula distantei.
e) Fie AD inaltimea din A = AD si BC sunt perpendiculare ceea ce inseamna cd produsul

pantelor este egal cu -1. Cum panta dreptei BC este —% = panta lui AD este 2. Rdmane

sa scriem ecuatia dreptei care trece prin A si are panta 2 :
y-6=2(x-2) = 2x-y+2=0 este ecuatia inal{imii din A;
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Pentru calculul inaltimii (intr-un triunghi dreptunghic) este convenabil sa aplicam formula:
AB-AC 3545 125

BC 5v5 5

Altfel, trebuia rezolvat sistemul format din ecuatiile dreptelor BC si AD pentru a determina
coordonatele lui D.

NG

f) y—6=?3 (x-2); Am aplicat formula y-yo=m(x-X,) in conditiile in care panta este tg30°

AD =

g) y-6= —%(X-Z) unde —% este panta dreptei BC .

h) Fie AE bisectoarea unghiului A.

Din teorema bisectoarei k= % = 2—? =k= %Folosindu-ne de raportul Tn care un punct

A - . -[2 6 ) . .
imparte un segment rezultd coordonatele lui E (77j . Atunci ecuatia bisectoarei este:

)2(_ 2 _ ()3/_—6 =  21Xx-7y=0. Pentru a calcula lungimea bisectoarei ne putem folosi si de
—-2 —-6
7 7
formula
A

2AB - AC cos—

AE = care este utilizatd de obicei cand se cunoaste masura unghiului a
AB + AC

carei bisectoare se calculeazd. — AE :@.
. o C . - AB - AC
1) Aria triunghiului dreptunghic ABC este datd de formula A = ;- 30.

Se va insista pe faptul cd daca triunghiul nu ar fi fost dreptunghic ar fi trebuit sa se
calculeze distanta de la A la dreapta BC adica tocmai lungimea 1ndl{imii iar aceasta s-ar
putea face mai simplu folosind formula :

Distanta de la un punct M(Xo,Yo) la o dreapta h de ecuatie (h): ax+by+c=0 este data de:

|ax, + by, +c|
d(M,h)="—————.
(M) Ja’+b?

Exercitii propuse |+

\

1. Se dau in plan punctele A(5;6), B(3;2), C(7;- 5). Se cere:

a) Sa se determine perimetrul triunghiului ABC;

b) Sa se determine coordonatele centrului de greutate;

C) Sa se scrie ecuatia dreptei BC;

d) Sa se scrie ecuatia naltimii din A pe BC;

e) Sa se calculeze distanta de la punctul A la BC si aria triunghiului ABC;
f) Sa se scrie ecuatia dreptei care trece prin A si e paraleld cu dreapta AB;

2. Se dau in plan punctele A(4;6), B(- 2;0), C(6;- 4). Se cere:
a) Sa se determine coordonatele centrului de greutate;
b) Sa se determine lungimea segmentului AB;
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C) Sa se scrie ecuatia dreptei AB;
d) Sa se calculeze distanta de la punctul C la AB si aria triunghiului ABC;

e) Sa se calculeze produsul scalar CA-CB si cosinusul unghiului C;

f) Sa se scrie ecuatia dreptei care trece prin C si e paraleld cu dreapta AB;

g) Sa se scrie ecuatia medianei CM unde M € AB;

h) Sa se scrie ecuatia mediatoarei laturii AB;

1) Sa se determine punctul me R astfel incat punctele A(4;6), B(-2;0), M(m;3) sa fie
coliniare;

J) Sa se scrie ecuatia bisectoarei CE, unde E se afla pe AB.

3. Se dauin plan punctele A(- 2;8), B(0;1), C(8;- 3). Se cere:

a) Sa se determine coordonatele centrului de greutate;

b) Sa se determine lungimea segmentului AC;

C) Sa se scrie ecuatia dreptei AC;

d) Sa se calculeze distanta de la punctul B la AC si aria triunghiului ABC;
e) Sa se calculeze produsul scalar BA-BC si cosinusul unghiului B;

f) Sa se scrie ecuatia dreptei care trece prin B si e paralela cu dreapta AC;
g) Sa se scrie ecuatia medianei BM unde M € AC;

h) Sa se scrie ecuatia mediatoarei laturii AC;

1) Sa se determine punctul me R astfel incat punctele A(-2;8), B(0;1), M(m;2) sa fie
coliniare;

J) Sa se scrie ecuatia bisectoarei BE, unde E se afla pe AC.

10.5 Teste de autoevaluare

Testul 1. Ecuatiile dreptei in plan

1. S& se  verifice daca dreptele AB si CD sunt paralele unde
A(3-2), B(5-1), C(21), D(42);

2.. In plan se considera punctele A(-3;1), B(2;—2), C(3;2). Si se scrie ecuatia medianei
din varful A al triunghiului ABC.

3. Sa se determine numarul real a, stiind ca lungimea segmentului determinat de punctele
A(-3;)si B(a—1;a+2) este egala cu 5.

4. n reperul cartezian xOy se considera punctele A(-3;1)si B(a ;—2). Si se determine
a e R astfel incat punctul P(-2;2) sa apartina dreptei AB.

5. Sa se scrie ecuatia dreptei care trece prin punctul A (1; -2) si este paralela cu dreapta ,,d”
de ecuatie -3x+y -2=0.

6. Sa se calculeze distanta de la punctul A la punctul de intersectie a dreptelor d si g in
cazul:

d: 3x+2y+1=0
A(—3’;2),{ xreyr ;

g: x+3y—-2=0 '
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Cap. 11. PROBLEME RECAPITULATIVE

1
2.5
. Sa se calculeze: 2'%:(2*.2")+27;
. Si se demonstreze ca numarul 327 —/12 + 2+/3 este natural.

. Si se calculeze: (1++/3)? —, [(2\/§—3)2 +(\3-2)%;

-3
5. Sa se calculeze (i] +L+‘\/1_2—4‘ )
J3-2

1. Sa se calculeze 16-2—15—125~

AW N

J3 3
1
6. Sa se calculeze expresia 2—;
P 0,5+7%8
1 1Y
7. Care numar este mai mare IOQZE; 3-64; —(ﬁj .

8. Si se arate cid numarul A= \/(\/5—3)2 +\/(2—«/§)2 eN.
9. Sa se calculeze expresia 3125 +%— (log,32+0,5) .

10. Si se calculeze 324 —33/192 +3/-81

11. Si se calculeze 340 —23/625 +23/-135.

12. Si se calculeze 3/81 +3/24 + 3375 .
log;1
13. Si se arate ci (3/6) +3-27 €7,

14. Sa se calculeze: log, 81-log, 27-log,9-log, 3-log,1;
15. Aratati ca log, 2+log 18 € N.
16. Sa se calculeze log,100+2log, 3—log; 36.
log,18+1log,12—-log, 27 |

log, 2 '
18. Si se calculeze log, 27 +log, 16— 3125 .
19. Sa se calculeze log, 24—1log, 4.

17. Sa se calculeze

20. Si se determine valorile reale pozitive ale lui x stiind ca g ¥/x, %si 2lg xsunt termenii

consecutivi ai unei progresii aritmetice.

21. Sa se calculeze Ig(tglo)-Ig(tgzo)-lg(tg3°)- ..... -Ig(tg45°).

22. Sa se calculeze Ig(tg40°)-1g(tg41°)-.....-1g(tg45°).

23. Sa se determine valorile reale ale lui x astfel incat functia f:DcR >R,
f (x) =log,, ,8x* sa fie corect definita.
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24.  Folosind  proprietatile  logaritmilor sda se  restrdngd  expresia  :

%~Iog2125—3~log2 X—4-log, y.

25. Stiind cd log, 3=a sd se arate ca log, 288=5+2a;

26. Sa se arate cd log, 24=1+3aunde a=Ilog, 2.

27. Determinati a,b € R pentru care (4—6i)-a+(8+2i)-b=4+2i;

28. Determinati a,b e R astfel incat sa existe egalitatea (3—2i+/2)? =a-+ib.

29. Sa se calculeze i® +i*® +i";

30. Demonstrati ¢ (2+i+/3)? +(2—iv3)? € Z

31. Fie z, =5-2i, z, =4+3i. Sa se calculeze modulul numarului zundez =z, - z,;

32. Sa se rezolve ecuatia J/x* +5x+5 =-1.

33. Si se rezolve ecuatia: Vx—3—-5=0.

34. Sa serezolve in R ecuatia: 32—x =X

35. Saserezolve in R ecuatia: VX* —4x+4=3;

36. Sa se determine solutiile reale ale ecuatiei Vx* —x—-2=2.
37. Sa se rezolve ecuatia 3x+4 = 2J/x .
38. Sa se rezolve ecuatia VX+5=x-1.

39. Si se rezolve ecuatia \—x* +5x+3 =X.
40. Sa se rezolve ecuatia \/5—Xx =x+1;

41. Sa se rezolve in multimea numerelor reale ecuatia 3x° + x> —x—-2 =x.
42. Sa se rezolve ecuatia \/4x—3 =2x-3.

43. Sa se rezolve ecuatiain R : dx+1-x=2;

44.Fie f:Z—7, f(x)=2"-27" Sase calculeze f(-2)+ f(-D)+ f@)+ f(2);
45. Rezolvati ecuatia 2* +2** =10.

46. Sa se rezolve ecuatia (%j =22,

47. Sa se rezolve in multimea numerelor reale ecuatia 3*+2-3*" =7,

< . 2_ 1.
48. Sa se rezolve ecuatia 37 = —;

27
49. Rezolvati ecuatia 5" = 25",

50. Sa se rezolve in R ecuatia 2 = 1

8
51. Sa se rezolve in R ecuatia: 3* +9* +27* =39.

< . 2 1
52. Sa se rezolve ecuatia 5" 5% ==,

57

82
81
54. Sa se rezolve ecuatia: 2*? +2*-10=0.

53. Sa se rezolve ecuatia 3% + 3% =

55. Sa se rezolve in mulfimea numerelor reale ecuatia 201 =g,
56. Sa se determine solutiile reale ale ecuatiei log,(x+5) =3

57. Sa se rezolve in R ecuatia: Ig(x* —3x) =1;
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58. Sa se rezolve ecuatia log,(x* —7x+8)—log,(x—7)=0;
59. Sa se rezolve ecuatia log, (x+2)+log, x=3;
60. Sa se rezolve ecuatia log,(2x+4)—log,(3x+1) =0.

61. Sa se rezolve ecuatia : log,(x* —2x+1) =log,(x-1).

62. Sa se rezolve in R ecuatia Ig° x—4Igx+3=0.

63. Reuniunea a doud multimi cu cate 2015 elemente fiecare are 2500 elemente.
Determinati numarul de elemente comune ale celor doud multimi.

64. Tn cate moduri se pot aranja 6 masini in parcare ?

65. Cate numere de telefon cu cinci cifre, nu neaparat distincte, se pot forma cu elementele
multimii {1,2,3,4,5,6,7,8,9}?

66. Determinati numarul de submultimi nevide ale multimii A={x,y,z,t}.

67. Cate numere de telefon de zece cifre distincte se pot forma cu cifreledela01a 9 ?

68. Cate numere de telefon cu cinci cifre distincte se pot forma cu elementele multimii
{1,2,3,4,5,6,7,8,9} ?

69. Cate numere de telefon de sase cifre distincte se pot forma cu cifrele 1, 2, 3,4, 5, 6, 7,
87?

70. Céate numere de patru cifre distincte se pot forma cu cifrele 0, 1, 2, 3,4,5,6,7 ?

71. Opt alergatori alearga intr-o cursa. Cate situatii de clasament existd daca se considera
ca nu ajung mai multi in acelasi timp.

72. Determinati numarul permutarilor multimii A={1,2,3,4,5} .

73. Sa se calculeze C;, —C;.

3 _ 4
74. Sa se calculeze 26 -A

3
(n+D)Hn!
n!

75. Sa se rezolve ecuatia =2020.

76. Sa se calculeze C; —C;.
6 5

77. Si se calculeze 222

&

78. Sa se calculeze

A

1 1
79. S se calculeze 2eue ™ Come
2014

R+A.
3 ’
7

80. Sa se calculeze

. (n+D)!

81. Sa se determine numarul real n>1, daca( D1 =-4n+6 .
n-1)!

82. Sa se arate ca expresia A’ +C2—P, este un numar par.
83. Sa se calculeze C> -C? -C/.

84. Calculati C5-C/2+C}-C..

85. Sa se rezolve ecuatia CY +C! =8, ne N*.

86. Sa se rezolve ecuatia C:—2n=0.
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87. Sa se rezolve ecuatia C2 =28,neN,n>2.

88. Sa se determine neN, n>2 pentru care avem relatia 2C > -6C_°* =6n;

89. Sd se rezolve in N ecuatia: C! +C! ™" +...+C} =1023;

90. Sa se calculeze: Cjy,y +C2oy +Cop e+ Clmn.-

91. Sa@ se calculeze probabilitatea ca alegand la iIntdmplare unul din numerele

log,128; log, 6_14; log. 125, acesta sa fie divizibil cu 3.

92. Calculati probabilitatea ca, alegdnd un numar n din multimea
{1,2,3,4,5}, acesta sa verifice inegalitatea n! )20.

93. Se considera multimea A={1,35,...,13}. Sa se determine probabilitatea ca alegand un

numar din multimea A, acesta sa fie prim.

94. Tntr-o urni sunt 8 bile albe si 4 bile negre. Care este probabilitatea ca scotind doui bile
din urna fara a le vedea , acestea sa fie albe ?

95. Sa se calculeze probabilitatea , ca alegand un numar din multimea numerelor naturale
de doua cifre, acesta sa fie cubul unui numar natural.

96. Care este probabilitatea ca un numar de trei cifre sa aiba produsul cifrelor egal cu 5?
97. Tntr-o urna sunt 6 bile albe si 8 negre. Care este probabilitatea ca la extragerea a patru
bile din urna, fara sa le introducem in urna, acestea sa fie albe.

98. Costul unui televizor este de 250 de euro. Cat reprezintd taxa TVA (18%) din pretul
produsului ?

99. La clasa a X-a A din cei 24 de elevi, 6 sunt corigenti iar la clasa a X-a B, din cei 30 de
elevi, 7 sunt corigenti. Ce clasa are procentul de promovabilitate mai mare ?

100. Sa se calculeze TVA-ul pentru un produs, stiind ca preful de vanzare al produsului
este de 238 lei (procentul TVA-ului este de 19 %).

101. O sumad de 850 lei este pusd la bancad iar dupd un an suma finald devine 884 lei.
Determinati procentul dobéanzii acordate de banca.

102. Sa se determine pretul initial al unui produs care dupa doua iefteniri succesive cu cate
10% are pretul de 567 lei.

103. Un produs se scumpeste cu 15% ceea ce Inseamnd 51 lei. Determinati pretul final al
produsului.

104. Rata dobanzii pe care o acorda o banca la depunerea unei sume de bani este de 6% pe
an.Ce dobanda obtine o persoana ce depuen la banca suam de 1800 de euro pe un an ?

105. Sa se calculeze suma finald obtinutd de un capital de 1000 de euro depus in regim de
dobinda simpla timp de doi ani, stiind ca dobanda anuala este de 5%.

106. O persoana a depus la o banca 1500 de lei. Ce suma a primit persoana dupd un an,
stiind ca rata dobanzii a fost de 8%.

107. Sa se determine cat la suta din a +b reprezintd numarul a . stiind ca este egal cu 25%
din b.

108. Dupa o reducere a pretului cu 15% un produs costa 680 lei. Sa se calculeze pretul
initial al produsului.

109. Determinati numarul aeR stiind cd punctul A(a;a+2) apartine dreptei d:
4x—-2y—-6=0;

110. Determinati a € R stiind ca punctul A(-1;1)apartine dreptei de ecuatie 2x+ay—1=0.
111. Sa se calculeze perimetrul triunghiului echilateral de laturd [ABJunde A(-2;1)si

B(L4);
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112. S& se calculeze lungimea segmentului determinat de punctele A(-2;2), B(-3;3).
113. In plan se considera punctele A(L6), B(-3;2), C(5,—2). Si se calculeze lungimea

medianei duse din varful A in triunghiul ABC.

114. Fie ABC un triunghi oarecare unde A(-1;2), B(4;-2) si C(0;3). Sa se determine
perimetrul triunghiului.

115. Sa se determine numarul real pozitiv a astfel incat distanta dintre punctele A(2;-1)si

B(-1;a) sa fie egala cu 5.

116. Se considera punctele A(2;-3), B(a—1 a).Sa se determine ,, a” astfel incat dreapta AB
sa fie paralela cu dreapta de ecuatie (d): 3x —4y - 2=0.

117. Sa se scrie ecuatia dreptei care trece prin punctele A(-2;4) si B(3; 5).

118.Sa se scrie ecuatia dreptei ce trece prin punctul A(-4;2) si este perpendiculara pe
dreapta de ecuatie 2x —y + 2 = 0;

119. Sa se scrie ecuatia dreptei ce trece prin punctul M(-2;1) si este paraleld cu dreapta de
ecuatie -2X +4y-1=0;

120. Sa se scrie ecuatia dreptei care trece prin punctul A(-1;3)si face un unghi de 30°cu
sensul pozitiv al axei OX.

121. S& se determine ecuatia dreptei ce confine punctul A(2;1)si are panta egala cu tg% ;

122. Sa se determine simetricul punctului A(2;-8) fata de punctul B(0;4).

123. In plan se considera punctele A(—3;1), B(2—2), C(3;2). Si se scrie ecuatia medianei
din varful A a triunghiului ABC.

124. Sa se determine valoarea parametrului real ,, a” pentru care dreptele de ecuatii
(d): (@-2)x+y+3=0, (d,): x+3y—2=0 sa fie paralele.

125. Sa se scrie ecuatia dreptei care trece prin punctele A(3;1), B(L4).

126. Se considera in plan punctele A(—4;-1),B(2;1),C(-10), D(5;2).Sa se arate ca dreptele
AB s1 CD sunt paralele.

127. Sa se scrie ecuatia dreptei care trece prin punctul A(-3;1)si este paraleld cu dreapta
2x—6y+8=0.

128. Sa se arate ca triunghiul determinat de punctele A(0;8), B(0;0),C(6;0) este dreptunghic.

-

129. Fie triunghiul ABC oarecare in care se cunosc AB= 5,BC = 4 si cosB :% . Sa se

calculeze perimetrul triunghiului.

130. Fie punctele A(2;3) si B(-1;-5). Sa se determine coordonatele vectorului OA+OB.
131. Se dau dreptele de ecuatii: d,: y—(m+1)x+3=0 si d,: y—7x-5=0. Sa se determine
parametrul real m, stiind cad dreptele sunt paralele.

132. Fie A(1,2); B(3,4), sa se scrie ecuatia dreptei ce trece prin punctul C(0,1) si e paraleld
cu dreapta AB.

133. Fie triunghiul oarecare ABC unde BC=8, AC=7 si m(ABC)=60°. Si se determine
lungimea laturii [ AB].

134. In plan se considera punctele A(-3;1), B(2,—2), C(4;2). Si se scrie ecuatia medianei
din varful A al triunghiului ABC.

135. Sa se determine numadrul real x pentru care x, x+7 si x+8 sd fie lungimile laturilor
unui triunghi dreptunghic.
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136. Determinati distanta de la punctul A(L2)la punctul de intersectie a dreptelor de
ecuatii x=4s1 y=-2.

137. Sa se determine ecuatia dreptei care trece prin punctul A(L;—2) si are panta egala cu 2.
138. Sa se determine m e R pentru ca punctele A(2;4),B(3;3)si C(m;5) sunt coliniare.

139. In plan se considerd punctele A(-14), B(-3;,—4), C(4;3). Fie G, centrul de greutate al

triunghiului ABC. Determinati ecuatia dreptei AG.
140. Se considera dreapta d de ecuatie 4x-y+1 =0. Scrieti ecuatia dreptei care trece prin
punctul A(-12) si este paraleld cu dreapta d.

141. Sa se determine me R pentru care distanta dintre punctele A(2;m)si B(-m,-2) este

egala cu 42 .
142. Sa se determine m e R pentru care distanta dintre punctele A(L;m)si B(m,3) este egala

cu 7.

143. Determinati coordonatele punctului de intersectie a dreptelor: a: 3x—4y-5=0,

b: x+2y+5=0.

144. Sa se arate ca patrulaterul ABCD cu varfurile A(4;6), B(0;2), C(2;0), D(6;4) este un
dreptunghi.

145. Determinati a,b e R astfel incat punctele A(-12), B(3;6)sa apartina dreptei de ecuatie
d: y=ax+bh.

Teste de autoevaluare

Testul 1
1. Dintre numerele a=1log, 4 bzﬁ c=+3,d _ 1 _ mai mare este numarul.....
SRV AR N /1
a) a; b) b; c) ¢ d) d.

2. Probabilitatea ca alegind un element din multimea A= {sin 30°,cos 30°,tg300}acesta sa

fie un numar rational este ....

1 1
a) 1; b) > 0 5 d) 0;
3. Solutia ecuatiei V4—x =1 este ....
a) 0; b) 1; c) 2; d) 3.
4. Numarul submultimilor cu doua elemente ale multimii A={1;2;3;4;5} este egal cu ....
a) 5; b) 10; c) 15; d) 20
S (1+2i)°
5. Modulul numarului complex z = A este egal cu ...
a) v5; b) V3;  ©)V2; d) 1;
Testul 2
1. Valoarea expresiei E(x) =(x+2)? +x2 +4x pentru x=~/3-2 este ...
a) 2; b) 4J2; ) 6v2; d) 1;
2.Fie f:R—>R, f(x)=3x-2. Atunci fQ)+f(2)+ f(3)+ f(4)+ f(5) este egal cu ....
a) 15; b) 25; c) 35; d) 40
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. - .. X—2 <
3. Solutia reald a ecuatiei log, 5 - log, x—1log, 5 este egala cu ....

a) 3; b) 5; c) 6; d) 8.
4. Dupa o reducere cu 15 % apretului unui produs acesta costa 850 lei. Atunci pretul initial
al produsului era...
a) 700 lei; b) 1000 lei; c¢) 1150 lei; d) 1200 lei.
5. Cate grupe de cate 4 baieti si doud fete se pot forma daca exista 8 baieti si 6 fete?
a) 500; b) 600; c) 900; d) 1050.
6. Aria triunghiului determinat de dreptele de ecuatii (d,): —2x-3y+12=0,

(d,): x-3y+3=0 siaxa OY este ..........

3) 3: b) g ¢) % d) 5:
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SINTEZE TEORETICE
clasa a X-a

Puteri cu exponent rational

m m

n m o1
x"=Ux"  x"=—=—1—
1 nfym

xn VX
Uofx =™, mneN*x>0; Yx="Ux", mneN*x>0;
2

3. Compararea puterilor cu exponent rational:
Fie x,y)0si mneQ;

Daca x)1 atunci, x")x" <> mdn
Daca xe(0;1) atunci, x")x" <> m(n

1.

X'=y'"<x=y
4. Puterea cu exponent real x", x)0, reR;
X" ro r0
X)1 X1 X" €(0;1)
Xe(0;D) | x' (01| x)1

5. Proprietatile radicalilor de ordinul trei

Fiea,be R

Ya_ [a n 2
Ja® =a,vacR. Ya-b=%a-3b. %=i/g,b¢0 da" =¥ =ac
YacZ=a=k? a3l =3a%

Ya =adb x3b - y3b = xy3/ab
xfatyifa=(xty)ia
x¥a  x _[a

___3_' ’b 0 3 n: n3fan
yi/B y by #* (x\/g) x"¥a

6. Rationalizari ale numitorilor fractiilor

X X\/g X X\/B

Ja a ' avb _ ab
X x(a—\/B) X x(a+\/5)
a+Jb a*-b ' a-+b a’*-b
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2| |1 e

1
%_a’ Iz a’

1 _f/a_2+§/£+f/b_2_
fa - a-b -

1 Y& -3ab+3*
Ja +3 a+b ’
1 _Ya-ib.

Ya2 +3fab+3b?  a-b
1 _Ya+ib,

da —3ap+ 32 a+b
(¥a—b)(¥a? +¥ab+3b? ) =a-b;
(3/5+3/5)(3/a_2—3/5+5/b_2)=a+bi

Sunt utile pentru rationalizari urmatoarele formule:

7. Medii

Media aritmetica m, = X; Y m, = X+;/+ z

Media geometrica m;, =/x-y , VX,yeR_ * m, = 3/xyz

Media ponderati m_ :M; p,q e N*—ponderile m, = P-X+Q-y+r-z

P+4 p+q+r
Media armonica m, = 2 __2xy , VX, yeR* m, =3 i 7= 3xyz
1.1 x+y 1. 1.1 xy+yz+xe

z

8. Logaritmi.

Definitie. Fie ac (0;1) U (L) si x)0. Atunci, exista si este unic numarul real y = log, x
citim logaritm n baza a din x) pentru care x=a’ ;
log, x=y=x=a’, x)0,ae(0;1) U (Lx)

9.Proprietatile logaritmilor:
Fie a,b,ce(0,),a,b,c#1xye(0,0),meR=

log, X_ log, x—log, y|; log, b™ =mlog, b, log, a" =m|;
y
Ioga1 b =M : 1 _ |Ogb al aIogbc _ CIogba : X = aIogax :
log. a log, b

188



Hdrian Btan Matematica PBlasa a R-a

10. Logaritmi zecimali
Notatie: log,, x notam Igx (logaritm Tn baza 10 sau logaritm zecimal); 1g10=1

11. Logaritmi naturali
Notatie: log, x notam Inx (logaritm in baza e =2,718281... sau logaritm natural) Ine=1.

12. Numere complexe sub forma algebrica

. . 2
C= {Z‘Z =a+ibabeR,i" = _1} - multimea numerelor complexe.  z=a+ib=Re z+Im z
a se mai numeste partea reala a numarului complex, iar b coeficientul partii imaginare;

13. Operatii cu numere complexe
Fie z, =a+ib, z,=c+id. Atunci:

z,=2,<a=c si b=d |(egalitatea numerelor complexe)

z,+z,=(a+c)+i(b+d).| (adunarea numerelor complexe)
z,-z,=(a-c—-b-d)+i(a-d+b-c).| (inmultirea numerelor complexe)

z, =a—ib,| (conjugatul lui z, )
z, a-c+b-d .b.-c-a-d
L= +i

z, c’+d? ¢’ +d?
1 a . b

= i
z, a*+b* a’+b?

(impartirea numerelor complexe)

(inversul lui z,)

14.Puterile lui i
i4k —
i4k+l —i
i4|(+2 — l
i4k+3 :—i
i =%,i‘1=1=—|
i i
i",n par
= ()" = ()i =
—i",n impar

15. Proprietatile modulului

2 2
‘z‘:\/a +b” |- modulul numerelor complexe

2/>0,z]=0<2=0

z-E:|z|2

1=[2
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22 z2| =[2,]-|z,]

4 :ﬂ,z2 #0
Z,| |z,

H21| —|22” < |z1 + 22| < |zl| +|22|

Zn

=2

7eC; zeRoImz=0s2z=12.
16. Ecuatii :

x*=a, a(0=x=4+iV-a
—bii\/z’ A

2
ax“+bx+c=0=x, = 0.
%z 2a
) . a+va’+b? . |[-a+val+b? § N § _
I"=a+ib= ,=1 5 Tl ) ,+> daca b pozitiv; ,-, daca b negative
17. Numere complexe sub forma geometrica
Forma trigonometricd a numerelor complexe:
0, (ab)el

2= p(cosp+ising) ¢:arctg§+k7z-, k=11, (abyell, 1

2, (ab)elV

L = ‘Z‘ =+a’+b’ se numeste raza polara a lui z

Fie z,=p,(cose, +ising,) si z,= p,(COSp, +ising,); Z:=Z,

pL=p,, Sl exista keZ ai ¢ =@, +kr

2,2, = py - p,[cos(@; +¢,) +isin(p, +,) Z_1 = p1(Cosg, —ising,)
1 1 .
——=—[cos(=¢,) +isin(-¢,)]
1 P
Z;

2 = P2 [oos(p, —¢,) +isin(p, — )]

Z, P
z," = p,"(cosng, +isinng,),neR

2k . . 2k —
vz, :Q/pl(cos(ler " isin2 " ﬂ),keo,n—l
n n

18. Functii. Generalitati
Definitie: Fie D < R o multime de numere reale. Atunci, o functic f :D — Rse numeste

functie reald de variabila reald sau mai simplu functie reala sau functie numerica.
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Definitie : Fie D o multime simetricd. O functie f:D-—>R se numeste para daca
f(—x) = f(x), Vxe Dsi se numeste impara dacd f(—x)=—f(x), ¥xeD.

Definitie: Se numeste functie marginita, o functie f :D >R, DcR, D= pentru care
existd numerele reale a si b astfel incat a< f (x) <h.

Numerele a respectiv b se numesc marginea inferioara respectiv marginea superioara a
functiei f'si se spune ca f este minorati pe D respectiv majorata pe D.

Observatie : Pentru a ardta ca o functie f este marginita, este suficient sa se gaseasca un
numar M)0astfel incat |f (x)|<M,(V)xeD.

Daci f :[a;b] >R este o functie monotona pe un interval inchis, atunci f este
marginitd pe acel interval si isi atinge marginile.

Fie f:[a;b] — R, f monotond. Atunci f este marginitd si f(a) < f(x) < f (b) daca
f este monoton crescatoare sau f (b) < f(x) < f (a)daca f este monoton descrescétoare.

Pentru a ardta ca o functie f :D —> Reste nemarginita pe D catre «, este suficient
sa se arate ca oricare ar fi M)0 existd un x e D astfel incat f (x))M .

Definitie: O functie f:R-—>R se numeste periodica daca exista T)0, astfel Tncat
f(x+T)=f(x),(V)xeR. Numarul T se numeste perioada functiei, iar daca T este cel mai
mic numadr cu aceastd proprietate atunci T se numeste perioada principala a functiei.

Functii convexe. Functii concave.
Definitie : O functie f:[a;b] >R se numeste convexa pe [a;b] dacd Vx,X, e[a;b]si

vt €[0;1] rezulta f(A-t)x +1x,) < @A—t) f (%) +tf () . Daca
f((A-t)x +1tx,)>(@—-t)f(x)+tf(X,) atunci f se numeste concava.

Functii injective. Functii surjective. Functii bijective. Functii inversabile

Definitie: O functie f:A— B se numeste injectivd daca la orice doua elemente diferite
din domeniul de definitie corespund valori diferite in codomeniu, altfel spus, f este
injectiva daca (V)x, X, € A x, #x, = f(x) = f(X,)

Definitia poate fi exprimata si in modul urmator:

O functie f: A— Bse numeste injectiva daca ecuatia f(x) = y are cel mult o solutie in A.

In aplicatii se foloseste in general urmitoarea relatie:
f : A— B este injectivd < (V)x, %, € A F(x)=T(X)=>X =X,.

Grafic putem spune ca o functie f : A— B este injectiva daca orice paralela la axa 0X
dusa printr-un punct al codomeniului, intersecteaza graficul functiei in cel mult un punct.



Hdrian Btan Matematica PBlasa a R-a
O functie f:A—B, ABcR este injectiva daca urmatoarele afirmatii sunt
echivalente:
1) (X, % € Ax =X = F(x) = (X)) ;
2) (%% e AT(X)=T()=X =X, ;
3) (V)y eB, ecuatia f(x)=yare cel mult o solutie xe A ;

4) Orice paralelad la axa OX dusa printr-un punct al codomeniului, intersecteazd graficul
functiei in cel mult un punct.

Fie f:A— B, A Bc R o functie strict monotona. Atunci f este injectiva.

Reciproca teoremei nu este valabila.
Definitie: O functie f:A— B se numeste surjectivd dacd pentru orice element y din

codomeniu exista un element x din domeniul de definitie astfel incat f(x) =y, altfel spus, f
este surjectiva dacd ecuatia f(x) =y are cel putin o solutie in A.
f : A— B este surjectiva < (V)y e B, (I)x e A astfel incat f(x) =y .

Grafic putem spune cd o functie f:A— B este surjectivd daca orice paralela la axa 0x
dusa printr-un punct al codomeniului, intersecteaza graficul functiei in cel pufin un punct.
O functie f:A—B, A BcReste surjectiva, dacd si numai dacd imaginea
functiei,

Im f=B.

O functie f:A—B, A BcR este surjectiva dacd urmdtoarele afirmatii sunt
echivalente:

1) (V)yeB, (J)xeA astfelincat f(x)=vy ;

2) (V)y eB, ecuatia f(x)=y are cel putin o solutie xe A ;

3) Imf=f(A)=B;

4) Orice paralela la axa OX dusa printr-un punct al codomeniului, intersecteaza graficul
functiei in cel putin un punct.

Definitie: O functie f: A— B se numeste bijectiva daca este in acelasi timp si injectiva si
surjectiva.

O functie f:A—>B, ABcR este bijectivd dacd urmatoarele afirmatii sunt
echivalente:

1) feste injectiva si surjectiva ;

2) (V)y eB, ecuatia f(x)=yare o unica solutic xe A ;

3) Orice paraleld la axa OX dusa printr-un punct al codomeniului, intersecteaza graficul
functiei

ntr-un singur punct.

Definitie : O functie f:A— B se numeste inversabild daca existd o functie f*':B—A
astfel incat f*of =1, si f of*=1, . f 'senumesteinversa functiei f.

Teorema O functie f:A— B se numeste inversabila daca si numai daca este bijectiva.
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19. Functii irationale.

Functia radical de ordinul 2
f:[00) >R, f(x)=+/x, x>0.
Proprietati :

1. f este pozitiva, Vx e[0;«) ;
2. f este concava pe [0;) ;
3. feste strict crescdtoare pe [0;0) ;

4. functia sa inversi este functia putere f(x)=x;
Functia radical de ordinul 3

fR>R, f(x)=3x.

Proprietati :

1. f este pozitiva pe [0;0) si este negativa pe (—oo;0] ;
2. f este convexa pe (—o0;0] si concava pe [0;0) ;

3. f este strict crescatoare pe R ;

4. f este functie impara pe R ;

5. functia sa inversa este functia putere f(x)=x";

20. Tipuri de ecuatii irationale:

Ecuatii de forma +/f(x) =g(x) ;
Conditii de existenta : f(x)>0, g(x) >0 ;
Mod de rezolvare. Se ridica la puterea a doua ecuatia : 4/ f(x) = g(x)‘()2 = f(x)=g(x)* ;

Ecuatii de forma m =g(x) ;
Conditii de existentd : f(x)eR, g(X)eR ;
Mod de rezolvare. Se ridica la puterea a treia ecuatia : W = g(x)‘()3 = f(xX)=g(x)°*;
21. Functii exponentiale.
Definitie. Se numeste functie exponentiald de baza a si exponent x, o functie de forma
f:R—(0;), f(x)=a",a)0,a=1
Proprietati:
1. f(x)=a")0, VxeR,;
2. Dacd a )1 =f este strict crescatoare pe R
X, (X, =>a"*(a"
Daci a €(0,1) = f este strict descrescitoare pe R x,(x, = a*)a™
3. feste convexd pe R ;
4. f este bijectiva pe R;
5. feste inversabild, inversa sa fiind functia logaritmica ;
Pentru a(0nu se defineste functia f(x)=a"
Proprietati ale puterilor cu exponent real:
Fieab €(0,»),a,b#Lx,yeR=
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L
—y:a”,aio
a

Dat-a'=a" 2)(ab) =a"a’ 3)(ax)y:ax'y 1)

5)@ :%,b;to =1 T’ = sl
a

Pozitia lui f(x)=a" n raport cu 1
ayl ae (0,1
X)0 f(x))1 f(x) €(0;2)
x(0 f(x)e(0;1) | f(x))1

Daca x = 0 atunci, f(x)=0

22. Ecuatii exponentiale
Definitie : Se numeste ecuatie exponentiald o ecuatie in care necunoscuta x apare la
exponentl.

Tipuri de ecuatii:

1.a"@=b,a)0,a#1b)0= f(x)=log,b; Exemplu: 3*=81=x=log,81=1log,3' =4 ;
2.a"M=3% 0= f(x)=g(X); Exemplu: 5 =125<5 =5 =x=3;
3.a"™=p*™ a,b)0= f(x)=g(x)-log,b; Se logaritmeaza ecuatia intr-o baza
convenabila;

4. Ecuatii exponentiale reductibile la ecuatii algebrice printr-o substitutie;
5. Ecuatii ce se rezolva utilizand monotonia functiei exponentiale.

23. Inecuatii exponentiale

ayl : a'™<a’™ = f(x)<g(x)

ae(0;1) : a'®<a’™ = f(x)2g(x)

24. Functii logaritmice.

Definitie. Se numeste functie logaritmica in baza a, o functie de forma f :(0;00) >R,
f(x)=log, x,a)0,a=1, x>0.
Proprietati:
1. Daca a)l—=> f este strict crescatoare
x,(x, = log, x,(log, x,

Dacd ae(0,1)= feste strict descrescatoare
X, (X, =log, x,)log, X, ;
2. f este concava pentru a)lsi convexa pentru a e (0;1) ;

3. feste bijectiva pe R
4. f este inversabila, inversa sa fiind functia exponentiala ;
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Pozitia lui f(x)=log, x 1nraportcu0

ayl ae (0,1
x)1 f (x))0 f(x)(0
xe(0;) | f(x)XO0 f(x))0

25. Ecuatii logaritmice
Definitie : Se numeste ecuatie logaritmicd o ecuatie in care necunoscuta X apare ca
argument sau ca baza la logaritmi.

Tipuri de ecuatii:

1.10g;,, 9(x)=b, f,9)0, f 1= g(x) = f(x)°

2. log, f(x)=log, g(x) = f(x)=9(x);

3. log, f(x)=log, g(x) = f(x)=a""%";

4. Ecuatii logaritmice reductibile la ecuatii algebrice printr-o substitutie;
5. Ecuatii ce se rezolva utilizadnd monotonia functiei logaritmice;

26. Inecuatii logaritmice

ayl ,log, f(x)<log, g(x)= f(x)<g(x)

ae(0,2),log, f(x)<log, g(x) = f(x)=g(x)|

27. Permutari, Aranjamente, Combinari
Definitie: Se numeste multime ordonata, o multime ale carei elemente au o ordine bine
determinata de dispunere a lor, ceea ce
inseamna ca daca A este o mulfime finitd cu n elemente, atunci, A se numeste ordonata
daca fiecarui element al sau i se asociaza un numar de la 1 la n, numit rangul elementului,
astfel Tncét la elemente diferite corespund numere diferite.
Definitie : Fie A o multime finitd cu n elemente. Se numesc permutiri de n_elemente
ale lui A si se noteaza cu P,, numarul tuturor multimilor ordonate formate cu cele n
elemente ale multimii A.

.P,=n!=1.2.3-...(n-1)-n ,¥vn>1 neN. . Conventie: 0!=1;
Formula de recurenta pentru factoriale: Yn>1 neN=nl=n-(n-1!.
Definitie: Fie A o multime finitd cu n elemente si K un numar natural astfel incat n>k >0.
Se numesc aranjamente de n elemente luate cate k si se noteazd A* , numarul tuturor

submultimilor ordonate ale lui A, avand fiecare cate k elemente.

K B B 3 k_ n!
-,%_n(n H(N—-2)....(n—k+1) sau A (n_k)!,Vnzkzo.

Observatie: A e N*,
Formula de recurenti pentru aranjamente: vn>k>1 nkeN= A‘=(n-k+1)A",

Definitie: Doua aranjamente de n elemente luate cate k obiecte se deosebesc prin natura
elementelor sau prin ordinea lor.
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Definitie: Fie A o multime finita cu n elemente si k un numar natural astfel incat n>k >0.
Se numesc combiniri de n elemente luate cite k si se noteazd C! , numarul tuturor

submultimilor de cate K elemente luate din multimea A.

Observatii:

1. Numirul tuturor submultimilor unei multimi cu n elemente este egal cu 2".

2. Doud combindri de n elemente luate cate k se deosebesc prin natura elementelor nu si
prin ordinea lor.

[orema. Fie k, neN 0<k<n.

Atunci, C " =———
(n— k)lkl

Observatii: CfeN*. C’=Ci<p=qsaun-p=q.
Formula combinirilor complementare: C“=C " 0<k<n,
n(n-1)

2
Formula de descompunere a combinirilor: C* =C*, +C*}, vk,neN, nyk >1.

Cazuri particulare: C?=C"=1 C,=C''=n; C’=Cl?= etc.

-: Pentru orice numar natural n 1 a si b numere reale existd relatia:
(@a+b)"=Cla"+Cla" b +...+Clab"* +C’b"
Pentru a=b=1 se obtine

C, +C. 4C  #onn +C." =(1+])"

ceea ce inseamna cda numarul tuturor submultimilor unei multimi cu n elemente este
2n

Coeficientii binomiali din dezvoltare, egal departati de termenii extremi ai dezvoltarii sunt
egali intre el.

k &
C =C'
Termenul de rang k+1 al dezvoltarii (sau termenul general al dezvoltarii) este

_p Kank Rk _

Tk‘l']. - Cn a' .b ! k - 01112’----, n

= Formula binomului lui Newton scrisa restrans are forma:

(a+b)" ZC a"*b*|

Relatia de recuren‘;a intre termenii succesivi ai dezvoltarii este urmatoarea:

T.. n=-k Db

T, k+1 a

28. Matematici financiare.
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Definitie: Se numeste raport procentual un raport de forma ﬁ p>0 unde numarul p

se numeste procent si il scriem de forma p% ;

A afla p% dintr-un numar N inseamna a calcula % N ;

Determinarea unui numaér cand se cunoaste un procent din el
Pentru a afla un numar x pentru care stim cat reprezinta un procent din el procedam astfel:
. : g N -100
%-x = N unde p si N sunt cunoscuti. Rezulta x =
P

Pentru determinarea unui procent cind se cunoaste cit reprezinta un numar din altul
se aplica aceeasi formula din care se scoate necunoscuta p.
p N -100 .

—X=N=p= ;
100 X

Dobanzi simple. Dobanzi compuse

Definitie: Se numeste dobanda simpla pentru o suma depusa pentru o anumita perioada
numarul
D- S-p-n

unde S este suma depusa, n este numarul de ani pe care s-a depus suma, iar p

este procentul dobanzii sau rata dobanzii anuale.
Pentru depunerea unei sume S pentru un numar m de luni formula este :
D— S-p-m :

100-12

Determinarea valorii unui capital depus cu dobanda compusa(prin recapitalizare)
pentru o perioada de n ani

Definitie: Fie C,valoarea unui capital initial depus intr-o banca cu dobanda compusa de d
% (prin recapitalizare). Valoarea capitalului final obtinut dupd o perioada de n ani este
C,=C,[1+d)";

Dobanda compusa obtinutd dupa cei n ani este egala cu C, —C;;

Numarul cazurilor favorabile realizarii evenimentului
Numarul cazurilor egal posibile realizarii evenimentului

Definitie: Fie E un domeniu de probabilitati pe care este definitd o probabilitate p. Fie
A si B doud evenimente, p(A)=0. Se numeste

Probabilitatea unui eveniment P=

probabilitatea lui B conditionata de A, numarul p,(B)= %
Definitie: Doua evenimente A si B se numesc independente daca

P(AnB)=p(A)-p(B).

29. Ecuatiile dreptei in plan
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1. Ecuatia carteziana generala a dreptei:
ax+by+c=0 (d)

Punctul | M(x,;y,)ed < a-x,+b-y,+c=0

2. Ecuatia dreptei determinata de punctele A(xy,y1), B(X,Y):

Y=Y, _ X=X

Yo — Y1 X, =X

3. Ecuatia dreptei determinata de un punct M(xo,Yo) si o directie dati( are panta m)
Y=Y%= m(x— Xo)

4. Ecuatia explicita a dreptei (ecuatia normala):
Yo~V
Xy =%

y=mx+n, unde m=tgg = m este panta dreptei si n este ordonata la

origine.

5. Ecuatia dreptei prin tiieturi: §+% =1, a,b=0.

6. Fie (d): y=mx+n si (d’): y=m’x+n’

Dreptele d si d’ sunt paralele Sm=m’sin#n’.
Dreptele d si d’ coincid < m=m’si n=n’.
Dreptele d si d’ sunt perpendiculare < mm’= -1.
ol m-m'
Tangenta unghiului ¢ a celor doua drepte este |tggp =
g g P u p g9 Tom-m

7. Fie d: ax+by+c=0 si d’: a’x+b’y+c¢’=0 cu a’,b’,c’#0.si 6 =m((d,d")

Dreptele d si d’ sunt paralele < a_ b £
a.I bl CI

Dreptele d si d’ coincid o E.=E.=£.
a b ¢

Dreptele d si d” sunt concurente < 3. # g < ab’-ba’#0.
a

—_— —

a-a +b-b — — ..
cose— unde v (-b,a),v' (-b' ,a' )sunt vectorii

‘v‘ ‘v ‘ \/a +b? \/a +b' ?
directori ai dreptelor d si d’.
Dreptele d si d’ sunt perpendiculare, d L d'<a-a' +b-b' =0

8. Fie punctele A(X1,y1), B(X2,Y¥2), C(X3,Y3), D(X4,¥4) In plan.
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Dreptele AB si CD sunt paralele, AB|| CD < (3 e R*,ai AB=a-CD| Sau Mag=Mcp.

Dreptele AB si CD sunt perpendiculare,

AB 1 CD < AB-CD =0

Conditia ca punctele A(Xy,Y1), B(X2,¥2), C(X3,y3) sa fie coliniare este:

yS_yl_X3_Xl

Yo=Y X, =X

9. Distanta dintre punctele A(xy,Yy;) si B(x,Y2)

AB =(x, %, +(y, -y,

este

10.Distanta de la un punct M(xq,Yo) la o dreapta h de ecuatie (h): ax+by+c=0 este data

~ |ax0 +by, +c|

- Ja? +b?

de: d(M ,h)

199



Hdrian Btan Matematica PBlasa a R-a

FORMULE -VERIFICARE

1. a’= 2.a"-a"= 3. a":a"=
4. (@) = 5. (a-b)" = 6 (gj -
a\’ a)"
7.a" = 8. H _ 9 H _
b b
a
10. 2.&_ 11. b - 12, k-2 -
b 'd c b
d
13. Jx-fy= 14, X 15. X =
y
16. 2=Z= 17. (a+h)’=
b d
18. (a+b+c)*= 19. (a-b)*=
20. (a-b)(a+b)= 21. (a-b)’=
22. (a+b)’= 23. a°-b’=.....
24. a>+b°=......

25. a-x=b, az0=x=
26. x*=a, a20=>x=
27. |x=a, a=0=x=
28. xX*<a, a>0=>xe
29. xX*>a, a>0=>xe

. . o1
30. Rationalizarea fractiei i
a

1
adb—cvd

32. a,,,a,,a,, sunt termenii unei progresii aritmetice daca ....

31. Rationalizarea fractiei

33. Ratia unei progresii aritmetice este egala cu r=.........

34. Expresia termenului general a unei progresii aritmetice este a,=

35. Suma primilor n termeni ai unei progresii aritmetice este egala cu
36. Expresia termenului general a unei progresii geometrice este b,=

37. Ratia unei progresii geometrice este egald cu q=.........

38. b, ,,b,,b,,, sunttermenii unei progresii geometrice daca

39. Suma primilor n termeni ai unei progresii geometrice este egalad cu
40. Daca A(xy,Y1), B(X2,Y,) atunci componentele vectorului AB sunt

AB(overrerenn. ST )
41.Lungimea vectorului ABunde A si B sunt cele de mai sus, este |A—B| =
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42. Vectorii vi(x,Y,)si V2(X,, y,) sunt egali daca si numai dacai ...

43. Vectorii vi(x,y,)si V2(x,, y,) sunt coliniari daca si numai daci ..

44 Vectorii vi(x, y,)si V2(X,, y,) sunt ortogonali daca si numai daci45.Ecuatia dreptei care
trece prin doud puncte A(x, y;), B(X,,Y,) ;

46.Ecuatia dreptei care trece printr-un punct A(x,, y,) si are panta m;

47. f(x)=ax+b este crescatoare < ....

48. f(x)=ax+b este descrescatoare < ....

49. f(x)=ax+b este constanta < ....

50. Punctul de intersectie al functiei cu axa OX este ......... Al peeerreaeens )
51. Punctul de intersectie al functiei cu axa Oy este ......... B(........... y eeeeenees )
52.. Minimul functiei de gradul al doilea este ...

53. Maximul functiei de gradul doi este ....

54. f(x)=ax’+bx+c>0 < ...

55. f(X) =ax® +bx+c<0 < ...

56.Daca z, =a+ib, z,=c+id= 7z, =27, < ...
57.Daca z,=a+ib, z,=c+id= z,-z2,=....
58.Daca z =a+ib, z,=c+id= z,:z,=....
59. Modulul numarului complex z =a+ib, este ...
60. C¥ =....

61. Al =...

62. permutdri de n elemente , P, =n!=........
63. log,1=...

64. log,a=...

65. log, x+log, y =...

66. log, x—log, y =...

67. lgl=...

68. Ine=...

69. sin30° =........ ,sin4d5° =.......,sin60° =........

70. cos30° =....... ,€0545% =.......,c0s60° =.........

71. t930° =....... 1g45° =.......,1g60° =..........

72. sin2a=...

73.sin0%=.......,cos0° =......,sin90° =......... c0s90° =.......
74. sin(a+b)=...

75. cos(a—b) =....

76 cos(r—a)=....

77. sin Z—a =....
(2 )

78. cos2a=...

79. sin(a-b) =...



80.

81.

82.

83.

84.
85.

86.

87.
88.

89.
90.
91.

92.
93.

Matematica PBlasa a R-a

cos(a+b)=....
formula fundamentald a trigonometriei
Teorema sinusurilor
Teorema cosinusului
sin(r—a)=....
T
cos(E—a) =...
Aria unui triunghi oarecare

Aria unui triunghi echilateral de latura a este ..

U =...

log, x=log, y=....
a'=a=>..
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INDICATII SI RASPUNSURI

Cap. 1. Numere reale
1.1 Numere reale. Recapitulare

1.a) -22; b) -43; ¢) -23; d) 5; e)-24: f) 1; g) 25 h)6:

2,13 3.6062 4.8) -3 b) 2 0) -5 d) 5 @0 ) 25 g) o

s 2-\2+2)-(2+2
50607a)3\/_4b)28a) ﬁé(z_ﬁ);b)( +2)(+ );
c) (I_{l_f)'f; 9.a)-13; b) 72; c) —6410; d) 4; €) 40V5; f) 324; g) ~16y3; h)

—442; 1) —1347; ) 743, k) -745;
10. 3443-28; 11.a) 12—+/3; b) 5-/3 ¢) ——— <
4+523\/_ d) \/_;6)3 J5

N +13J_

12.1; 13.a) 29-1245; b) 31-124/3; c)

f) \/3“32 By 32 _-_ © g) 2542242 h) 154326 i) 2792 +395

14. a) -8; b) —2x*—-3x; c) —11x*; d) 3x*+6x; €) 8x>; f) —12x*; g) —36x° +27x* —45X ;

h) —15x3 +12x2; i) 9x; j) 9%x%; K) 37x%; 1) =6x°; m) —36x% +24/2x°; n) 12x* —19x® +5x2
0) 3x*—15x° +20x—6; p) 8x>—4x*-12;

15.a) X*+10x+25; b) X*+4x+4; ¢) 9X* +12x+4; d) X*—4x+4; e) 9x* —12x+4;

f) 25x2—30x+9;0) xX*—3; h) 4x*=25; i) 9x* —4; j) 13x* —8x+32 ; k)

X' +2X3 +5x* +4x+4; 1) X3 +3x*+3x+1; m) X*+6x*+12x+8; n) x*—6x>+12x—8; 0)

8X% +36X% +54x+27; p) 27x3 —27x% +9x—1; 16.50; 17. a=2; b=-2; 18. a=—/3;19.a=- 3;

b=2; 20.a) —4x*+18x—-8;b)2; 21.m= -3; 22.a)5; b) 5; ¢)-5; d) 7; €) 3; f) %; 9) %;

h)5; i) @; 23.a) @; b) £9; ¢) £ 23; d) 8; )5 15; ) 8;7; g) -2,4; h) -8;3;
24.2) £8; b) £12; ¢c) J;d) 2; e)-9;3; f) -1, 1; 9) -7, -5; h) -5; 4; i) (-3; 8); ]) (2;2),

(-2,2); k) (2,-3); 1) 6;5); m) 4; n) (-5;2); 0) -3;
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25, a)Sz{—gA}; b)Sz{%,lO};c)S:{—S;l;S}; d)sz{ ;} e) S= {; Z} f)

S—{-3-11); g) S - {; } S = {2141},

26.a) S={-5;5}; b) S={-5;5}; ¢c) Sz{ 177} d)1; e) -7;: ) S:{—g};

27.2) xe[Lw);b) xe(-0;7];¢) xe(-3,0); d) xe[Lo);e) xe[3;0); f) xe(-w;-7];

g) X (—»;-26); h) XG(—Oo;—gj|; i) X€|:%;Ooj;j) XE[%;OOJ; k) xe[-4;4]; 1) xe[-5;5] ;
m) xe[-6;6]; n) xe[-L13]; 0) xe(—o0;-1]U[13;0); p) X €(—0;-3]U[3;); q)

X € (—o0;-5]U[Lo); 1) xe(—0;0]U[6;0); s) x€[0;10]; t) X €(—0;-9)U(0;);

u) xe(—0;1]U[8®); V) xe(-2;6); X) xe(-3;0); y) Xe(—ow0;—4]U[2;2).

28.a) xe[-5;5]; b) xe[-8;8]; c) xe[-13;5];d) xe {—% 1—21} e) XE(—%;%); f)
xe[L5]; 9) xe[0;6]; h) xe[-5;25]; ]) x e (—o0;—2]U[2;); K) X &(—00;-5]U[5;);

) x&(—00;=7)U(7;0); m) xe(—0;6]U[12;0); n) xe(—0;-9]U[Lw); 29. 2021; 30.0;
3497

31.0; 32.0; 33.55; 34.63; 35. a)——\/_ b) 32 +104; 36. ; 37. 2249, 38.

4" 421 39, f(-1) =8=8=8, Adevirat; 40. f(m+1):0:>me{—3;1};41.

e

[EEN

f(-2)=2=a=3=1(3)=22; 42. m=-4; 43. x=3; 44. XE|:—

w |

46. XE|:%,OO]; 47. m=1; 48. m=1; 49. m=4;
1.2 Radicalul de ordinul trei
1). a)278=3Y322=6; b)3Y2°5° =§/ 2°) *.50 =8-51:§'

C)WZ\/E’(24)3'(33)6=24'3’ 729' )\/g F -25e) (V2 —23:8;
f) 32525 =3/ =5;  g) {13° 169 = 13 =13; h)J(—T-V—%—T—— '

i) YBL-533-3/24 =%/3° 3543 -24B3=(3-5-2)3B=—43B;

§) d2v3-2-323r2=32-4=-3B=2; k) 236 - 54 -2 =432 -3Y2-32 =0;

) (¥9+33+1)(1-33)=1-3B"=1-3=2  m)RZ+DFA-2+1=(32) ~1=2-1=1;

2).a) (4-42):(2°8) =244 DR CIE O AL I S

c) ¥81-324 3375 = Y3.3-Y2°.3-3/5°.3= 333233533 =—433.
d)324 3192 +3—81= ¥2°-3-32°.3+3-3°.3= 2¥3-433-3¥3=-5%3
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&) (¥2+3) = (¥2) +3-(32) -3+3-(302)-3 +3° =2+ 9¥4 + 27302 + 27 = = 20+ 9/ + 2742
f) (¥B+2) =(¥B) +3-(¥B) -2+3-(¥/3) 22 +2° =3+630+123+8= =11+639 +1233;
0) 5) {26 —4-2v/6 +4 =/(2\6 - 4)(2\/6 +4) = {/(2V6)* 4> =Y24-16 =B =2.
h) 5) Y242 -3 3242 +3 = (22 -3)(2v2 +3) = §/(242)* -F =8-9=3"1=—1
3.a) -57; b)-30; c) -34¥/3; d) -732; e) -4%2; f) 23/6-335; ) ¥3+2;h) -733;
4). mg = 3[20-(—48)-225 = —3[2%.5.2*.3.15* =—22.15=-60; 6). a) Se ridicd ambele numere
la puterea atreia:  32>30=> 234 ) 330 ;
b) 128>108= 432 ) 33/4; ) —648<-189—= —23/81 ( —3%7;

I8 L 72;64
7. a) [‘J by V2:¥32 ¢ \/_;\/_;\/5; d) 83/2;23/130;63/5;

8 6x° 39y 2x 6x° 9y 6x° Sy ﬂ.By
sy Ve || By 3y " 45y 5y 3y T 45y? 2x x°
_3Ox‘°’y.3f27y3 3%y _1

9oxy? V x*  3x%y

10). @) §/9+4v5 +39-45 =3(0° = 9+45+(9-415) +3Y/9+ 445 {9445 -3=3°

—18+3-31.2=3 = 27 =27 Adevirat. Ceea ce inseamni ci egalitatea datd este adevirata.
S-a folosit formula (a+b)* =a® +3a’b+3ab” +b®care se mai scrie

(a+b)* =a®+b’+3ab(a+b)
b) Y52 +7 - Y582 -7 =2|0° = 52 +7—(582-7)-352+7-Y52-7-2=2°

—14-3.31-2=8= 8=8 Adevirat. Ceea ce inscamni ci egalitatea dati este adevarata.
S-a folosit formula (a—b)® =a® —3a’b +3ab” —b® care se mai scrie

(a—b)® =a®—b®-3ab(a—b)

11*,

Notim a=3/4—22, b=34+2y2 . atunci,
f(a+b)=(a+b)*—6(a+b)+8=a’+b’+ 3ab(a+b) — 6(a+b) +8=16, deoarece
a-b=34-22 -Y4+242 =38 =2iar a®+b* =4-22+4+22 =8,

1.3 Rationalizarea numitorilor fractiilor

2.8) ¥4; b)£; c) Y4+32+1; ‘/_ */_+2 23/§+§/Z+2;

3) a)i_ 1 _%)i_ffsvmz 1 3\/_ Y9-333+9 —39+3333-9
' o 3f3+3 3o B+3 3 3+3° 30 '
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oy WD gy Y a2 33 J_6+2JZ+4

b —__
) Ya Ja-2 2 4-8

:103/§+2€/Z+4 0 ﬂ—(f/hi/ﬁl)' d)i_\/_—ﬁ+1_—2\/_+3\/'—3;

4 ' 6 ’ 6 2 - 6

4*. Rezolvare: a) Se desfac parantezele din partea dreapta;

1 a6l Yied B0 -Y24  ¥a+ YL+ Yidd -8 Y08 - U7

b)
2+39+312 2+9+12-3-32.9.12 5

1.4. Puteri cu exponent rational, real

31 35 17

4.2)3%: b)2*;c)3¢; d)23; e)33;

5. a001; b9 © @zﬁ(z—l?j

wlnN

4\2 _2
—3%.| 33 -(3-3) §=-3%.32.32=3=1.

3 -6
d) 1 2578 .55 L =5%.5%.5°:52=5=1. ¢)3; f)i; 6. n=1; 7.n=-5;
5 25 5°

AR 32, 1
8. a)ﬁ-%:(—) =32.33:32=323 =3 ¢,
4 1\
b) /B1-3+(2:3 ) (j_33 374 [24-23}(5) -
41 = 11 5
_3'2 g [ ]( j © 32427292 32 427 3 4128,

o[5) )

1y’ 1Y°
d) (-j 2592 .55, —j =52.54.5%:5% =5 =1
5 25

w|u;

o

w\m

4 2 _g
=3*.|33 ~(3-3) 3-3%.32.32=3=1.

1. 5. Logaritmi
1). a) log 15—log, 3 Iog5 =log,5=1, b) log,6+log,4-log,12 = Iogz6
c) log, 243—Iog41:Iog335—log44‘1 =6, d)5°%° —Iog;2:2'°955—kljzg2—222_1=
e) |09312+|09912_3log312 f) Ig—= Ig—+lg%O Ig10=1;
g) 1g100° —Ine =1g10"° -1=9; h) 1g25-1910-1g1=0;
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1
i) —log, (log, ¥2) = ~log, (log, 2°) = - log, % =—log,3" =1;

J) log,(log, (log, 81)) = log, (log, 4) = log, 1= 0;
k) 2I096\/§+I0963: log, 2+logs3=1log,6=1;

L L
) \/ 4194 11009 = 4190 1100%0% = /654 +10"%'® = 5110 =16 = 4
1

11 1 log,2"* -4 log,22 1
m) log, /5 =log. 53 ==, log,—=—2—=—/lo =—2__=__
) tog, 5 = log, T log,2* 3 g;\/_ log,2" 2
2). a) 1g80+1g20-1Igl6= Ig% Ig100=2.b)0; c)0; d) -5+ 8—%:%.

e) log, 24+log, 6—log, 9 Iog2 6 =log,16=4; 3). a) x+4)0=x)—4=xe(—4;x);

b) x—2>0<:> (x—2)(XJ2rZ)
X+2 (x+2)

¢) Se pun conditiile: X* —1)0=> X € (—o0;-1) U(L,0), 3+X)0=>X)—3=> X & (-3;0)si

3+ Xx#1= x=#-2. Intersectand multimea solutiilor de la inecuatiile de mai sus rezulta

xe(=3-2)u(-2-D)ulxo);

d) Se pun conditiile: x)0si log, X)0 = x = 1. Facand intersectia multimilor solutiilor inecuatiilor

Y0 = (X—2)(Xx+2))0 = X € (—0;—2) U (2;0) ;

de mai sus rezulta X € (1;);

‘9>o@ x*9) 3x—9>0 - (x+5)(3x2—9)
5 X+5 (x+5)
(X+5)(83x—9))0= x & (—0,-5)U(3,). b) x*+3x—-10)0 = X € (—o0,-5)U(2,x).

6). a)1;b)-2;¢c)0;d)0;e)1;f)1; g)1;h)1;i)-1;j)6;Kk)0;I) 9++/2; m) 0; n) 60; o) -5; p) 5;

52f 47, )4h)2|)]

OR=%

. . . . 3X
4). a). Conditia de existenta a logaritmului este

q) 0. 7).a)2;b)0;c) V2+1;d) 4-242;¢) ,j)—
8.a)1;b) 1;¢c) 1;d) 0; ) 0; f) -1; g) 1; h) 3; i) 0; )12; k) 1; |)o, m) 2; n) 2; 0) 3I093

p) 2; Q) —%1; r)2;s)27;t)-5;u) 1;v) 6;x) 6; 9).a)0; b)1;c)-1g2012; d) 0; e) 3; ) 1;

10. 43: 13, 2= 1.3 14 p2. 15 p_2.
2 34° 3 3

16™. |09a\/x_3+|091 i/x_z—glogaz X+ "6 :gloga X—%Ioga x—gloga x+a =

a

= log, X[E—E—E}JE"’QE“ = 0+4=4eZ

2 3 6
1 1 1
17*. log, n-log, n+log, n-log, n+log n-log, n = + + =
log,a-log,b log,b-log,c log, c-log,a
_log,a+log,b+log,c log, abc _log, n-log, n-log, n

log, a-log, b-log,c  log,a-log,b-log c log,,,, N
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18*. Fie X = Iogl(l—%), yzlogl(l—g), sidin \/X-y < x;y =
2 2

2

a b
Iog£(1—5)+ Iogi(l—g)
1= /xy <—2 -

=
2

(2-a)2-b)

2
2< Iogl(l—%)(l—g): log, (%j <log, ab—2a-2b<-3.
2 2 2

Maximul expresiei este -3.

19*. a’+9b’ =4ab|+6ab = (a+3b)* =10ab = 2Ig(a+3b) =Ig10ab = c.c.td.
_lg1l2  2lg2+Ig3  2a+b

" lg25 2(Iglo-lg2) 2-2a’

21%, 3figlrx) 192+ y)-lg@+ 2) < XD+ + 2 +1g(2+3)

20*. log,12

3

g(x+1+y+2+z+3j3 a1
_lg(x+1)-(y+2)-(2+3) _ 3 _ 9§=|93
3 B 3 3 '

22*. Inegalitatea datd este echivalenta cu log, (X2 +(M=-3)x+m+ 2) >1<

X+ (M=-3)X+m+2>2= x*+(M-3)x+m=0, VXeR < discriminantul ecuatiei asociate este
negativ.
(M-3)°-4m<0=>m’-10m+9<0=me[L9].

. lgx lgx lgx ) .
23*. Din = = =2lgx=Igx- si
f 1] g

lgv10 Ig102

2
lg(x+6y)+1gy =lg(x+6Y)-y =lg(xy +6y) rezultd

2
lgx? =lg(xy +6y?) = x* = xy +6y> = X* — Xy —6y? =O‘: y? :{%) —%—6=0:>t2—t—6=0

cu solutiile t € {~2;3} . Cumt=2)0=t=3 . Asadar, = =3.
y y

1.6. Teste de autoevaluare

Testul 1. Numere reale
1) (4-332):(2-3-8) =234
2)(¥V2+3) = (¥2) +3.(¥2) 3+3.(¥2)-3+3 = 249Y4+ 2732 + 27 = =29+ 94 + 2732
3) 381-324 3375 =3*.3-%/2°.3-%5°.3 = 333-23/3-5%3=—-433.
931 (@ g WS g 33 9-3YB+9_ -3/0+333B-9
o 33+3 3o éB+3 3 3+3° 30 '

5) Y246 -4 326 +4 = 326 —4) (26 + 4) = 3[(2/6)? —4> = Y24-16 =8 =2.
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6) 3/9+ 45 —3/9- 45 =3|(° = 9+445+(9—445)+33/9+ 445 -39 45 .3=3"

—18+3-31.2=3% = 27 =27 Adevirat. Ceea ce inseamni ci egalitatea data este adevarata.
S-a folosit formula (a+b)* = a® +3a’b+3ab® + b’ care se mai scrie (a+b)® =a’+b’+3ab(a+b)

Testul 2 Numere reale

3 3 2 3 2 3
1)% ?/: iﬁ \/7 \/; 5 J’+2) (\/_) +3~(J§) ~2+3~(J§)-2 +2
=3+6%9+1233+8= =11+639+1233
3)324 3192 +381= ¥2° 3-32°.3+3-3*.3= 233-433-3¥3=-533
%i_W*Z%*zz 1 4\/_ a2 4234 4 22 024 J_6+2J_+4
= a2 2 4-8 -
1032 +2%4+4

4
5) Y202 -3-Y242+3 =Y(242 -3)(2N2 +3) = Y(242)* -F =¥B-9=Y-1=—1
6) 52+ 7532 -7 =2|)° = 5v2+7- (532 -7)-3Y5:2+7 - {542 -7-2=2°

4)

—14-3-31-2=8=> 8=8 Adevirat. Ceea ce inseamna ci egalitatea data este adevarata.
S-a folosit formula (a—b)* =a® —3a’h +3ab® —b® care se mai scrie (a—b)® =a*® —b* —3ab(a—b)

Testul 3. Puteri cu exponent rational

1Yz 1 R
1) Cum a=(o,25)2=£Z =(2*)2=2,si b=($j =(22} =22 = 4rezulti a(b.
3 2 3,2, 7
2)\/_\/_() 32.33:32=323 =3 6
4 1 4 -2
4 - = —
3) 3/8_1-J§+(2 2 (%)3:33-32{24-23] Gj -

11 16 5

j 37427 :27- 32427 =3 +128. 4)
) 2 . 3
3 T3 42 _2
(%) 3/8_12(i) 3:3—4.(33J .(3-3) 3-34.32.32 30 1.
3 -6

5) @j -25%% .5 :(i) =53.5%.55:5%
6 | OX o9V |.[2x | x |_ 6X 9y _ ._.3/9_3/.%_

45y> \'x || 5y {3y2 45y 5y 3y 45y 2x \x° X
_30x3y.3f27y 3%y 1

goxy> \ x° 3x%y
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Testul 4. Logaritmi
1) 1g80+1g20-1Ig16 = IgM Ig100=2.

2) Produsul este 0 deoarece log,1=0
3) Cum log, 64 =log, 4° =3iar log, 3=1rezulta log, (log,(log, 64))=log,1=0.

Atunci, log, = +Iogf81 log , J_—_5+8_6_

25

1 1
1 ) log,3* 4 log.5° 3 1
4) log,—=1log,2°=-5, log .81=—2""=—"=8, lo =—=5- -9 _—__
) log, — =log, 95 T =1 gzsf 00.57 26
log, 32 5
117

E.
1 - . ozi

5) 9% 2" =2 =2 2" 232" —32 " =2 =%.A$adar, gren? _ 3/ —

-9 9 3x -9 (x+5)(3x—9)

6. Conditia de existenta a logaritmului este 3 Y0 < )0 < >
X+5 X+5 (x+5)

NIR="
(X+5)(3x—=9))0= x & (—0,-5)U(3,).

Testul 5. Logaritmi

1) log, 24+1log, 6—log, 9 =log, —— 24 0 =log,16=4.

2) lgtg?° -Igtg2° - lgtg3° -....-Igt9880 -1gtg89° =0 deoarece Igtg45° =Ig1=0.
3) Cum log,125 =log, 5° = 3iar log, 3=1rezulta log, (log,(log;125))=1log,1=0.
1
1 1 log,2" 4 J_—IOQZZZ 1

1
4) log. 35 =10g.5% == , log, — = =— 1o
) log, ¥/5 = log, 3% g7 3

log,2¢ 2’

1 1
5) 32 4790 _ 37y 7asz _p gl 9402 — 04 2
6. Conditia de existenta a logaritmului este X*+3x—10)0 = X € (—0,-5)U(2,).

Cap. 2. Numere complexe

2.1. Operatii cu numere complexe

1). z,-7,=(3-5i)(4+5i) =12—(~25) +i(15— 20) =13—5i .
2, _3-5i _12-25 .-20-15_ 13 .35

= +1i =
z, 4+5i 42+52 4 +5° a1 A

5).a) i +i%+i =" it i =11 =-2i-1.
. 1 1 1 "1 .
b)lglziﬁzmzqz—zl_
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c) 1+i+i2+i‘°’+ A1 =(1+i-1-1)-25=0;
d) 1 | | I100 |1+2+3+ 4100 I5050 I41262+2 i2 :_1

6). a) 2x(1+|)+y(6 51)=3xi+y-5< 2x+6y+i(2x—5y)=y-5+3xi= 2x+6y=y—5si
2X—5y =3x. Din cele doua rezultda x=—5iar y=1.

b) Analog, x=-4;y=2;

7.1z |_|(2+4|)(3+|)|_|2+4| |3+|| J20. J_ J_
| 6(-3+4)" | 6]-3+4 6425 3

m-1-2-(m-2)

JI +(m=2)?

9).a) zeR < Imz=0. In cazul nostru, =0=m-2m+4=0=>m=4:;b)

m=3;

2.2 Ecuatiiin C
10). a) Din formula x* =a, a(0= X = +iv-a, rezultd x = +4i.
b) x* =-9= x,, = £3i;
c) X'+16=0=x* =+4=x, =12, X, = +2i.

3+3i/3
—

d) X’ =27T=x"+2°=0= (x+3)(X =3x+9) =0=> % =3, X,5=

—4+_2f':_2+f.

€) X, =
11). a) Notam X* =t =>t* +5t+6=0= t, = 2= x> =—2=> X, = +i/2,

=-3=x? :—3:>X3V4=ii\/§.

a++va’+b’ +i\/—a+\/a2 +b?

12). ) Din formula 2> =a+ib= 1z, = i[\/ > 5

] , deorece b este

pozitiv. Atunci, z,,=

33)

—b+iv—
13). Se aplicd formula ax*+bx+c=0= xlzz%.
' a
i£7i 3i .
=b*—4ac=(-i)* —4-4-3=-1-48=-49. Rezultd, X, = 9 _— = Xi:_Z' X, =
X+2)3 X— 2)1
14). a) —— 4 D] 0= BX+6—X+2+X°—4=0= X’ +2Xx+4=0=>
X—2 X+2
il R
X, :%\/1_2:—11&\/5. 15). Suma este S=0;
16). Se ia intodeauna z=a+ib, z=a—ib, |Z|=\/a2+b2; si se inlocuiesc in relatia dati.
a) z=-2i; b) z=2i sau z:—§+2i; C) z=3+2i; d) z_—i—£ : z=—£+£i;e)
3 2 2 2 2

z=1+1i.
17). Se pune conditia ca A ( 0.a) me(9;x);b) me(—4;4); c) me(-13); d) me(Lx);
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X +X =1

X, + X,
18). m=-3; 19).m= 4; 20). Se folosesc relatiile lui Viete: a_ {
C X X, =3

X, = —
Xlza

8) X° %" = (X +%,)" =2xX%, =5,
b) x°+x,°=-8; ¢) x'+x,'=7; d) x°+x,°=3;

21). Mai intai se scriu reltiile lui Viete:

b

+X, =——
SR a XX =—2 | <
= si se calculeaza

C X, =3
wx=S X, %,
X2 %"= (% %) 2% % = (-2)° ~2:3=-2,
X2+ %0 = (X + %, )’ = 3% X, (% +%,) = (-2)° ~3-3-(~2) =10,

X'+, (xf +x22)2 —2x%% X, =(-2)*-2-3 =-14.
Din x*+2x+3= O‘-x3 = x*+2x* +3x* =0si cum x, x, sunt solutiile si ecuatiei de gradul cinci,
=x°+2x"+3x° =0

prin urmare o verificd:  X,” +2X," +3x,° =0

K+ =204 +%,1) - 3067+ %)
Asadar, x°+X,° =-2-(-14)-3-10=-2.
22).a) X’ —2x+4= O|-(X +2)=>x*+8=0=x>=-8. Cum x, X, sunt radicinile ecuatiei
x* —2x+4 =0rezultd cd X, X, verific si ecuatia X’ +8=0= x’ =-8,%,° =-8. Atunci,
X215 4 x,2015 = (X13 )671 X2+ (X23 )671 %, = (~8)°" '(X12 n Xzz) — 8Tt (—4) = —2%5,
b) Se face notatia Xx—2=y =>Xx=y+2=>(y+2)°—2(y+2)+4=0= y* +2y+4=0cu solutiile
Y., Y, Se calculeaza mai departe y,” +V,".

~1+i3 . -1-i3
2 2

23). Fie z, =

v L

,atunci, z,+z, =-15i z,-z, =1, drept pentru care se

formeazi ecuatia z° +2z+1=0avand ca solutii pe z,,2,. Inmultind ecuatai obtinuta cu z-1 se
obtine ci z° =1de unde rezulti ci 2> =1, z,> =1 adici suma ceruti este egali cu

2°+2,°=1+1=2.

24). Conform exercitiului precedent, rezulti ci z° =1. Asadar,

7206 +L:(23)672 +L:l+1:2.

Z2016 ( 23 )672

2.3 Teste de autoevaluare
Testul 1. Operatii cu numere complexe

1) i251+i10+i7 :i4~62+3+i4~2+2+i4-1+3 :—i—l—i :—Zi—l.
2) 7,-7, = (3—5i)(4+5i) =12 — (~25) +i(15— 20) =13—5i .
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_ﬁ,_3_5' 12-25 |—20—15= 13 i35.

z, 4+5i 4?2452 4% +5° 41 41
i

REEOE T T

4) 2x(A+i)+y(6-5i) =3xi+y—-5< 2x+6y+i(2x—5y)=y—5+3xi = 2x+6y=y-5si

2x—5y =3x. Din cele doua rezultda x=-5iar y=1.

5) a) 1+i+i2+i3+...+i100 =(1+i-1-i)-25=0;

b) 1 | | ' | 100 i1+2+3+ +100 I5050 |41262+2 i2 _

|(2+4|)(3+|)| |2+4i]-]3+ ||

6) I AL
| 6(-3+4i)" | 6-3+4if J_

f

Testul 2. Ecuatiiin C

1. Din formula x*> =a, a(0 = x =+iV-a,rezultd x =+4i.

. —b+iv- —A+] .
2) Din formula ax* +bx+c=0= x, :%rezulté X, = 4_2'\/5 = 2+i2.
, 3 ,
[42 | 12 B (22 12
3. Din formula 22(’;1+ib:>212+[\/aJr 2+b +iJ ar Za +b },dacébestepozitiv,

rezultd atuncica z,, = +(\/_ \/_j

X+2) Xx—2)
. 3——1+(X’2)(”2’1:0: AX+6—X+2+X°—4=0= X°+2Xx+4=0=>
X—2 X+2
—24i
Zz_gzliig:_iiing
’ 2
— +'./_
5) Se aplica formula ax*+bx+c=0=x,, = b+aA.

i :
A=b"—-4ac=(-i)’-4-4.-3=-1-48=-49. Rezult, &’2:%: xlz—%, X, =1

6).

Mai intai se scriu relatiile lui Viete: st se calculeaza

b

X% = X +X, =
X Xy =— {Xlx
X +X,° (x1+x2)2—2x1-x2:(—2)2—2-3:—2,

X% = (%%, ) = 3% % (% +%,) = (-2)° ~3-3-(-2) =10,
x* +x,° (x12+x22)2—2x12-x22:(—2)2—2-32:—
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Din x*+2x+3= O‘-x3 = x°+2x* +3x>=0si cum x,x, sunt solutiile si ecuatiei de gradul

=x°+2x"+3x° =0

cinci, prin urmare o verifica:  x,° +2x," +3x,° =0

X15 + X25 = _2(X14 + X24) _3(X13 + Xzs)
Asadar, x°+x,”=-2-(-14)-3-10=-2.

Testul 3. Numere complexe

1.a) 2z,+3z,=17+9i; b) z,-z,=22+14i; C) 7,:z, =%—§i; d) ‘214-226‘:202-343;
2. 2(x—3yi)—3(y+2xi) =3—24i = 2x -3y +(-6y—6X)i =3—-24i =
2x—-3y =3
=>x=3, y=-1.
—6Xx—-6y=-24

3. a) X¥*+5°=0=>x=415i;
b) x> +4x+5=0= X, =-2i;

C) X* +64=0= (x+4)(x* +4x+16) =0=> X, =4, X,5 =—2+2:/3i;

d) x+§+8:0:>x2+8x+25=0:>x12 =—4+3i,
< ,

Cap. 3. Functii. Proprietiti generale

3.1 Functii. Definitie.
1). Imf ={-1,1,35,7;9}; 3).3775; 4).2%+61,
5). a) Cum —%,\/é—m:» f(—%):—(—%]w:%w:%, f(3-1)=—(3-1)+3=—3+4,
3

iar f(§)=2-5+5=8.A§adar, f(—%)+ f(3-1)+ f(%):%—ﬁ+4+8=3?1—\/§.

6). Din f(m+4)=16=4(m+4)+8=16= 4m=-8=>m=-2.
7) me{-2;1}; 8).m=3; 9). m=14; ne{-5;5} 10). m=1; 11). m=-1;12).
m=3; ne{-12}

3.2 Functii. Proprietati generale

2
1. a), ), g) functii pare; b), c¢), d), ¢) functii impare; 2. X = 3 ;3. f(x)=5x>~x, functie impara. 4. a) Se

face graficul lui f tindnd cont de faptul ca f este functie impara; b) f este functie para; 5.
a)X = 2;b)x =1sunt axe de simetrie ; 6. S(0 ;-8) este centru de simetrie pentru f ; 7. f(1-x)=f(1+x) ; 8.

X

x?+1

0<

<1, 9.a) 0< f(X) <L
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b) -1< f(x)<Lc) Im(f)= f(R)=[0;1), deci e marginita ; d) Im(f)= f(R)=Z care este

2

nemarginita ; e)

_i <1, (V)xeR;f) Im(f)=f(N)= {1; 2}, (V)n € N, agadar, f este marginita.

10. a) Pentru (V)M )0 = (J)x € R astfel incat f(x))M, f(M)=2M +1)M, (V)M)O0.
asadar f este nemarginita. Altfel spus, f(R)= R care este nemarginita. b) Im(f)= f((L;+0)) =(2;+x0) ;
c) f(n)={0;1;2;3;4},(V)neZ.11. Se arati ca f(x+3)=f(x) ; 12. Se aduce relatia data la forma

f(x)—
f(x+1) = (x) de unde se calculeaza din aproape in aproape obtinandu-se :

f(x)+1
1 1 . e .
f(x+2)=——"—, f(Xx+4)=— = f(X) . Functia f este periodica, de perioada 4.
f(x) f(x+2)

3.3. Functii bijective. Functii inversabile

1. Functiile avand graficele b, ¢, e sunt injective intrucat respecta definitia . La punctele a, d, f se
gasesc functii pentru care ludnd doud elemente distincte din domeniul de definitie, observam ca
functia admite aceeasi imagine pentru ele.

2. Functiile avand graficele b si ¢ nu sunt sutjective deoarece observam ca se poate duce o paralela
la axa Ox care sa nu intersecteze graficul functiei.
La punctul a) o paraleld dusd la OX intersecteaza graficul lui f in cel putin un punct.

3. 4" =64=n=3=>A=f(1)+f(2)+f(3)—F) F(2)-f(3)=1+8+27-1.8-27 =180
2P -1 & -1

-1 7

4. 3'+9"=10. Notdm pe 3"=y=y’+y-10=0=ye{L;9}=ne{1,2}. Asadar, f(X)=x si
f(x)=x

B=+2+(2*)’+.....+(2®)* =1

Cap. 4. Functii si ecuatii irationale

4.1. Functii irationale
3). Trebuie ca functia de sub radical si fie pozitiva adicid (m* +1)x* —(2m+3)x+1>0ceea ce

inseamna ca discriminantul ecuatiei de gradul al doilea asociatad functiei sa fie negativ,
A=02m+3)° —4M*+1) <0< 4m’+12m+9-4m°’ -4<0=

12m£—5:>ms_—5.
12

4.2. Ecuatii irationale
l.a) S={1}; b) S=; c) S={8}; d) S={-11}; e) S={-44};f) S={2}; g) S={-2;8};
hy S={-3:3}; i)S={3};j)S={3}.

2. a) S= {4}, b) S={-2}; c) S={11}; d) S={-10,10}; e) S={3}; f) S={-2}; @)
S={-2-3};
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h) S={-16}; i) S={-18};

3.8) S={l}; b) S={1}; c) S={8); d) S={-33}; &) S={0;6}; ) S={-9}; 0) S={24};
h) S={2}; 1) S={-4}.

4.3) S={9}; b) S={-4}; ¢) S={-2}; d) S={2}; ) S={1};

5.a) S={-1}; b)S {0;-3}; ¢) S={+2}; d) S={£2};

6.2) S={-2}; b) S={2}; ¢) S={-L4}; d) S={-50};

7.2) S={3}; b)S={1}; ¢)S={1}; d) S={2}; e) S={1}; f) S={4}; 9) S={2;6} .

8--3)5={—1;%}: b) S={12}; c) S={-1}; d) S={L11};

9).a)xa@;b)8={g};c)8:{g}; Q) xed; € S={3}:f) S={1l;) S={3}:h) S= {4}
10).a). S={9}:b).S ={@}:c). S={-3); d).S={-33); e).S={1}:f). S={-55: g).
S=(3l; h).S={Il; i).S- {13} D). S={2);K).5={2}; I.S= { m) S ={0;5);
n) S={3}: 0). S={21:p). S={34l; q). S={L2}); r).S={1l;s).S={8); ). S={1;
11). a) S - {238}, 0) S={6}; ). S={-L3}; d). S={-L0L}; ). S={L2};

fs= {170} Q) s- {j} h S={2);

a, , +a,, JX+3+x+5
2

I ©|I\)

12). Din formula a, = = 4= = . Din conditiile de existenta,

X+3>0, 3—x>0, se obtine X €[-3;3]iar din rezolvarea ecuatiei se obtine

(x+3) = (83— x)> = solutia buni este X =1. Asadar, numirul ciutat este 1.

Teste de autoevaluare
Testul 1. Functii irationale

1)Din 3x+6>0=x>-2= D=[-2;); 2) xeR;

3) Din x*—2x—8>0=> x e (—o0;-2]U[40). D =(-u0;-2]U[4;0).

4) Din ¢ -4>0=x2-4>0=> xe(—0;-2]U[20). D =(-w;-2]U[20).

5) Din ’X‘_§>o:> x e (~o0-5]U(30). D =(-o0;-5]U(300).

6) Trebuie ca functia de sub radical sa fie pozitiva adica (m® +1)x* —(2m+3)x+1>0ceea ce

inseamna ca discriminantul ecuatiei de gradul al doilea asociata functiei sa fie negativ,

A=(2m+3)* -4(m*+1) <0< 4m’ +12m+9-4m° -4<0= 12m<-5= mgl—g.

Testul 2. Ecuatii irationale
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1). Ecuatia nu are solutii deorece radicalul trebuie sa fie un numar pozitiv iar la noi
membrul drept este negativ.
2). Se pun mai intai conditiile de existentd: x+6>0=x>-6, si x>0 rezultdnd x>0.

Dupa rationalizarea ecuatiei date rezultd x+6=x>= x*—x—-6=0. Solutia buna este 3.
S ={3}.

3). Din x*+19=-8=x>+27=0< (x+3)(x*—3x+9)=0 cu singura solutie reala - 3.
S ={-3}.

4). Prin ridicare la puterea a treia rezultd x* +4x+2=—-1.

Rezolvand ecuatia de gradul doi se obtin solutiile -3 si -1. S ={-3;-1}

5). Din conditiile de existentd a radicalilor se obtine x>4. De aici , singura solutie
acceptabila este x = 4. S={4} 6). Evident, dupa rationalizarea ecuatiei rezulta

x> +144 =169 = x* =25=>x=15. Asadar, S ={-5;5}.

Testul 3. Ecuatii irationale
1) a) Se pune conditia de existentda a radicalului de ordinul doi: 4x—-8)0= x)2; Din

Jax-8=2|()’ =>4x-8=4= x=3. $={3}. b) Y2x-7=-3|)° = 2x-7=-27= x=-10.
S ={-10}

2) 3‘/1—_X—§/3X_—2:0:>§/1—_x:§/’oﬁ‘()2 = 1-x=3x-2= x=1S={1}.

3) Cum termenii sumei sunt douad numere pozitive atunci trebuie ca fiecare sa fie egal cu
0.Rezultd, 2x-4=0=x=2si VX’ ~4=0=>x=4=x=2.S ={2}.

4) Conditii de existenta: 4x+2)0= x) —% si X)0. Din cele doua rezulta x)0.

Din V4x+2 =x|()° =4x+2=x" = x* —4x—2=0=>solutia care convine este x=2++/6.

. a,,+4a VX+3+X+5 . , <
5) Din formula a, = % = 4= — = Din conditiile de existenta,
x+320, 3-x>=0 , se obtine xe[-3;3]iar din rezolvarea ecuatiei se obtine

(x+3) = (83— Xx)* = solutia buna este x =1. Asadar, numarul cautat este 1.
6) \3/x3—x2—6=x—1|()3:> X —x*—6=(x-1)°= X=X —6=x"-3x*+3x-1=
2x* —3x—5=0cu solutiile -1 si g S= {—1;5}.

Cap. 5. Functii si ecuatii exponentiale

5.1 Functii exponentiale

1.a) R; b) R; ) (0;0); d) (20); €) R\{0}; 1) (0;0); 9) (=D)L (5o0) ;

2.3) (37 ( (37)";  b) (15)®) (L5); o) @j% (éjs; d) Gjm< G)g;
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5.2 Ecuatii exponentiale

1.8) 2°=256=>x=8; b) 2*=32=>-x=5=>x=-5; ¢) 2°=

X

X 3 -3
X+6=-3, x=-3-6; x=-9. d) (1) =1=>x=0; ¢ (Zj :%:>[Ej :(E
2 5 8 2 5

Comin (2Y _(2) . ‘3 5 N R
. Din |2|=|2] =x=-3; f)10 =\/100:1O3:>x=§, g)3:%:\/§ =33

5 5
2 -2 1
=>3X:33:>x:?; h) 4*’5:a=>4x’5:4’3, Xx-5=-3; x=-3+5; x=2.

&
i) 5“=&) =5 =>x-2=—x| ( ) =X —4x+4=x =>x*-5x+4=0;
=>x=1sau x=4=>S ={1}

j) 6T =362 =>362=6" sau 6T =6"=>Bx—-1=x| () =3x-1=x*=>3x-1-x*=0

b+a 3+5 3++5..  3-5
X, = = 1 X = Xy =
2a 2 2 2
k) 32XZ_5X=2_17; 3 * =33 2x*-B5x=-3 = 2x’—5x+3=0;
b+ 5+1 5+1 541 6 3. 5-1 4
X = = = ; =—— == X, =——=—=1;
X -2
) 2_=g:>g= 2 =>X=-2;
¥ 4 4 \3

5x+4 2x+3 2x+3 -2x-3 5x+4 —-2x-3
m) (E] = (Ej ; Cum (Ej = (gj rezulta (Ej = (Ej sau
5 3 3 5 5 5

5X+4=-2x-3 ; 5x+2x=-3-4; xX=—17 = x:7:>x=—1;

n) X021 o X T =X = ¥ —7x+10=0= xe {25} ;

X2 —

0) (X* +x+1) N (x2+x+1)xz_9=(x2+x+1)0:> X2-9=0 ; xX*=9=>x=43

p) (X+4) = (x+4)2 = x* +4x =12 = X € {-2;6};

2.9) S={%};b) S=1{6};0) S=1{9};d) S={-4};¢) S:{—%};f) S:{—%};g) s={0};
h) § ={4}:1) S={L4}:)) SZ{%};k) S={%}:I) S={%};m) S={23};n) S={0;6};

o) s={aa)im) s={z5};

3.a) S={4};b) S={-5};c) S={2}; d) S={1,3};e) S={1}; ) S={-1};9) S={1};h)
S={%}; 6. a) 2X+3+2X=36<:>2X(23+1):36:>2X:%:ZX:4:>x:2;
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b) 3?+2.3"+3 =16 < 3F-F+2.3.3+3' =16 < 3F(F+2-3+1)=16 <« 3*(16)=16
= 3X:E:>3x:1:>x:0;
16
x—1
€) 5% -2.51 _5*=5.5 & 5.5 _2.5°.5 5 =557 & 5.5 _2.5¢.5 5 5.5 =0

& 5*(52—2-5—1—5%):0@ 5 (25-10-1-1)=0= 5*(13)=0=>xeJ;

d) 4% 4+3.4%" -12.4% =256 < 4% -4 +3.4%.4-12-4% =256
o AW +314-12.1)=256 < 4¥(16+12-12) =256 < 4% (16) =256 =

43X:@:>43X:16 =4 =4> =>3x=2 :>x:g;
16 3

e) 4-3-2+2=0 notam 2*=t)0 =>t"-3t+2=0 =>t =1=>2"=1=>x=0
=t,=2=>2"=2=x=1 S$={0;1};
f) 3*+8-3-9=0 notim 3*=t)0 t*+8t-9=0

_ —b+Ja  -8+4A100
2

A=b*-4ac a=64-4-(-9) =100 t,= >3

L -—8-10_-18_ 8410 2
2 2 2 2
Din 3=-9=>xe@ sidin 3 =1=>x=0; S={0};

0) 9°-10-3*+9=0 < 3*-10-3*+9=0. Notam 3* =t)0de unde rezulti:
t*—10t+9=0 a=b’—4ac A:(—10)2—4'1'9 2=100-36 »=64

-9 1

* 2a 2 2 2
=08 2 1 g 1-x=0; s={02)
o2 2

h) 2.2 -3.2*+1=0.  Notim 2* =t)0de unde rezulta ~ 2-t*—3-t+1=0
a=b’—dac  a=(-3)'-4-2.1 A=9-8

b+ +
’ 2a 4 4 4
t2:E:gzlz>2x:1:>x:—1Rezulté, S ={-1,0};
4 4 2 2

i) 25 +5°—30=0sau 5*+5*—30=0; Notam 5 =t)0 de unde rezulta t*—t—30=0
cu a=b’-4ac, a=1-4-1-(-30), a=1+120, a=121

. _bie 14121 =10 5 e 51 i
1,2 2a 2 2 2
t=ﬂ=_£=_6=>x6®; S={1};
? 2 2

j) 2574 —20.5%% _195-0« 524 _20.5%4_125-0; Notim 5" =t)0 =
t2-20t-125=0 a=b?-dac  a=(-20)"-4-1.(-125) a=400+500 =900

_ —b+Ja 20+30 20430 _50_
2a 2 2

t, 25 =54 25 /x—4=2=x=8
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0-0_0_ 5 yeq; s-= {8}

2 2
5.a) S={3};b) S={2};c) S={0};d) S={1};e) S={2};f) S={10};0) S={2};h) S={5};
i) S={1};]) S={0}; k) S={-1};
6. a) S={0}; b) S={0};c) S={0};d) S={1};e) S={1,2};f) S={L—log,2}; Q)
S={0;2}; h) s={2}; i) S={-22.
7. a). S:{—%}; b). S={-1}; ¢). S={

s={L-log,2}; h). S0 ) S=0), ) S={L2h S={02) ) S={3)
my, $={0:2). s ={t, ) s={1. ) s={2). ) s={3. ) s={-22}.

=

-1,2}; d). $=1{0:2] 1 e).

8.a) S=1{0};b) S={0;1}; c) S={1};
1

d)S={—1;O};e)S:{§};f) S={1};9) S= { log, 2; Iog7 } h)S:{O;E}; i) S={0;1};])

S={0;2}; k) S={2};1) S={3};9).a) 5*‘22125<:>5X 225°=>x-223=x25. xe[5»).

1 2x+1 1 1 2x+1 1 2 1 1
b) (5} <§<:>(§) <(§j :2x+1>2:>x>5. XG(E,OOJ

€) 3 +32+37 ~1053(0 <> 3" (3+3? +3°) (1053 = 3*-39(3°-39]:39 = 3"(3° = x(3.

3 2x+8 3 2
xe(-©,3). d) (EJ S(Ej = 2X+8<2=x<-3.

31 X244 3x2-1 2x°+8
) 4 16 N 4 > 4 =3 -1<2x* +8 = x* <9= xe[-3,3].
5 25 5 5

f) Notam 2* =t si ecuatia dati este echivalentd cu 2t* —12t +16 <0. Rezolvim mai intii ecuatia de
gradul doi asociatd asociatd 2t* —12t+16= O‘ 12 =>t* -6t+8=0=t, =2,t, = 4atunci solutia
inecuatiei in t este te[2;4]. Rezultd 2<2" <4= xe[1;2].

10. Se face notatia

=y® adicd

4 +4—2X—y>0 si prin ridicare la puterea a treia rezulta 64° +6- 4X+4_+6?1X

2
y3=27:>y=3:>4x+?=3:>t2—3t+2=0 unde cu t s-a notat functia exponentiald

2X=t>0:>te{l;2}:>X€{O;%}.
11. 3 +4* =5"+x-2 x—X2 . Rezulta ca functia f(x):[gj +(ﬁj

. 3X 4X
B ==+ = =
HEH SRE

estye strict descrescatoare pe domeniul de definitie deci injectiva, asadar are solutie unica ecuatia
data si anume x=2. Se verifica ca pentru X(2 si X)2 ecuatia nu are solutie.

5.3 Teste de autoevaluare
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Testul 1. Functii exponentiale

1) Cum f(—x)+ f(x)=0,vxeRsi f(0)=0, rezultd ca suma ceruta este egala cu 0.

2) fO+fO+f(2)+........ + Q)+ f(10)=

11
1
- -1 11 11
1+1+i+ +i— 5 —1_5 3—5 _1
5 2 510_ 1_1 - 511 _4_4-510'
5

4) Pentru a=b=c=-1=a+b+c=-3.
5) Pentru a)ldin a* >*yat = x?—2x+3)—1=> x*—2x-+4)0 pentru orice X real deoarece
discriminantul ecuatiei x* —2x+4=0este A =-12(0.

Pentru 0¢a¢ldin a* 2*a™t = x2 —2x+3(~-1=> X2 —2x+ K0 = x e .
Asadar, pentrua)l are loc relatia data.

1 1 1
6) 2*+2522\/2X-2? :2\/2 x >24/2% =4,

Testul 2 . Ecuatii exponentiale
1) 677 =6 =2x-4=8+5x, =2Xx—-5x=8+4=-3x=12
=x=-4. S={-4}.

2) Ecuatia dati este echivalentd cu 2*° = 2% = 3x—9=x*-3x= x*—6x+9=0.Se obtine
solutia 3. S ={3}.
3) 47+ 4 =257 = 2—24r4X 4% =257 = 4X(%+16) =257

:4*~%:257|:257:> =4 =16=>x=2. S={2}.

4) Se face notatia 2* =t)0 de unde, ecuatia datd devine t* —9t+8=0. Rezulta,
t=1=2"=1=>x=0sit,=8=2"=8=x=3. S :{0;3}

X+4 X+4 X+4 5
5) [E] g:E:{Ej =Eﬂ:>(zj :(Ej = Xx+4=5=x=1. S={1}.
3 4 81 3 81 9 3 3

6) Conditia de existenta care se impune pentru inceput este X >0

Ecuatia dati este echivalentid cu 5°* = 5V = 2_x= —\/; S X-2= \/; . De aici , observam ca
X—2>0=>x2>2.
Ridicand la pétrat se obtine ecuatia X* —5X+4 =0 cu soluia care convine 4. S ={4}

Testul 3. Ecuatii exponentiale

1). 16" =0,25 16" = 2> = (2*)" = R Ry S

100 4
1 1

4X—4:—2:>4X:2:>X=§. Asadar, S = o0

2) Se pune conditia de existenta a radicalului, X+2>0= x> 2.
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92 =27 =32 =3 5 2 /x+2 =3= 4(x+2)=9 :>4x=1:>x=%. Asadar, sz{%}.

3) 3?4+ 3 +3 132 =336 = 3 (3—12+%+3+32]:336

:>3X-%:336:>3X =3°= x=3. Asadar, S ={3}.

4) Se face notatia 7* =t)0 de unde, ecuatia dati devine t* —8t+7 =0. Rezulta,
t=1=7"=1=x=0sit,=7T=7"=7T=x=1. S={0;1}.

x?-10 2
5) Ecuatia data este echivalenta cu | — = E =
16 10

2(x?-10) -2 2x2-20 -2
S _[2 = S _(> =2x*-20=-2, = x* =9 = x =+3. Asadar,
4 4 4 4

S={-3;3}.

6) Observam ca (\/§+ 2) . (\/g— 2) =1 atunci, (\/g— Z)X = ﬁ prin urmare, facem notatia
542

(\/§+ Z)X =1)0 = ecuatia data devine t+i[—L =18=t*-18t+1=0cu solutiile t,, = 914\/5. Cum

9+45=(25) = (VB+2) =(2+V5) = x=2,sau
" - 2=;: + _2:X:—. adar, S ={-2;
(vV5+2) =(v5-2) (J§+2)Z (v5+2) 2. Asadar, S ={-2;2}

Testul 4. Inecuatii exponentiale
1) 5% >1256<57>5=>x-2>3=x>5. xe[5;x).

1 2X+1 1 1 2x+1 1 2 1 1
2) (g} <§©(§j ((éj :>2x+1>2:>x)5. XE(E,ooj

3) 3432433 _1053(0 < 3* (3+32 + 33)<1053 =N
3*-39(3°-39:39 = 3"(3* = x(3. xe(-0,3).

2X+8 2
4) (g) s[g) = 2X+8<2=>x<-3.

3x%-1 X2 +4 3x%-1 2x2+8
5) 4 >(18) o2 >[4 =3x*-1<2x*+8
5 25 5 5

= x*<9=xe[-33].

6) Notdm 2 =t si ecuatia dati este echivalentd cu 2t* —12t+16 <0. Rezolvam mai intii
ecuatia de gradul doi asociata asociatad

2t —12t +16 = 0‘ 12 =>t? -6t+8=0=t =2,t, = 4atunci solutia inecuatiei in t este

te[2;4]. Rezulta 2<2" <4= xe[L;2].
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Cap. 6 Functii si ecuatii logaritmice
6.1. Functii logaritmice

1. f(7)+f(%):—l; 2. f(l)+f(%)+f(3)+f(\/§):—% 3. m=3; 4.

0(0;0) G, = f(0)=0, adevarat. 5. f(2+/3-3)+ f(243+3) =1 iar f(ﬁ):%

6. a) f(x) crescatoare pe (0;0); b) f(x) descrescatoare pe (0;0); c) f(x) crescatoare pe
(0;00); d) f(x) crescatoare pe (—2;0);

7.a) f(X))O,VXG(%;OOj; b) f(x)) 0,vxe(-Lwo); c) f(x)) 0,Vxe(—x;5).

31
8. fl)="v=
() 4+2

10). a) Se pune conditia x—6)0 = x)6 = D = (6;x) ;
b) Se pune conditia x* —7x+10)0 = X € (—o0;2) U (5;00) = D = (—00;2) U (5;0) ;

¢) Se pune conditia %}0 = X-2)0=xe€(2;0) = D=(2;0);

d) Din x+2>0 (x+2)(x-1)
x—1 (x-1)°

e) Se pune conditia 3x—9)0 = x)3= x € (3;00) = D =(3;0);

11.a) D=(-4%); b) D=(—0;-3)U(3,x); €) D=(-2,2); d) D=(-0,1) (4 x);

€) D=(-0;-D) U@ xo);f) D=(-3-2)u(-2-D)(Lx);g) D=(2x);h) D=(0;0);

Y0 = X € (—0;-2) U (L;0) ; D =(—00;—2)U(L0).

i) D=(35);j) D=(L4); k) Din $>0:>x+6>0:>x>—6. D = (—6,0).
) Din X2—8X+12)O:>Xe(—oo 2)U(6,0). D=(-0,2)u(6,x)

12) Trebuie ca >0@w>0@(x+1)(x+2)>0:> D =(—0,-2)u(-1 ).
X+2 (x+2)?
2 3 il 485
fO+f(2)+....+ f(484) = | —+1 —+1 —+ +1
1)+ F(2)+...+ (484) = log, = +log, +I0g; —+.....+log, =
2 34 485 1
log. =-=-—-...... —=lo =log.3°=-5.
%325 286 ez 0%
1 1 1

13) f(Q)+fQR)+...+ f(1l0)=2< + =2=

Fot
log,a log,a log,, a
log, 2+log, 3+...+l0g,10=2= log, 2-3-4-..-10=2= log,10!'=2= 10!'=a’ = a=+/10!.

6.2. Ecuatii logaritmice
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1). a). Conditii de existenta: X)0 ; log, x=1=>x=2"'=2; S ={2}.
1Y 1 1
b). Conditii de existenta: Xx)0; Ioglx:Z:X:(—j ==; S:{—}.
3 2 4 4
201 1
c). C.E: x)0; log, x=-1=>x=3 :5; S:{g}.
d). Conditii de existenta: x)0; log,x=0=x=4°=1; S={1}.
e). C.E: x)0, x#1; IogXE:Z:E:XZ:x:\/i:E;Sz{l}.
9 9 9 3 3
1" a2
f). C.E: x)0; log, x=-2=x= : =(5") " =25; s ={25}.
5
g). C.E: 2x—6)0=> X)3; log,(2x—6) =2 = 2x-6=3* = 2x=15= x=7,5;
S={7,5}.
1 4 15
h). C.E: 3x+1>0:>x>—§; log,(3x+1)=4=3x+1=2 :>x:§:5; S ={5}.
i). CE: x+3)0=>x)-3; lg(x+3)=2=x+3=10> = x=97; S ={97}.

j). Conditii de existenti: x* —8x—1)0;

log,(x* —-8x-1) =3=x*-8x-1=2=x*-8x-9=0=x=-1, x,=9; S={-19}.
k). C.E: x*—4x-3)0;

log,(x* —4x-3)=2=x*—4x—-3=3" = x* - 4x-12=0=>x =-2; X,=6; S={-2;6}.

1
). C.E: x—5)0=Xx)5; Iog4(x—5):%:>x—5:42:>x—5:\/Z:>x:7 ; S={7}.

1
m). C.E: 2x—3>0:>x>g; Iogs(2x—3)=%:>2x—3:83:2x—3:2:>x:g; S:{g}.

n). Conditii de existenta: log, X)0 = x)1;
log,(log, x) =1=log, x=2=x=3"=x=9;S ={9}.

0). Conditii de existenta: x)0; log,(log, (log, X)) =0 = log, (log, X) =1= log, x = % = X=2;
2 2

S={2}.

2). a). Conditii de existentd: x> —7x+8)0, x—7)0= X)7;

log, (x> —7x+8) —log,(x—7) =0 = log, (X’ = 7x+8) = log,(X—7) = X* ~7X+8=x~7

= x> —8x+15=0=x =3, X, =5. Cum acestea nu fac parte din domeniul de existenta al
logaritmilor rezultda S = ;

b). C.E: x+2)0, x)0=x)0;

log,(x+2)+log, Xx=3<>l0g,(Xx+2) - X=3= X" +2X=8= X’ +2X-8=0=> X, =4, X,=2;
Solutia bund este x=2; S ={2} ;

c). C.E: x+3)0, x+4)0, 3-3x)0=xe(-31);

lg(x+3) +1g(x+4) =1g(3—3x) = Ig(x +3)(x +4) =1g(3—3%x) = X* + 7x+12=3-3x =

x> +10x+9=0=x =-1 X, =-9; Rezultd S ={-1};
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d). C.E: x)0;

11 log, x log,x 11 1 1) 11
log, x+logy X+10g,, Xx=—=>l0g, X+ + =—=log, x| 1+=+= |=—=
12 log,9 log,27 12 2 3) 12

11 1 1 Lo |
|093X'E=E:>|093X=E:>X=32 =43; S={\/§},

e). C.E: x—3)0= x)3; Se face notatia Ig(x—3)=t=1t"-t=0<1t(t-1)=0=t =0saut,=1.
Pentru t=0=1g(x—3)=0=x-3=1=x=4;

Pentru t =1=1g(x—3) =1=x-3=10=x=13; S ={4;13};

f). C.E: x)0; Se face notatia Ilgx=t=1t>-11t+10=0=t, =1 sau t, =10;

Pentru t =1=lgx=1=x=10; Pentru t=10=>lgx=10=>x=10"; S ={10;10"};

3).a) 7; b) 4; c) 95; d) -6; 3; €) -1; 5; ) -4; 2, 9) -6; h) 0; 3; i) &; j) 4 k) 4; 1) -3; m) 3°; n) 3;
4).a)5;b)3;¢)5;d)-1; €)5; ) 2;9)6;h)3;0) -1;j)6; k)5 1) 7; m)%;n)l;O) S=0;

p) _1—;\/5 ;). Conditii de existenta: 2X+4)0 , 3x+1)0 = X) —%;
log, (2x+4) =log, (3x+1) Cum functia logaritmica este bijectiva rezultd 2X+4 =3x+1= Xx=3;

5+«/1_3_
2 1
log,(x—2) =log,(x* —5x+3) = X—2 =X’ -5x+3 =X’ -6X+5=0=x, =1, X,=5; Doar x=5

este solutie bund. S ={5}.

S = {3} . r). Conditii de existentd: x—2)0 , x*—5x+3)0= X)

5). a) 10; 100; b) 10; 1000; c) 99 ; 10° — 1; d) %; 100;¢€) 0;-3;f) 2; 16;9) 2; h) 3;1) 2; j) 5;

25; k)-2;-1;
6) log,(x+6))0 < x+6)1= x)—5.

7). a) lg(3x+10) > 2. Conditii de existentd: 3x+10)0 = Xx) —% .

Inecuatia datd devine Ig(3x+10) >1g10* =3x+10>100= x>30, X &[30;0).
b) Conditii de existentd: x*> —4)0 si 2x—4)0. Din cele doua rezultd x)2. Din
log, (x> —4) <log, (2x —4) rezulti

3 3
X —4>2x—4= x> —2x>0=> x&(-,0)U(2,0)NDf = x&(2,x).

¢) log,.,(x* —3x+2))2. Conditii de existentd: Xx+1)0, =>X)—1, Xx+1#1=>x#O0si
X*—3x+2)0= x e (—0;1)U(2;0). De aici rezultd, x €(-10)U(0;1)U(2;0).

Avem doua cazuri: Pentru X+1)1, = X)0 inegalitatea datd devine

x* —3x+2)(x +1)2 = -5x)-1= X(% . Solutia in acest caz este X € (0;%) :

Pentru 0(x+1(1, = x € (-1,0) inegalitatea datd devine x* —3x+ 2((X +1)2 = -5x(-1= Xx) %

Solutia 1n acest caz este .
d) Conditii de existentd: x* —10x+25)0, = X € R. Inegalitatea dati devine,

log, (x* —10x + 25)(log, 5% = x* —10x+25(25 = x* —10x(0 = x (0;10).
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e) Conditii de existenta: log, x)0 = x)1.Din log, [Iog1 xj}lrezulté

2 2 4

1 1
1 1 1)z 1)\2 1 1
Iogl[loglxj>|ogl§:>Ioglx<E<:>Ioglx<logl(z] :X>(Zj :x>\/; :>X>E'

2 4 2 4 4 4
f) Conditii de existenta: 9* —10-3* +36)0.
log, (9" —10-3* +36)(3 < log, (9" —10-3" +36)(log, 3° =
9*—10-3" +36(27 = 9 —-10-3* +9(0. Notdm cu t = 3"si rezolvam ecuatia de gradul doi asociatd
functiei de gradul doi. Rezultd t, =1sit,=9=te(L9)= 3 €(L,9)= x<(0;2).
lg(x=2)+lg(x+4)
- 2
9. Se face notatia log, x—3=t=log, x=t+3=x=2" = f(t)=2" =

S=2+22+22+...+2'",
10. x=2%1_1,

8. lgx =Igx* =1g(x-2)(x+4) = x* =(x—2)(x+4) = x=4.

Teste de autoevaluare

Testul 1. Functii logaritmice
2) Din L)0: X+6)0=x)—6. D=(-6,).
X+6

3) Din X2—8X+12>O:Xe(—oo,Z)u(G,oo). D=(—oo,2)u(6,oo)
4) log,(x+6))0 < x+6)1= x) —5.

5) Trebuie ca X+1>0 < (x+1)(x+2)

)0 < (X +1)(x+2))0=> D =(-o0,~2)U(~L ).

X+ 2 (x+2)?
F()+ F(2) 4.t f(484) = Iogsg+log3%+logsg+ ..... +|ogsj_:2:
|093§%'% ....... -%:Ioge,ig: log,3° =-5 .
6) F(2)+f@)+.tfA0) =2 —2 1L 1 _

+ ot
log,a log,a log,, a
log, 2+log, 3+...+l0g,10=2= log, 2-3-4-..-10=2= log,10!=2= 10!=a’= a=+/10!.

Testul 2. Ecuatii logaritmice

1. Mai intai se pune conditia de existentd a logaritmului: 2x—4)0=>x)2. Pentru a rezolva
ecuatia, aplicam formula log, x=y = x=a’, asadar, in cazul nostru rezulta
2x—4=4>=x=10. S ={10}
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2. Din conditiile de existentd ale logaritmilor rezulta 2x+1)0, Xx+2)0, = X) —%. Mai

departe, ecuatia data este echivalentd cu log,(2x+1)-(x+2) =2, de unde rezulta
(2X+D)(X+2)=9= 2X* +5x-7T=0=>X = —%, x, =1. Asadar, S ={1}.

3. Din conditiile de existenta ale logaritmilor rezulta x+3)0, x+6)0, = x)—3. Mai

departe, ecuatia data este echivalenta cu

Iogzﬂ:—Z, de unde rezults X2 222 = Ax+12=x+6=> x=—2= ={-2}.
X+6 X+6

4. Din conditiile de existenta ale logaritmilor rezultd x*—4)0, 2x+4)0, = x)2. Mai
departe, ecuatia data este echivalenta cu

log (x* —4) = log, (2x +4) = x* —4=2x+4 => x> —=2x—8=0cu solutiile x, =-2, X, =4. Solutia
care convine este 4, asadar, S ={4}.

5. Mai intai se pun conditiile de existenta:

4x+80=>x)—2, 3x+2)0= x)%zde unde rezulta x)%z.

Ecuatia data este echivalenta log,(4x+8) =log, 2-(3x+2) = 4x+8=6x+4=>x=2. S={2}.

6. Deoarece log, x* =2log, x si log, x = |(|)ng3)(1 =—log, x rezulta ca ecuatia data este
3 3
echivalenta cu (2log, x)2 —(-log, x) =5.
4(log, x)2 +log, x-5=0. Notand log, x =t = 4t +t-5=0 cu solutiile t, = —% = —% si

5
t, =1. Rezulta, din Ioggx:—%:x:3 - L sidin log, x=1=x=3.

{1/3_5

Testul 3. Ecuatii logaritmice
1) Mai intai se pune conditia de existentd a logaritmului: 2x+6)0= x)—3. Pentru a

rezolva ecuatia, aplicam formula log, x=y = x=a’, asadar, in cazul nostru rezulta

2x+6=5 = x=110 g ={&}
2 2

2) Din conditiile de existentd ale logaritmilor rezultd x> —x—6)0, x+2)0, = x)3. Mai

departe, aplicam formula log, f(x)=1log, g(x) = f(x)=9g(x). In cazul nostru rezulta

X' =X—6=x+2 =X -2x—-8=0 x =-2,X,=4. S={4}.

3) Din conditiile de existenta ale logaritmului rezultd x—3)0=> x)3.Mai departe se aplica

formula log, x =y = x=a’de unde rezultad x*+3=x>-6x+9 = x=1.

S=0.

4) Din conditia de existenta a logaritmului rezultd x)0.Facand notatia Igx =t rezulta

ecuatia t* —9t —10=0 cu solutiile - 1 si 10. De aici, rezultd lgx=-1=>x=10" = %si

lgx=10= x =10".
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5) Conditii de existentd: x°+8x*+29x+30)0si x+3)0.

Mai departe se aplicd formula log, x = y = x = a”de unde rezulta

X2 +8x* +29x+30=(x+3)* = x*+8x* +29x+30= x> +9x* + 27X+ 27 =
X*—2x-3=0=x =-1x, =3.

6) Se pune mai intai conditia de existenta a logaritmului si anume

X+4)0 = x)—4. Ecuatia data este echivalenta cu log,(2x* +4)—log, (x+4)* =2 =

2 2
|0g22"_2‘i=|0g22-2:> X4 1 g i16-x2+8x+16= x=0.
X+

x> +8x+16 4

Testul 4. Inecuatii logaritmice

1) Ig(3x+10) >2. Conditii de existenta: 3x+10)0 = x) —% .

Inecuatia datd devine Ig(3x+10) >1g10° = 3x+10>100=

x>30, xe[30;).

2) Conditii de existentd: x*—4)0 si 2x—4)0. Din cele doud rezultd x)2. Din
log, (x> —4) <log, (2x—4) rezulta

3 3
X —4>2x—4= x> —2x>0=> X &(-2,0)U(2,0)NDf = x&(2,).

3) log,,,(x* —3x+2))2. Conditii de existentd: x+1)0, = x)—1, x+1#1=>x=0si
X* =3x+2)0= x e (—0;1)U(2;).

De aici rezulta, x e (-10)u(0;1)u(2;).

Avem doua cazuri: Pentru x+1)1, = x)0 inegalitatea datd devine

x* —3x+2)(x +1)2 = -5x)-1= x(% . Solutia in acest caz este X e (O;%) :

Pentru 0(x+X1, = xe(-10) inegalitatea datd devine x*—3x+ 2<(x+1)2 = 5x(-1= x)=.

Solutia in acest caz este .
4) Conditii de existentd: x> —10x+25)0, = x € R. Inegalitatea data devine,

log, (x2 —10x + 25)(log, 5* = X2 —10x+25(25=> x? —10x(0 = x & (0;10).

5) Conditii de existenta: log 1 X0= XL Din log, (Iogl xJ)lrezulté

2 2 4

1 1
1 1 1)2 1)2 1 1
Iogl(log1 x))loglzzﬂogl X<§<:>|091X<|°91(Zj :x)(zj :>x>\/; :>X>E.

2 4 2 4 4 4
6) Conditii de existenta: 9*—10-3+36)0.
log, (9" —10-3* +36)(3 < log,(9* —10-3* +36)(log, 3° =
9" -10-3*+36(27 = 9" —10-3* + 0. Notam cu t = 3"s1 rezolvam ecuatia de gradul doi
asociata functiei de gradul doi.
Rezulta t, =1si t,=9=1t€(L,9)= 3 e(,9)= x<(0;2).
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Cap. 8. Combinari

8.1. Probleme de numarare
1. 28 incercari; 2. 10 caiete; 3. 168 de perechi; 4. 72 de seturi; 5. 72 de alegeri; 6. 48 de
moduri; 7. 720 de moduri; 8. 125 de numere;
8.2. Multimi ordonate. Permutari

1). a) 5!21-31(41-01) =120-2—6(24 —1) = 240138 =102;
b) 8!-6! _ 8-7-6!-6! _ 6!(56-1) _ 6~5.f-55 _ 330 .

745! 7.6-54+5! 51(42+1) 5(.43 43
0) 3-414+21.3! _ 6-24+12 :—_6:

-3.
2! 2 2
h). (n+3)!r:!(n+1)!= (n+3)(n+2)(nn4!rl)n!—(n+1)n! 1 6n?+10n 45
i (-9 (-2 1 1 _ n-1-n®-n =_(n2+1)_
(4! (n-)! (n+Dn n-1 (n-Dm(n+1) nn*-1)’
] ) ) 1 ) ) ) (n+2)! (n-2)! 1
j). n>+3n+2; k). e [). n*+2n+1; m). " +(n_1)!=(n+2)(n+1)+r=
(n-D(n’+3n+2)+1 n*+2n*-n-1
n-1 - n-1 '

2). @) Se pun mai intai conditiile de existenta a factorialilor: Este suficient pentru
X+3>20=>x>-3;
(x+5)!
(x+3)!
b) Din conditiile de existenta a factorialilor rezultd x>1; xeN
X! N (x+2)! _ (x+D!
(x=D! X! (x=D!
C) x=6; d) x=11, e) x=5; f) x=3;
9). (n+1)! _30e (n+1)-n-(n-1)!
(n=1)! (n=1)!
h). n=8; 1).n=4; j).n=6;
3). Numarul cuvintelor este 5!=120 cuvinte.

4). Numarul numerelor de sase cifre distincte (ce nu incep cu 0) este 6'-5!=5-51. S-au scos
numerele care ncep cu 0.

5). 40320; 6).5!; 7)6!; Ci=6; 8)5!—-41 ;5 —4*;

XxeZ ,

=42 < (X+5)(X+4) =42 = X* +9x-22=0=x =2 Si X, =—11g N=> x=2;

+14 & X+ X2 +3X+2=X+X+14=3x=12=> x=4;

=30=(n+1)-n=30=n=5.

8.3 Combinari

6! 6!
S+A' 3172 65446543
1) a) A% ZAG :3. |2.: :16,
6! 6-5
41
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8! 8! g 321 n! n! 1 1
C)As A _21 3 \2+31) 14624 12 )Afl ZT 21 +E:§,§=9
AS—A 9! 9l o 4-3) 912 18 A" n! 1 21 7
3! 4! | 3141 31 6
| .13. 11- | -
2).a) A, = (144'4)' 1413 ﬁ;l ’m':24024;b) In prima zi se poate da oricare din cele 4

examene deci existd patru moduri, prin urmare pentru celelalte 3 examene au mai ramas
) e < 13! 13-12-11.
13 zile. Asadar, existd un numar de 4- A}, =4-=—=4. —,LO/
10! 101
aranjare a examenelor;

3). Fiecare echipa joaca cu celelalte 15 echipe prin urmare sunt in total un numar de

16-15 =240 de meciuri. Altfel spus, un numar de A, = %_16 15=240.

= 6864 moduri de

4). Fara teza din prima zi, mai raman 3 teze de programat in cele 9 zile adica

s 9 9.8.7.8f

“316! §1.3.21

|
A = % iar In a doua zi se por programa in A’ = % =5!. Asadar, in total sunt

=84 variante. 5) In prima zi, cele cinci referate se pot programa in

A Ag_&%—lm moduri. 6) AL -AS; 7). Afozl 10'9'8';6'5'”44 151200;
8). A>; 9).12; 10).50; 11) 336; 18).a)n=4; b) n:3; C) n=3;

19). Conditii de existenta este n>4, neN.

Ecuatia data este echivalenta cu =0 de unde rezulta

n!
(n—4)! ( —2)' ( —)
n(n-1)(n-2)(n-3)—n-n(n-1)+3(n-1)-n=0[:n(n—1) . Din ecuatia
n*—6n+8=0=>n, =2,n, =4. Solutia care convine este n=4. Asadar, multimea solutiilor
ecuatiei date este S ={4}.
20). Trebuie pusa conditia 5n+4>n*+3n—-4>0, neN. Din n°-2n-8<0, neNsi
N> +3n-4>0, neNrezultd nefl,2,3,4}. 21).a) C2+C?-C:~C2-C?=4+24-6=22;
7! 7! 1 1
b) C;-C; _et1l 4131_ 6! 4131 _4+3-6! 5121 -24.2 4,
o 71 1 614131 1 6.6 3
5121 5121

c) 114; d)15; €)31; f) 64; g) 2% h)0; i)_TZS;j) 168; p). Utilizand formula

CK =Cl*rezultd ca C;,, =CXi % = CX” asadar, diferenta combindrilor este egald cu 0.
22). Intrucat nu conteaza ordinea punctelor prin care trec dreptele rezulta ca exista un

| 7.
numar de C? = g _87 i =28drepte;  23). Cj, 49! ————=13983816;
216! gf. 71 " 6143!
| |
24). ci.ct - 22l 10 _71110.0-81 10-9.8.7. M = 210-45-11=103950;

argr 614l 43.2.80  pla3

25). Pentru prima grupa de trei elevi exista un numar de CJ moduri de grupare;
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Pentru a doua grupa existd un numar de C;moduri de grupare iar pentru ultima grupa C..

o gl ,_o
3L gf 3!-3! ENE

I
26). C. = 363 =20; 27). Numarul grupelor de cate trei baieti este

. 6 6543 3 s 41 a3

C’= = 201iar numarul grupelor de cate trei fete este C} = —— =
® 3131 3.3.21 S fonsr 3Ma

Atunci, numarul total de perechi care se pot forma este de C}-C; =20-4=80.

In total existd un numar de CZ-C3-C? = =1680 moduri de grupare.

28). Aceasta inseamna ca se pot forma delegatii cu 2 cu 3 sau 4 femei :

I I I I I I
C.-C2+C2-Ci+C;-Cl = 6l S + 6l o + 6! o =20-10+15-10+6-5=380;
3L 3' 2131 4121 21.31 1151 4111
, 100 10-9-8

30). C = 3|7| - =120 32). C;-C}=415=60 echipe;

33). a) C/,-C2;b) C,-Co+CJZ.C2; 35 CZ-CZ-C,=300echipe; 36).572; 37)51408;
38). 9-6-13!;  39).a)2; c¢)Conditii de existentd: X+3>2=x>-1; Xx+3eN
I
C? =¥ (x+3)! :X2+6:(x+3)(x+2)
21 (x+1)!
x*-5x+6=0=xe{2;3}. d)Conditii de existentd: x>3, x+1>2=x>3; xeNsi
S={7}.
-1 !
e) C'*+n=10 <:>n—!+n—10=0 = nen )M
21(n=2)! 2 (n—-2)1
singura solutie buna, n=4.
f) (n+3)! 6n:>(n+3)(n+2)
2L (n+1)!
9) 10; h)9; i) 6; p)n=10; q) n=8; s) X =4;
40). Se pun conditiile de existentd: x+1>3=x>2 si x+1>x—1ceea ce este adevarata
(X+1)!+ (x+D)!

=X +6=Xx>+5x+6=2x*+12=

+n-10=0=n*+n-20=0cuU

=6n=n’-7n+6=0cu solutiile 1 si 6. Asadar, S ={1,6}.

pentru orice x real. Ecuatia data este echivalenta cu =3(x+1).
(x—2)! 2L (x—1)!
1 1 ! 1
(x+ IX(X — )Mf (X+Dx (x~<1)'! _axs)
(x~7)! 2(x~1)!
Dupa aducerea la acelasi numitor comun rezulta
2(x+D)X(x =)+ x(x+1) =6(x +1)[: (x+1) = 2x* —x—6=0cu solutia buna 2.
41. x(x*+3x-4)=0=x,=0, X, =—4, x,=1=S={1}.
8.4. Binomul lui Newton

1). 256; 2). Numarul submultimilor nevide cu cel mult 2011 elemente este egal cu

C;013 + C2013 + C3013 o + szfgsl = (Cgms + C;013 + C22013 + C23013 Foonnns + C2211(())33 ) - Cgom - C22(§)ll32 - szgllg =
=2°" _1-2013-1=2%""-2015.

3). a) (2x+3)* = Cf (2x)* + Ci (2x)%-3+ Cf (2x)*-3* + CE(ZX) 3+ C::34 =

=16x" +96X° +216x* +216x +81
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b) (3x+1)° =C2(3x)° +CL(3x)* +CZ2(3x)* +CS(3x)* +CI(3x) +C: =

= 243x° + 405x* +270x% +90x? +15x +1.

4).a) (x+2)° =Co%° +CIxX° -2+ C2x* - 22 +Cx*- 22 +CAX% - 2 + Cox2° +CL 2° =

X% +12x° +60x* +160x3 + 240x* +192X + 64

b) (V2+3) =Co2 +CIV2° -3+ C22 32+ C32.3 +C3 =

4+82 +108+162/2 +81=193+170/2 ;

5).a) Cum Cf =C'"™*,vn>k>0= S=C"+2C"" +3C"? +...+nC! +(n+1C?;

~(n+2)2"
2

Rezultd 2S =(n+2)(C}+C: +C> +...+C") =S =(n+2)2";

b) Cum Cf=C!™*,¥vn>k>0= S=C +3C/"+5C"* +...+(2n-1)C} + (2n+1)C?;

Rezulta 25 =(2n+2)(C° +C! +C* +...+C +C°) = S = (n+1)2";

€). CUM Cyuy; +Coppa +Cougs + Coppa v+ Cipgy =277 =

C;om + C22013 + C23013 o + szllgg =20~ Cgom =270 1.

d) Cum (1+1)*" =C) +C;, +C2 +C3 +...+C2 " +C2" si

(1-1)*" =C) —C;,+C2 —C3 +.....—C2"* +C2" rezulta dupa adunarea celor doua relatii ca

2" =2(C3, +C +. ¥ Co) 2= Cp +CJ 4G5+ + Co =22
k(3= |10k 1 . .
6). Termenul de rang k+1este T, ,=Cj, (\/;) | == | iar exponentul zero al lui x se

Jx
realizeaza pentru

od ko 10k X 10-k k 20-2k -3k

X3 x2=x"= x3 2:XO:T—Ezo.Deaiciseobtine 0=k=4.

1 20-14 1
14 14 14 14 14 11
7. a) T15 :T14+1 :Czox (_J :CZOX 'cmzox .

Jx
b) Cum dezvoltarea are 21 termeni atunci termenul din mijloce T, .
1 20-10
T — C10X10 . (_j — C10X5
10+1 20 \/;Z 20

20—k 20—k
1 — A . o )
c) Tk+1:C§Oxk-[—j =Cix 2 . Cum dezvoltarea il contine pe x" adicd unul din

Jx
20—k
o ) . k- 3k —20
termeni il contine pex' atunci Cxx 3 =Crx" =

=17 =k =18. Asadar, al 19-lea
termenT,, il contine pe x".
8. 4n+5>n? = ne[-L5]nN={234}.

1 12! 2

12
= 6-3 12_6- — ol —_— 2- _6— = —_—
9.7,=C%-¥a ( j =3696=> = -a’-a’=3606=>a="".

N

8.4 Teste de autoevaluare
Testul 1. Permutari
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1 4'+2'3' 6-24+12 —6 __3
2! 2 2
2. Numarul cuvintelor este 5!=120 cuvinte.
3. Numarul numerelor de sase cifre distincte (ce nu incep cu 0) este 6'-5!=5-5!. S-au scos
numerele care incep cu 0.
4 (n+1)! _30e (n+)-n-(n=-1)!
(n=1)! (n=1)!
5 (n+2)!+ (n-2)! 1 (n-1)(n? +3n+2)+1 _ n®+2n*-n-1

. (n _1)|'=(n+2)(n+1)+n_1 n—1 n—1

=30=(n+1)-n=30= n=5.

0 nk+1-1 & k+1 :

;(k_‘_l)' i (k+D)! Z(k+1)| kl(k+1)l
4 1 1

:ZH_Z(kH)!:l_(nJrl)!'

k=1 k=1

Testul 2. Aranjamente

A-A 9 91 (413N 912 18 T8l
3141

8! 8! 32!
1)As A 21 31 \2131) 1 4 6-24 12

31 41
2) Numarul tuturor numerelor de telefon de cate sase cifre distincte este egal cu
10! 10-9-8-7-6-5- M

6 = —— =
A=, i 151200.
3) Fara teza din prima zi, mai raman 3 teze de programat in cele 9 zile adica

]
5= 9 8.7 ’6]/ =84 variante.
316! gf.3.2.1

- I .

4) In prima zi, cele cinci referate se pot programa in A’, :%lar in a doua zi se por
5 s 10! 5! :

programain A’ = — =5 Asadar, in total sunt A} - A =5 ale! moduri.

5) Trebuie pusa condma 5n+4>n*+3n-4>0, neN.
Din n*-2n-8<0, neNsi n®+3n—-4>0, neN.rezultd ne{l,234}.

6) Conditii de existentd este n>4, neN.

. - . - n! n! n!
Ecuatia data este echivalenta cu +3(n—- )— =0 de unde rezulta

(n-4)! ( -2)! (n-D!
n(n-1)(n-2)(n-3)—n-n(n-1)+3(n-1)-n= 0|. n(n-1) . Din ecuatia

n’-6n+8=0=n,=2,n, =4. Solutia care convine este n=4. Asadar, multimea solutiilor
n 2

ecuatiei date este S ={4}.

Testul 3. Combinari

1 . | .
1. cg‘:i:%:l& P, =3!=6, A§=%=20.AtunCI, C/-P,-A’=15-6-20=-105.
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2. Utilizand formula C' =C"*rezulta ca CZ , =CXL? =C27 agadar, diferenta
combindrilor este egala cu 0.

6! 65431

= = 201ar numarul
3131 31.3.2.1

3) Numarul grupelor de céte trei baieti este C. =

A . ! - 3 . 9 .
grupelor de céte trei fete este C; = & M =4. Atunci, numarul total de perechi care se

131 3

pot forma este de C.-C’ =20-4=80.

4) (n+3)! PSRN (n+3)(n+2)

= =6n=n’-7n+6=0cu solutiile | si 6. Asadar, S ={1;6}.
21 (n+1)!

! n(n-1 !
5. Cl2+n=10 - _4n-10=0 = (n-1) (07 +n-10=0=>n’+n-20=0cu
21(n—2)! 2 (n-2)1
singura solutie buna, n=4.
6. Se pun conditiile de existentd: x+1>3=x>2 si x+1>x—1ceea ce este adevarata
I I
(x+1).+ (x+D! _3(x+1).

pentru orice x real. Ecuatia data este echivalenta cu
(x=2)! 2L (x=-1)!

N (x+1)x(x—1)M+ (X+1)X (x~T) !

“=3(x+1). Dupa aducerea la acelasi numitor comun
(x~7)! 2(x<1)! (x+1) P ;

rezulta 2(x+1)x(x—1) +x(x+1) =6(x+1) [ (x+1) = 2x* —x—6=0cu solutia buni 2.

Testul 4. Binomul lui Newton
1) (2x+3)" =C2(2x)" +CL(2x)* -3+ CZ(2x)?- 3 +C3(2x)-3° +C/3*
=16x"* +96x° + 216x” + 216X + 81
2) (3x+1)° =C2(3x)°> +CL(3x)* +C2(3x)* +C3(3x)* +CI(3x) +C<
= 243x° +405x* +270%° + 90x* +15x +1.
3) CUM Cppp3 +Coorg +Clpgs +Clpgg + v+ Ciigg =27 =
Chops +Cos +Co g+ + CL =220 —CY =27 1.,
4) Numarul submultimilor nevide cu cel mult 2011 elemente este egal cu
C;om + C22013 + C23013 RIETTRTE + (:22100131 = (Cgms + C%ma + C22013 + Cgms RIRT + Cz?llge? ) - Cgms - C22C())11§ - C22C(])1133 =
=2°" _1-2013-1=2%"-2015.

(oo (1Y .
5) Termenul de rang k+1 este T,., =Cjo (Ix] - ) exponentul zero al lui x se
X

0k k 10k _k 10—k k
realizeazd pentru x 3 -x2=x"= x 3 2=X° :T—E=0. De aici se obtine

20-2k -3k _

5 =0=k=4.
6) Cum (1+1)*" =C) +C. +C2 +C> +....+CI*+CXsi
1-)™=C) -C; +C> —C3 +......—C2"" +C2" rezultd dupa adunarea celor doua relatii ca
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Cap. 9 Matematici financiare

9.1 Procente
4). 500 lei; 5). 1700 lei; 6). 30000 lei dupa un an; 90000 dupa trei ani; 7). 110 lei; 8).
157,89; 9). 500 lei; 10). 259,74;

9.2 Dobénzi

1). Fie Sg suma imprumutata de la banca. Atunci,

D=p% din S, -2 =1’T205~500~2=72,5.Rezu1té, S=5,+D=500+72,5=572,5.

2). D= p% din so-2=£.60000-2=12000|ei;
100
3). DI:%-SOQ(Y:MO lei., D, =3.400 =1200 lei ;

4). D= 3240-3000=240 Ron; D = %3000 =240 = p =8, rata dobanzii este de 8%;
5). 12% din S =800 =S =6667 lei ;

6).C, =C.(1+d)" :1000(1+%)2 =1000(1+0,05)% =1000- (1,05)? =1000-1,1025 =

C, =1102,5; Dobanda obtinutd este D=C, —C, =1102,5-1000 =102,5 euro.

9.3 Probabilitati

Numarul cazurilor favorabile realizarii evenimentului = 2 1
Numarul cazurilor egal posibile 14 7

2). 2" =1=1%, 22 =4=2% 2°=8¥3*, 2" =16=4%, 2° =32>5%. Atunci, P =

1).p=

5

6
|
4). B,=3!=6:3, A, =33, C; =i—4/3. Rezulta P:%. 5). Sunt 12 cazuri favorabile de

4
5
3). 01=1(50, 1!=1(50, 2!=2(50, 3!=6(50, 4!=24(50, 5!=120(50, asadar, P

1131
126 2

a extrage o bila alba, atunci P = ==
18 3

6). Numarul elevilor care le fac pe amandoua sunt 20 + 16 — 32 = 4 elevi;
Numarul cazurilor favorabile realizarii evenimentului 4 1
Numarul cazurilor egal posibile 32 8
7). Exista 36 de perechi de numere si anume cazuri egal posibile realizarii evenimentului

cerut.
Dintre acestea 18 formeaza perechi de numere ce au suma lor para, prin urmare,

P=

_Numarul cazurilor favorabile realizarii evenimentului 18 1,
Numarul cazurilor egal posibile realizarii evenimentului 36 2
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8). Cum stim ca existd 20 de numere divizibile cu 5 si anume: 5; 10, 15, 20, ... si anume
toti multiplii de 5 rezulta:

_Numarul cazurilor favorabile realizarii evenimentului 20 1

~ Numarul cazurilor egal posibile realizarii evenimentului 100 5

9). Se gasesc numerele: 1032, 1302, 1230, 1320, 2130, 2310, 3102, 3120, 3210, 3012 in
total 10 numere divizibile cu 2.

Numarul tuturor numerelor de patru cifre care se pot forma cu cifrele 0, 1, 2, 3 este

41 — 31 = 24- 6=18. Atunci,

Numarul cazurilor favorabile realizarii evenimentului 10 5

Numarul cazurilor egal posibile realizarii evenimentului 18 9

10). Submultimile care au elemente impare sunt: {1},{3},{5},{13},{15},{3;5},{1;3;5}Tn
total de 7, iar numarul tuturor submultimilor nevide ale unei multimi cu 5 elemente este 2°
-1.

Atunci. p - Numarul cazurilor favorabile realizarii evenimentului 7 7
’ Numarul cazurilor egal posibile realizarii evenimentului  2°-1 31’
I 5.4.3.2. I
11). P, =41=4.3.2.1=24:4; A\j:E:M:GOM; C? =L=10,
21 2-1 21(5-2)!
. Numarul cazurilor favorabile realizarii evenimentului 2.
Atuncli, P= ==

Numarul cazurilor egal posibile realizarii evenimentului 3
12). Numarul elevilor care le fac pe amandoua sunt 20 + 16 — 32 = 4 elevi;
Numarul cazurilor favorabile realizarii evenimentului 4 1

Numarul cazurilor egal posibile realizarii evenimentului 32 8°

(6

13). Sunt 12 cazuri favorabile de a extrage o bila alba, atunciP :11_8:§ si 6 cazuri
. : . 6° 1
favorabile de a extrage o bila neagra, atunci, P = 83 ;

14) p:i;15) p:l;la) p:ﬂ;17) P:i;18) P:E;lg) P=§;20) p:3;21)
20 7 5 15 51 6 3
p-l.p-Loyp-2 p3:3p-Lip-L
2’ 16 8 8 10 2

24. Cazuri favorabile: 11, 22, 33, 44, 55, 66, 77, 88, 9.
Cazuri egal posibile: 10, 11, 12,13, 14, ...., 98, 99. In total 90 de numere.
Numar cazuri favorabile 9 1
Numar cazuri egal posibile 90 10
25. Cazuri favorabile: 20, 22, 24, 26, 28 si la fel pentru cele care incep cu 4, cu 6 si 8 in
total 20 de cazuri.
_ Numar cazuri favorabile 20 2
~ Numar cazuri egal posibile 90 9
26. Cazuri favorabile: 10, 20, 30, 40, ....90 in total 9 cazuri.
Numar cazuri favorabile 9 1

P=

~ Numar cazuri egal posibile "90 10
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Teste de autoevaluare
Testul 1. Calcul financiar

1) 24%din 450 =22 .450=11080 _14g.
100 10

2) 5328 p= 8.;200 _ 25, Asadar, 8 din 32 fuseamn3 25%.

3) 12 X=6=X= 6-100 600 50. Asadar, numarul respectiv este 50.
100 12 12

4) D, = %-5096 =400 lei., D, =3.400=1200 lei;

5) C, =C,(1+d) :1000(1+%)2 =5000(1-+0,1)° =5000- (1,1)" =5000-1, 21.= 6050 lei
11x-105
10-100

6) (x+—2 %)+ (x+29%) _300 =
100 100

100
X= 300000 =259,74
105-11

11x

— =300=>
10

(L+—)=300=
100

Testul 2. Probabilitati

1).p- Numarul cazurilor favorabile realizarii evenimentului 2 1

Numarul cazurilor egal posibile 4 7

2). 2t =1=1%, 22 =4=2%, 2°=8¥3, 2*=16=42, 2° =32>5%. Atunci, P =

o U'Il-b

3) 01=1(50, 1!=1(50, 2!=2(50, 3!=6(50, 41=24(50, 5!=120(50, asadar,

I
4) P,=31=6:3, Al =3:3, Cf:%:4l3.Rezulté P:%.

126 2

5) Sunt 12 cazuri favorabile de a extrage o bila alba, atunci P = 53

6) Numarul elevilor care le fac pe amandoua sunt 20 + 16 — 32 = 4 elevi;
Numarul cazurilor favorabile realizarii evenimentului 4 1

P= - _=
Numarul cazurilor egal posibile 32 8

Cap. 10. Ecuatiile dreptei in plan

10.1 . Reper cartezian in plan. Distanta dintre doua puncte din plan
1). Se cunoaste O(0;0), atunci AO =1/(x, —X)? + (Y, — ;) = /4> +(-8)? =/80 =45 ;
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2). Se aplica formula distantei dintre doud puncte AB = \/ (X, —%)°+(y,—Y,)* deunde

rezultd: AB =./(3—2)*+(-1-0)? =+/2, Analog pentru BC =+/34, CA=2y/5. Perimetrul
este egal cu P, =+/2++/34+25

3). Aria A,,. = AB?, prin urmare se afla lungimea laturii AB astfel:
AB =% = X)* +(y, — .’ =
JB-2)7 +(1-3)? =\I3. Rezultd A,,. =13 =13.

4). Mijlocul unui segment este M (——=

xlzx y1+y2)_ 4+2 1+5) M (=1:2).

M (—
2
9). Se determina mai intai mijlocul M al segmentulul [BC] dupa formula
M(X1+Xz ; y1+yz).

= M(L0). Atunci, lungimea medianei este AM =\/(1—1)2 +(0-6)* =6.

6. (x—4)?*+(6-x)>’=2=x=5; 7.a)Din %=g=;—§:>a=—2,b=—15; b)a=4,8b=-5;

8.a) 4+24/13; b) 5J5++/41; ¢) 24/65+3V2;

10.2 . Ecuatii ale dreptei in plan
1). Daca A( 2; -3) se gaseste pe dreapta 4X — 5y +a = 0 atunci coordonatele sale verifica
ecuatia data astfel: 4-2—5-(-3)+a =0 de unde rezulta a=-23;
2). Se determind mai intai mijlocul M al segmentului [BC] dupa formula
M(x1+x2 : y1+y2).

=M (E;O) . Atunci, ecuatia dreptei AM este X2h _YTh s anume
X=X Y.= %
;+3 y— 1:> —-2Xx-11y+5=0.
>3
2
3). Se va aplica formula ecuatiei unei drepte care trece prin doua puncte: ;/_ 3:; = ;_X;l ;
27 N 2

yl X+3

Tn cazul nostru, = (x+3)-3=(y-1)-5= ecuatia dreptei AB este

3X-5y+14=0

4). Ecuatia dreptei este y-Yo=m(X-Xo) unde m=tg % =1 iar (x,;y,)sunt coordonatele
punctului A;

Astfel ecuatia dreptei devine y—3=x+1=>-x+y-4=0.

9). Se determina mai intai ecuatia dreptei care trece prin punctele A si B si se pune conditia

ca punctul C sd apartina drepteir AB.

(AB): 1‘_((_11)) - g‘i: Xx—y+2=0;Din C(4m)e(AB)=4-m+2=0, m=6.
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6). Conform Teoremei bisectoarei rezulta E_CEZ :Q_g' Cum AB=5 si AC= 10 si din

E:m+—m’ cu k:ﬁ:lrezulté Xe :Xc+kXB =—l, Ye :yCJr—kszl.Asadar,
1+k AC 2 1+k 3 1+k

coordonatele lui E sunt E (—%;1) si ecuatia bisectoarei [AE este 3x +y = 0.

7.a) Agd;b) Aed;c) Aed;d) Agd;
8.a) AB:_XZ__33:5:>X+5y—13=O; b) x+y-3=0;cC) x—y+1=0;d) x+4y-9=0;
9.a) y-1=-2(x+2)=2x+y+3=0;b) x+y-5=0;C) 3x—-y-7=0;

10. Se impune conditia de coliniaritate: %: r;:; =m :%'

11. Se verifica conditia de coliniaritate a trei puncte;
12.a) 5;b) 3v/2;¢) 13; 13.a) 2x—y+1=0; b) x—2y+10=0; ¢) x—4y+11=0.
14. a) 3x—3y+9++/3=0; b) x—y+2=0; ¢) V3x—y+2+3/3=0;

2 1 1 1 2
15. =—:b ==:¢c) m=-3; 16. ==:b =__: ==
a) m 3 ) m c C) a) m 5 ) m 1 C) m 3

17. A'(=1-1),B(-2;4), AB=+/26 ; 18. m:i; 19.a=-3;20. J10;

10.3. Conditii de paralelism si perpendicularitate

1). Doua drepte sunt paralele daca au aceeasi panta, prin urmare verificam daca panta

dreptei AB este egala cu panta dreptei CD. m,; = o=y _—1+2 1
X,—% 5-3 2

Mep = % 271 % Rezulta ca dreptele AB si CD sunt paralele.

X,—%X 4-2

Yo% :a+3

iar panta dreptei (d) se gaseste din
X _x a—3 P ptei (d) se gases

2). Panta dreptei AB este egald cu m,; =
ecuatia

3Xx—4y-2=0astfel: 4y =3x-2 , y= % X —% de unde rezulta ca panta este egala cu % .
Cum panta dreptei AB este egald cu panta dreptei (d) intrucat cele doua drepte sunt
paralele rezulta

at3 3 L a- o1

a-3 4

3). Ecuatia dreptei care trece prin punctul A(x,;y,) siare panta meste y—y, =m(x—x,).
(d”)

Daca doua drepte sunt paralele aceasta inseamna ca au aceeasi pantad prin urmare panta
dreptei d’ este egala cu panta dreptei x — 3y +2=0. Din y =%x+§ =m =% :

Asadar, ecuatia dreptei cerute este y—2 = %(x +1) < x-3y+7=0.
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4). Ecuatia dreptei care trece prin punctul A(X,;Y,) sl are panta meste y—y, =m(x—x,).
(d”)

Daca doua drepte sunt paralele aceasta inseamna ca au aceeasi panta prin urmare panta

dreptei d’ este egala cu panta dreptei 4x — 2y -3=0. Din y= 2x+%:> m=2.
Asadar, ecuatia dreptei cerute este y—1=2(x+3) < 2x—-y+7=0.
5). Dreptele d; si d, sunt paralele d, ||d,, daca aT—Z = % de unde rezulta 3a-6=1, a= %

6). Trebuie sa scriem ecuatia dreptei care trece prin mijlocul segmentului [AB] si este

perpendiculara pe el. Se calculeaza mai intai panta dreptei AB dupa formula m,, = —iz _3(/11 =
-
—Z_f = 2. Cum produsul pantelor dintre dreapta AB si mediatoarea sa este egal cu - 1,
+

m,s -M=—1 rezulta ca panta mediatoarei este egld cu —% . Mijlocul segmentului [AB] este

M(0;5) = y—5:—%(x—0)sau X+2y—-10=0.

7). Se determind mai Intai panta dreptei de ecuatie 3x —y +2=0. Din y = 3x-2 rezulta
panta dreptei este m=3 si cum cele doua drepte sunt perpendiculare rezulta

mm=-1-m"'3=-1= m'=%1
Atunci, ecuatia dreptei care trece prin A(-1;2) si are panta m’ este y+1= —%(X -2)=

y—5:—%(x—0):> Xx+3y+1=0.

8.8) y=2x+1=>m, =2=y-1=2(x—2)=2x-y-3=0; b) x+2y-1=0; C) 3x—y+6=0;
d) x+y=0;

9.a) my=m, = m-1-3

=2=>m=-2;b) m=-5;

10.a) d g ={P},P(-L1) = AP=15;
b) dng={P},P(-3,2) = AP=25;

10.4. calcule de distante si arii

1). ) P,oc = AB+AC +BC =25+5v5+/65 = 7/56 + /65 ;
b) G(x1+x2+x3’y1+y2+y3]:G(5+3+7;6+§—5j:G(5;1);

3 3 3
¢) BC: X—_B:y—_2:>7x+4y—29:0;
7-3 -5-2

d) Panta dreptei BC este —% iar panta dreptei AD este ;.

AD: y—6:mAD(x—5):>y—6:;(x—5);
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7-5+4-6-29
e)d(A,BC)=| . |30 AAgczéx/@-ﬂ:lSl

= =
J72 + 42 J65 J65

f) Panta dreptei este egala cu panta dreptei BC si anume —% . Rezulta,

y—6=my. (X-5)= y—6:—£(x—5)<:>7x+4y—59:0;

Testul 1. Ecuatiile dreptei in plan

1) Doua drepte sunt paralele daca au aceeasi panta, prin urmare verificim daca panta dreptei AB

este egald cu panta dreptei CD. m,; = yz_y1=_1+2=£, mCD=u=ﬂ=l.Rezulté ca
X,—% 5-3 2 X, =% 4-2 2

dreptele AB si CD sunt paralele.

2) Se determina mai intai mijlocul M al segmentului [BC] dupa formula M (X1 ; % ; Y ; yz) .

= M(§;O) . Atunci, ecuatia dreptei AM este AT T A | $i anume
2 X=X Y=Y

;—H:y—_lz—Zx—lly+5:O.

§+3 -1

3) AB=\/(a-1+3)*+(a+2-1)? =5= (a+2)’+(a+1)>=25= 2a’+6a—-20=0=>

a’+3a-10=0=a =-5a,=2= ae{-52}.

4) Ecuatia dreptei AB este X2% _ Y7 adica X—+3:y—_1:> -3(x+3)=(a+3)(y-) =
X, =%  Y,—VY; a+3 -2-1

-3x—(a+3)y-9+a+3=0. CumP(-2;2) e AB= -3-(-2)—(a+3)-2-9+a+3=0=

6-2a-6-9+a+3=0=>-a=6=a=-6.

5) Ecuatia dreptei ,,d” care trece prin punctul A(x,;Y,) si are panta m este

y—Y, =m(x—X,). Daca doua drepte sunt paralele aceasta inseamna ca au aceeasi panta

prin urmare panta dreptei d este egald cu panta dreptei -3X +y -2 = 0 care se gaseste din
y =3x+2=panta este 3. Asadar, ecuatia dreptei cerute este
y—(—2)=3(x-1) =3x—y-1=0.

=>-7y=-1=y=1

A 3x+2y=-1 3x+2y=-1
6) Se rezolva mai intai sistemul { y { y

=
X+3y =2[(-3) —3x-9y=-6
= x=-1 . Asadar, punctul de intersectie a dreptelor este B(—11)1ar distanta de la A la B
este AB =./(-1+3)2+(1-2)? =/4+1=45.

Cap. 11. Probleme recapitulative

]_)_ 8.%_125.%=8.i_125.i=£_£= )
2 2-5 16 250 2 2

2) 2100:(255_244)_'_2—2:2100:299+£:21+1:g.

' 4 4 4’

3). Y27 -2+ 23 =33 -[22 -3+ 23 =3-23+2/3=3.
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4). (1++3)? =1+ 23 ++3" =4+ 243, J(23-3)? =[23-3/=213-3,
_ 1 \/§+1 .
3-2)"'= = =—/3-2; Atunci,
(\3-2) N V3
A+/3)? —/(2V3 -3 +(V3-2) ' =4+ 23-23+3-/3-2=5-13 .
a\" (bY (1Y (V3) 1 B2
5). 2 == — | =|X2| =33 ; = =—3-2;
: (bj (aj :(\/éj [J v3 J3-2 3-4 V3
‘\/1_2—4‘:—(\/1_2—4):—2\/§+4. Rezultatul final este egal cu 3v3-3-2-23+4=2.
1,
6). L o3-18_ 05 8 -0512-242-242-3 aunci 2 _-2.3__g
2 2 2 10 2 2 0,5+3%8 2 2
2 \/— 2
7. Iogzézlogzzlz—l; 364 =X-4° =—4; —(%) :—(Tz] =-2, atunci cel mai mare

< 1
numar este log, rk

8). A=\(5-3)" +\(2-V5)* =[5 -3 +]2- V5| = (5 -3) - (2~ VB) =5 +3-2+ 5 =1.
9. 3/5_3+%—Iogz25—0,5=5+0,5—5—0,5=0;

10. ¥2°.3-3.34*.3+3-3*.3=2.3/3-3.4-33-3-33=(2-12-3)-3/3 =-13¥3;
11. ¥2°.5-35°.54+2.3-3°.5 =235 535635 =935 .

12. 381+324+3375=33*.3+322.3+¥5°.3=(3+2+5)-3/3=10%3.

13. Y9 4§27 =30’ —3=1-3=2;

14. Deoarece log,1=0=log,81-log, 27-log,9-log, 3-log,1=0.
15. log, 2+log,18 =log, 2-18 =log, 6° =2 N}

16. log, x+log, y=log, X-y, log, x—log, y = Ioga§.
log, 100+ log, 3 - log, 36 = log 103069 = log 120 = log, 25=log, 5> =2.
log 18-12
. — 4 5y
17). log,18-12—log, 27 _ 27 :Iog48:|0928:3;
log, 2 log, 2 log, 2

18. log, 27 +log, 16— 3125 = log, 3° +log, 42 —{/5° =3+2-5=0;

19.  log, 24—1log, 4 =log, %4 =log,6=1conform  formulelor  log, x—log, y =log, X si
y

log, a=1.
R ) ) . ) a+c -
20. a,b,csunt 1n progresie aritmetica , atunci b=—— In cazul nostru,
3
%:M%m:>14:3~(§lgx+mgx}:>14=7ng:>|gx:2:>x:102=1OO;
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21. 1945’ =1=Ig1=0=> Ig(tg1’)-1g(tg2’)-1g(tg3)-.....-Ig(tg45° ). =0;

22. g(tg40°)-Ig(tg41°)-.....-Ig(tg45°) = 0.

23. Functia f(x) =log,, , 8% este corect definita
8x*)0, VxeR
& 4x—1>0:>x)1 = Xe ll U i;oo .
4 42 2
4x—1¢1:x¢%

1
24, % log,125—3-log, x—4-log, y = log, (5°)° —log, X° —log, y* = log, %
Xty

25. log, 288 =log, 2° -3* =log, 2° +log, 3* =5log, 2+ 2log,3=5+2a.
26. log, 24 =log, 2°-3=1log, 2° +log,3=3log, 2 +1=1+3a.

4da+8b=4
27. (4—6i)-a+(8+2i)-b=4+2i=4a+8b+(—6a+2b)-i=4+2i=> = -
—6a+2b=2|(-4)
I
7" 56

28. (3-2iV2)?=a+ib<=9-12iN2-8=a+ib= 1-12iV2=a+ib=a=1 b=-122.
29 i33+i55+i77 :i4-8+1+i4-13+3+i4-19+1:i_i+i:i .
30. 2+iV3)?+(2-iv3)? =4+4i\3-3+4-4i\3-3=2¢Z;

31. z,-2,=26+7i =z, 2,| =26+ 7i| = /262 + 7 =[725.
32. Yx® +5x+5=-1]()° = x* +5x+5=-1= x* +5x+6 =0 = x e {3 -2} .
33. Vx-3= 5|()2 = X—-3=25= x=28care respecta conditia de existentda x—-3>0.

o

34. 2-x=x|()’=>2-x=x=x*+x-2=0= solutiile intregi se gisesc printre divizorii
termenului  liber, 2 cu schema Ilui Horner sau cu ajutorul descompunerii:
X =X+2x—-2=0=x(X*-1)+2(x-)=0= (x-D)(X*+x+2)=0=>x =1, x,,¢R. S={1}

35. \/X2—4x+4:3|()2:>x2—4x+4:9:>x2—4x—5:0:> xe{-15}. Din conditia de

existenta
x> —4x+4)0care are loc pentru orice x real si pozitiv, intrucat discriminantul ecuatiei de

gradul doi x* —4x+4 =0 este negativ, rezultd S={-1,5}.

36. VX* —x-2=2|()" = x*~x—2=4=x*~x—6=0=xe{-2;3}. Din conditia de existenti

a ecuatiei, X’ —x—2)0 rezultd S ={-2;3}.

37. B3x+4=2Jx|()" = 3x+4=4x=3x-4x=—4= x=4. Conditii de existentd a ecuatiei:
3x+4)0

{x)O '
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38. \/x+5:x—l|()2:>x+5:(x—1)2:>x+5:x2—2x+1:> X’ -3x-4=0= xe{-14}.Din

" . y .. |X+520 .
conditiile de existentd a ecuatiei 150" >1, se obtine S ={4}.

39. VX +5x+3=x|()" = -x* +5x+3=x* = 2x* -5x-3=0= XE{—%,?)}.

: . N —x* +5x+3)0 :
Din conditiile de existenta ale ecuatiei ob‘gmem:{ );J x+3) . Atunci, S={3}.
X >
40. B-x=x+1)" =5-x=(x+1)?=>5-x=x*+2x+1=x* +3x-4=0= xe{-4;1}. Din

5-x=0

= xe[-15] , se obtine S ={1}.
X+1>0

conditiile de existentd a ecuatiei {

R x3+x2—x—2=x|()3:>x3+x2—x—2=x3:>x2—x—2:0 = xe{-12}.
42, \/4x—3=2x—3|()2 = 4x-3=(2x-3)’ = 4x-3=4x* -12x+9= x* —4x+3=0=

4x-320 .
x €{1;3} . Din conditiile de existenta a ecuatiei =X> E, atunci S ={3}.

2x—-32>0 2
43. Tt x+l-x=2=+x=2-V1-x|)" = 1+X=4-2J1-X +1-x =
2\/1—x:4—2x‘:2:\/1—x:2—x| ()2:>1—x:4—4x+x2:> X’ —3x+3=0=>x¢R.
44, F(-2)+ F(D+fO+F@Q=ns-24+: 2122102 1 o

2 2 2 2
. 10

45, 2% 4 2x+2 =10:2X(1+22)=10:>2 —E=2:>x=1;

46. (%j =227 =2"= Xx=x-2=-2x=-2=Xx=1.

47.342-3" =73 (1+2:3) =7 7= 3 =1=x=0.

48. (a'™ =a% = f(x)=g(x)), 3> =3%=2x2-5x=-3=2x2-5x+3=0= Xe{l;g}.

49, 5"* = 25¢ — 5'* — 5 :>1—x=2x:>3x=1:>x=%.

50. 2~ :%:2*2“ =27 =X ~4x=-3= X"~ 4x+3=0=xe {1;3}.

51. 3 +9°+27*=39=3 +37+3¥ =39=3 +(3X )2 +(3X )3 =39 = se face notatia 3 =t)0.
Atunci, ecuatia datd devine t+t* +t* =39 =t(1+t+1t*)=39=3.13= t=3=3 =3=x=1.
S={1}.

52. 5 =57 14 x2 4+ 6x =7 = X’ +6x+8=0= x € {-4,-2}

g 3 82 3X(1 9):g33x'g:82 9 3 82 9

53. 3?43 ="C"= " 43P =" o2 —
81 3 81 81 9 81} 82 81 82

9

3 :1:3_2z>X:—2.
9
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54, 22 4+ 2 -10=0=2*-2*+2"-10=0=2*(4+1) =10 = 2* :%: 2*=2=x=1

55. 20l =4=20 =225 x-1=2|()° = x-1=4=x=5. Conditii de existenti a
radicalului: x-1>0=x>1.

56. log,(x+5)=3=x+5=2"=x=8-5=>x=3, care verificdi conditia de existentd a
logaritmului x+5)0= x)-5.

57. lg(x* —3x) =1=> x* -3x=10= x* —-3x-10=0= x € {-2;5} . Din conditiile de existenta a
ecuatiei rezultd x* —3x)0 = x e (—,0)U(3;x), atunci S ={-2;5}.

58. log, (x* ~7x+8)=log,(x-7)= X’ -7x+8=x-7=>x*—8x+15=0 x<{3;5}.

x? —7x+8>0:> 0
Din conditiile de existentd obtinem |x—7)0 , asadar, S ={J}.

59. log, (x+2)+log, x=3=>log,(x+2)-x =3= x> +2x =2 = x* + 2x-8=0= x e {-4; 2} .
X+2)0 .

Din conditiile de existenta a ecuatiei {x)O 4 = x)0 obtinem S ={2} . S-au folosit formulele

log, x+log, y=1log, x-y si log, x=N=x=a".

60. log,(2x+4) =log,(3x+1) = 2x+4=3x+1=2x-3x=1-4=x=3.
2x+ 40

= x>—1, atunci S = {3}.
3x+1)0 3

Din conditiile de existenta a ecuatiei {

61. log,(x*—2x+1) =log,(x-1) = x*-2x+l=x-1= x*-3x+2=0=>xe{L;2}. Din
x? —2x+1)0

= X)1, se obtine S ={2}.
x-=1)0

conditiile de existenta a logaritmilor {

62. lg?x—4lgx+3=0. Se noteaza lgx=t=t>-4t+3=0=>te{l;3}= Igx=1=x=10si
lgx=3=x=1000.

63. |AUB|=2500, |A|=|B|=2015= |AnB|=|A/+|B|-|AUB|=2015+2015-2500=1530.
64. 61=720;

65. In fiecare din cele cinci pozitii ale cifrelor telefonului pot fi oricare din cele 9 elemente
ale multimii, adica 9-9-9-9-9=9;

66. Numirul submultimilor unei multimi cu n elemente este egal cu 2" iar pentru
submultimi nevide 2"-1;

Tn cazul nostru, N= 2*-1=15;
67.10!'=1-2-3-.....-10;

9!  9.8.7-6-5-4!

68. A = = =15120;
A (9-5)! 41
69. A° = 8! =8'7'6'5'4'3"2{=20160.
(8-6)! 2

245



%dwian Stan Matematica PBlasa a R-a

8l
0. n-_8 8765/14_1680
(8-4)! M
71. Cei 8opt alergatori pot ocupa oricare unul din cele 3 locuri, I, II, III adica 8-7-6=336
| .7.6-51
sau A’ = (88'3)|:8 75? '_33 situatii;
72. P,=41=1.2.3-4=24,
1 1
73.¢c-ci=— 0 9 15 9-1.
(10-9)19! (9-8)L8!
1 | .6-5.4.
74. A = o _5.4.3.2.1-120, C:= 7 =76543'f=35; P,=31=1.2.3=6
(5-4)! (5-23)!-3! 21 3
:>2C73—A;‘_2-35—120_—50__§_
P, 6 6 I
1 I .nl | |
75.W:zozo:%:zozo:%:zozo:n+2:2020:>n:2018.
I | . .
76. CJ-C;= 8 8 876 8706 5 g putea folosi si formula
8-3)L3!1 (8-5)L5! 6 6
Ck:Cn_k.
] |
77. (S L S L,
(n—k)tk! (n—k)!
oo 9 987fff o5 9! _9-8:7-6-5f _ 126
T 9-6)t6! 3 gl N C G T T T
I 90.8.7.-6-5. _C> —
A = ot _9-87-6-5-4 =15120. Atunci, G 5C9= 32
9-5! M A> 15120
78. choM M o /T 2520
" (n=k)Lk!’ (n—k)!’ (- 7 25 ’
Al 7' 7-6.5-4.3 _ 840 cs__ 5! 543f
7-a A ’ SR TR S
A —3A7 _2520-840 _ o
C; 10
. __ 20141 2014-2013! oL __ 20141 2014 20131 _ 2014
% (2014 -1)! 2013! TN T 014k 20431
1 1 1 1
Se pot folosi si formulele A'=n, C:=n. Povss * Con = Posa +Cippy _ 22014
2014 2014 2014
| I
80. P=n!=1.2.3...n Cl=— T ac__T
(n—k)Lk!’ (n—k)!
|
=61=1.2.3-4.5.6=720, A’ = ot _6-54 3{_120
6-3! A
co__ 7t 7654 3 _ g5 P+A 120+720 168
T (=33 21 a (o 35 7
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(n+1)! (n+1)-n- (n-4)7
(n_l)!:—4n+6:> M

se obtine ne{-6;1}. Din conditia de existenta a factorialelor rezultd ca n-1>0=nzx1,
asadar S ={1}.

81. =—4n+6= n*+n=-4n+6=n%+5n—-6=0de unde

82 n 51543 . cio 51 :5-4-,34:10;
(5-2)! 3! (5-2)t21 3.2
P,=41=1.2.3.-4=24= A’ +C. —P,=20+10-24 =6.
g3 cko_ M _es_ T 7651 42 . _ 70 _T6
" (n-k)tk! "7 (7-5)L51 2151 2 ’ " (7-e6)Le!l 116! ]
. 6! 654! 30

Cl= = =215,  C’-CP-C!=21-7-15=-1;
(6-4)L41 2141 2

84. Se utilizeaza formula C* =C"™ sau se calculeaza efectiv combinarile:
C128 = C11£?72 = 01186’ C138 = Cll:3373 = Clls? . Atunci, C128 _Cllg +C138 _C1185 =0.
85. C°’+C!=8=1+n=8=n=7.
!
86. C’-2n=0= ﬁ—Zn =0=>n(n-1)(n-2)=12n. Cum n este natural si
n—3)!3!
n # 0 = prin mpdrtirea ecuatiei cu n ¢d n”—3n-10=0cu solutia n=5.

n!
(n=2)12!
singura care verifica conditiile de existentd: neN,n>2.

87. Conform formulei se obtine C’ =28« =28=n(n-1)=2-28=n=8.este

n! 6. (n+D!

88. 2C.2-6C,°=6n= 2. - -
(n—-2)+2!  (n—-2)+3!

5. n(n—l)(n—2)!_6_ (n+)n(n-1)(n-2)!
(n—2)+2 (N-2)+6

nn-D)—(n+DHn(n-D)-6n=0=n(n-1-n*+1-6)=0= n(-n*+n-6)=0=ne.

Conditii de existenta a combinarilor: n>2, neN.

89. Se aplicdi binomul lui Newton: C°+C!+C?+...+C"=2"; In cazul nostru

(C: +CM +CM P 4.+ C +C,1])+Cr? =1023+C’ =

2" =1023+C) = 2" =1023+1=> 2" =1024 = n =10.

=6n=>

90. Choo +C2p +Cop +overn+ C220 = 22020 din
formula2" =(1+1)"=C°+C!+C?+C> +.....+C/
91.

log,128 =log, 2" =7log,2=7-1=7, |0926_14: Iogz%: log,2°=-6-1=-6;

log, 125 = log, 5° =3-log,5-3; P numar_caZl_m _ favorab!le_ :g.
numar _cazuri _egal _posibile 3

92. Se verifica pentru fiecare element al multimii {1,2,3,4,5} inegalitatea n! )20.
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1 =12 =2, 3! =6, 41 =24)20, 5! =120)20. Asadar, sunt doud cazuri fabvorabile .
P2,
5

93. Numere prime: 2;3;5;7; 11; 13~ Numarul cazurilor favorabile: 6;

Numarul cazurilor egal posibile 13; atunci, P :%.

8!
, o
94. P=C—8=—6!'2! =E; 95. Numarul de cazuri favorabile, 2: 27=3% 64=4°
c, 12 33
10! 2!
Numarul de cazuri egal posibile, 90: 10, 11, 12, 13, ...., 99.
2 1

:%:4—5_

96. Numar cazuri favorabile, 3: 115, 151, 511; Numar cazuri posibile, 900. P = 9—(3;() _ L :

300
4
97, p=o -1 .
i 71311
18 4500

98. TVA = —.250=———-=145.
100 100

99. La clasa a X-a B sunt promovati 23 din 30 adica

23.100

76 adicd 76% procentul

de promovabilitate.

100. TVA:£-238 _4522 45,22

100 100
. p 340
101. 884-850=34= p% din 850=34=—-850=34= p=—r-=
100 85
: . : NP . 10 90x 9
102. Fie x pretul initial. Atunci, dupa prima ieftinire se obtine pretul X——X=—=—X.
’ ’ | | 100 100 10
Dupd a  doua  ieftinire se  obtine pretul de 567 let  adica
9 10 9 90x —9x
X X 1=

—X———-—X=56 =567 = 81x=567-100 = x =700.

10 100 10

103. x+£x=51:>£x=51:>x=51'100=44,34.

100 100

104. D=p% din N= D/, =6% din 1800:%-1800:108 euro.

105. S, =Sm+D=1000+%~1000~2=1000+100=1100 euro.

106. D =8% din 1500=%-1500=120. Suma finala este 1500+120=1620.
25 1 5

107. a=——Db=a==-b=a+b==b sau b=4a—a+b=a+4a=>5a.
200 4 4

X-5a _ a= X _100a _ 20. Raspuns, 20%.
100 5a
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108. x—%~x=680:>85x:680002> x =800 lei.

109. (d): 4x-2y-6=0; A(a;a+2)ed=4-a-2-(a+2)-6=0=2a=10=>a=>5.

110. (d): 2x+ay-1=0. Cum A(-Ll)ed=2-(-))+a-1-1=0=a=3.

111. Triunghiul ABC este echilateral, atunci Psc =3AB. Cum
AB = /(X — X, ) + (Vg — V)2 = =Ll (-2))* +(4-1)? =3*+3* =18 =32 rezult.

Pec =3AB=3.3/2=92

112, AB=/(Xs —X,)2 +(Yg — Ya)? =4/(-3+2)*+(3-2)* =1+1=+2.

Xe T X Yst+Yc
2 i)

segmentului [AM Jeste AM =1/(x, —X,)° +(¥y —¥,)’ = /6" =6.

113. M este mijlocul segmentului [BC]: M( J: M (1;0) Atunci, lungimea

114. AB=/(Xg ~X,)’ + (Yo —¥a)* =\(4=(-D)* +(-2-2)° =/25+16 = /41.

BC =16+25 =41, CA=1+1=+2. Atunci, P,,. = AB+AC +BC =241++/2..

115. AB=5=/(-1-2)*+(a+2)* =5|)° = 9+(a+2)?=25=(a+2)=16=a+2=+4.
Convine doar solutia a=2;
Ye —Ya 28— (_3) .

116. A(Xu, Ya): B(Xs, Yo) =panta dreptei AB este m,, ==& —& =———
B~ A -

Dreapta (d): ax+by+c =0 are panta egalda cu m, =—%. In cazu nostru,  (d):

X-4y-2=0=-4y=-3x+2=> y:%x—%: panta dreptei (d) este m, :%.

Cum dreapta d este paralela cu dreapta AB, rezultd ca au pantele egale, adicd m; =m,; =

3_23+4 dici 4a+16=3a_9—a=_25.

4 a-3

117). Ecuatia dreptei AB este
Xy

-2 4 1=0=4x-10+3y—-12-5x+2y=0= —x+5y—-22=0.

3 5

118.  Ecuatia dreptei d care trece prin punctul A(x,Y,)si are panta m este

Y=Yo=My(X—%) .
Se gaseste mai intai panta dreptei (g): 2x-y+2=0< y=2x+2=m, =2. Cum cele doud

drepte sunt perpendiculare, d Lg=m,-m =-1= m,-2=-1=m, :—%. Asadar, ecuatia

dreptei d este y—2=—%(x+4):>x+2y:0.
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119.  Ecuatia dreptei d care trece prin punctul A(x,Y,)si are panta m este
Y= Yo =My (X—X,) -

2_1

Se gaseste mai Intdi panta dreptei (g): -2Xx+4y-1=0< y:§x+%:> m, = 1o Cum

< 1 . .
cele doua drepte sunt paralele, d||g=m, =m, = m, =-. Asadar, ecuatia dreptei d este
2

y—lzé(x+2):>—x+2y—4:0.

3

120. y—y, =m,(x—X,) unde m este panta dreptei adica m, =tga =tg30° = 3 =

B3

y—3=?3(x+1):> 3y—9:J§x+J§:> —J§X+3y—9—J§:O.

B3

121. Ecuatia dreptei d este y—y,=m,(x—x,) unde m, =tg%:tg3o°:?. Atunci,

y—1:§(x—2):>\/§x—3y+3—2\/§:0.

122. Fie C(x;y)simetricul lu A fata de B, adicd B este mijlocul lui AC. Atunci,

Oz%:xz_Zgi 4:%: y=16. Rezultd C(-2:16).

123. Mijlocul segmentului [BC]: M EXB ;XC e ; ycjz M (g;oj.

Ecuatia medianei [ AM ] este ecuatia dreptei AM : |-3 1 1J=0=>2x+11ly-5=0.

124. dl||d2:%2:%:3a—6:1:>3a:7:>a:%.

X=Xa _ Y—Ya
Xg = Xp Ye = Ya

sau cu ajutorul determinantului

125. Ecuatia dreptei este

=0=-3x-2y+11=0.

= W X
A<

126. Doua drepte sunt paralele, AB||CD < m,, =m.,

M = Yo =¥a _1-(=1) =1; oo = Yo=Y _ 270 _1 Deci, cele doud drepte sunt
Xg =X, 2-(-4) 3 Xp =X, 5-(-1) 3
paralele.

127. (d):  y—-y,=my(x—=%,); (9): 2x—6y+8=0:>6y:2x+8:>y:%x+%:>
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m, =3 Cumd|g=m,=m, :%: y—1:%(x+3):—x+3y—6:0.

128. Triunghiul ABC este dreptunghic in B deoarece AB=8, BC=6 si AC=10 iar cu
Teorema Reciproca a lui Pitagora ( AB? +BC?= AC?) se arati acest lucru.

Se mai poate arata cu produsul pantelor dreptelor AB si BC care dau -1 adica cele doua
drepte sunt perpendiculare.

129. Cu teorema cosinusului se afld AC, si anume AC® = AB” +BC”-2AB-BC-cosB=

AC2:25+16—2-5-4%: AC? =9= AC =3. Atunci, perimetrul triunghiului ABC este

egalcu Pg,. =AB+AC+BC=5+3+4=12.
130. OA(2;3), OB(-L—-5)= OA+OB = (2+(-1);3+(-5) = (L -2).

1 _ —(m+1)

131). dl”dzji =7=m+1=m=6.

Xy

132. Ecuatia drepeti AB este: |1 2 1=0=2x+4+3y—-6-4x—y=0.Rezulta
3 4

—x+y-1=0= y=x+1, atunci panta dreptei AB este 1 care este egala cu panta dreptei
cerute. Asadar, ecuatia paralelei este y—y. =m,(X—x.)=>y-1=1(x-0) =y =x+1.
133. Se aplica teorema cosinusului: AC* = AB*>+BC?—-2AB-BC-cosB,
49 =x*+64—-2-x-8-c0s60° = x*-8x+15=0= xe{3;5}.
134, Mai intdi se determina coordonatele mijlocului segmentului  [BC],
2+4 242

M(——,; =M(3;0).
(=) =M@E0)
x y 1
Atunci, ecuatia dreptei AM este: -3 1 1J=0=x+3y-3+3y=0=x+6y-3=0.
3 01

135. Xx; x+7; x+8 sunt lungimile laturilor unui triunghi dreptunghic, atunci cu teorema
reciproca a lui Pitagora rezultd (x+8)° =x*+(X+7)° = X*+16X+64=X*+X* +14x+49=>

x* —2x-15=0= x e {-2;5}. Convine doar solutia 5.

136. AB=+/(4-1)2+(-2-1)? =/9+16 = /25 =5.
137). y—y, =m(x—X%,) > y+2=2x—-2=>y—-2x+4=0.

2 4
138. 13 3 1=0=6+15+4m-3m-10-12=0=>m=1.
m 5
Xy
139.G[_l_:+4;4_:+3]26(0;1).Ecua‘giadrepteiAGeste -1 4 1]=0=3x+y-1=0.
0 11

140. (d): 4x-y+1 =0, sau y= 4x+1 cu panta m=4. Cum cele doua drepte sunt paralele,
rezulta ca au  pantele egale. Atunci ecuatia  dreptei  cerute  este
y—2=4(x+1) = 4x-y+6=0.
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141. AB = /(X —X,)? + (Vg — Ya)? =4/(-M=2)* +(-2-m)? =4/2|()° =
2(m+2)?=16-2=>(M+2)°=16=>m+2=+t4=me{-6;2}.

142. AB=+/7 = (m-1)?+@B-m)? =7 =
B

m?> —2m+1+9—-6m+m’=7= 2m2—8m+3:0:>me{24_rT )

3x—4y-5=0
143. Y =>Xx=-1=2y=-2=P(-1-2).
X+2y+5=0]2

144. ABCD este dreptunghi atunci AC=BD, rezulta
J(2-4)? +(0-6)? = |/(6-0)* +(2—4)* =40 = /40 .
A-L2)ed [2=-1-a+b
45. =

—a=1=b=3.
B(3;6) ed 6=3a+Db

Teste de autoevaluare
Testull. 1. a) 2.¢) 3.d) 4. b) 5d) 6. c¢).
Testul2. 1.a) 2.¢) 3.b) 4.b) 5.d) 6. ¢
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