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Prefata

Lucrarea ,, Matematica pentru clasa a IX-a ” reprezintd un auxiliar didactic util
pentru toti elevii de clasa a IX-a care studiaza matematica dupa programa M2 si isi
propune aprofundarea cunostintelor prin parcurgerea materiei lectie cu lectie.

Fiecare lectie este realizata in ideea de a prezenta notiunile teoretice intr-o forma
cat mai simpla si usor de retinut, unele din ele avand si demonstratii si fiind insotite de
exemple care sa faca intelegerea si aplicarea cunostintelor cat mai usoara.

Elevii pot gési pentru fiecare lectie o serie de exercitii rezolvate detaliat din care
pot sa inteleagd lectia si pe care le pot lua ca model pentru efectuarea celorlalte exercitii
propuse.

Este recomandat ca fiecare elev sd-si Insuseasca notiunile teoretice noi care apar si
tipurile de exercitii prin rezolvarea de citre ei mai Intdi a acelor exercitii rezolvate si
verificarea apoi a rezultatelor cu cele din carte. Mai departe se poate trece la
aprofundarea lectiei prin rezolvarea de catre elevi a acelor exercitii nerezolvate care se
propun spre rezolvare si verificarea cu raspunsurile de la sfarsitul cartii.

Cartea este insotitd la sfarsit de un capitol continand probleme recapitulative din
materia clasei a IX-a, care pot fi rezolvate ca o recapitulare a materiei la sfarsitul anului
scolar sau pot fi propuse ca temd de lucru pentru vacantd. De asemenea, la sfarsit
intalnim si o selectie a unor probleme propuse de autor la o serie de concursuri judetene
sau nationale de matematica cum ar fi ,,Sclipirea Mintii” sau ” Magia Numerelor”.
Avand un grad de dificultate peste nivelul programei scolare, problemele sunt insotite
de rezolviari complete.

O sinteza a tuturor cunostintelor teoretice din clasa a IX-a si nu numai, cici se
intalnesc si cunostintele de algebrd din gimnaziu, se poate gasi la Inceputul cartii,
devenind utilda pentru acei elevi care cautd o anumitd formuld pe care nu si-o mai
amintesc.

Cartea poate fi abordata si de catre profesori pentru a-si organiza materia si a oferi
elevilor o gama larga de exercitii din care sa poata lucra cu ei.

Sperdm ca aceastd carte sd contribuie esential la Intelegerea mult mai usoard a
matematicii iar prin perseverenta si constiinciozitatea elevilor de a lucra exercitiile sa
ducd la obtinerea unor rezultate mai bune la scoala sau la examene.

Prof. Adrian Stan,
Liceul Tehnologic ,,Costin Nenitescu”, Buziu






Introducere

Numerele si reprezentarea lor a fost dintodeauna o necesitate de a reprezenta
varsta unui om sau a unui animal, de a indica trecerea anilor care s-au scurs de la un
anumit eveniment, puteau ardta valoarea productiilor agricole, a numarului de oameni
sau sclavi care munceau pamantul sau in constructii. Indicau de asemenea datoriile pe
care le aveau de plitit sau foloseau la diverse masuratori.

Acum mult timp, sa fie circa 4000 de ani inaintea erei noastre, in delta Nilului din
Egipt, populatiile bastinase au dezvoltat un sistem de —5
scriere cu simboluri numite hieroglife.  Datorita -Aﬁ -BJ N
necesitatii de a cunoaste succesiunea fenomenelor = o | ..~
atmosferice si astronomice, egiptenii au realizat |~° ["* | ’
calendare lunare si solare. Numerele egiptene erau |[., = Mi\ aw .035 —

reprezentate prin simboluri diferite plecand de la 1 la 7 — T 1 =~ 5}%
10 si apoi pentru 100, 1000, etc., toate celelalte erau | ° "R .S -t v
scrise in functie de acestea. o w%g =10

Au ramas celebre descoperirile papirusului
Rhind sau cel al scribului Ahmes (2000-1800 i.e.n) unde sunt prezentate mediile
aritmetice, geometrice, armonice, formule pentru arii, metode de
Y =1 %=  inmultiri, impartiri, calcule cu fractii.
o = Scrierea cuneiforma o regasim in Babilon, vechiul Irak, cam
e ] '_"'-T = ot in aceasi perioadd. Aici, in Mesopotamia intre cele doud rauri
(CRIRRE iy Tigru si Eufrat s-a dezvoltat probabil cea mai veche civilizatie, cea
sumeriana. De la sistemul lor de numeratie in baza 60 ne-a ramas
ft (=¢ (- ¢y =( exprimarea timpului in 60 de secunde minutul, si 60 de minute ora.
e Incepand cu anul 1850 arheologii au descoperit peste 400 de tablite
WAFFE g il sorise § ; . :
in argila scrise in cuneiforme, pe una din ele fiind descoperitd o

I 1§ =" aproximare a numarului 2 cu cinci

zecimale oo oo
' o 1z = =II 0= =Ex
Simbolurile pe care le foloseau romanii pentru |* = ™" |,5 - wppe [e0 - =
numere proveneau de la civilizatia etruscad pe care o |° = *TT |14 - xpw |92 - Eax
asimilaserd urmasii Romei incepand cu sec 5 fensi |* % |15 -z |50 -
pani in sec 1 i.en. T
.. . s 17 = EWII g0 = Lx
Grecii foloseau pentru numere, literele de la |+ = wiz .
. . 18 = HWIII
alfabet «, B, y, &, 0, n, o, etc,, si apoi pentru |s = virr R P
multiplii lui 10, 100, 1000, etc. Pentru numere cu doua |[° = ™= |_ . _ .. s0 - xzc
¢ Alpha a 1 L Iota i 10 p Rhe r 100 e N
f Beta b 2 kK Kappa k 20 o(Q) Sigma s 200
Y Gamma g 3 4 Lambda 1 30 T Tau t 300 . : ST
& Delta d 4 1 Mu m 40 U Upsilon u 400 ciffe ei foloseau doua' ht?re’
¢ Epsilon ¢ 5 v Nu 2 50 ©  Ph ph 500 pentru numere cu trei cifre
¢ Digamma* st 6 £ Xi x 60 x Chi ch 600 foloseau trei litere. Cum nu
< Zeta z 7 ©0Omicrono 70 W P ps 700 jueay foarte multe litere in
n Eta E 8 T P p 80 w Omega o 800 . . .
8 Theta tho ¢ Koppa* q 90 7  Sampi* sp 0o alfabet ei mai foloseau o serie de
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simboluri la dreapta literei pentru a ardta ca numarul se multiplici. Toate numerele
aveau o bard deasupra pentru a se face deosebirea dintre cuvinte si numere.
Matematicienii greci ai Antichitétii au legat studiul matematicii de necesitatile practice
ale timpurilor lor: masurarea inaltimii piramidelor folosind lungimea umbrelor lor,
determinarea distantei dintre doud puncte inaccesibile, calculul ariei unor suprafete
neregulate, probleme de masuratori si transformari, etc.

Cei mai mari ganditori si reprezentanti ai scolii stiintifice grecesti au fost: Thales
din Milet, Pitagora din Samos, Platon, Aristotel, Eudoxus, Euclid, Eratostene din
Cyrene, Arhimede din Sirucaza, Heron din Alexandria, Ptolemeu, Pappos din
Alexandria;

Pe inscriptiile budiste de acum
2000 de ani i.e.n descoperite in Valea
Indusului, s-au descoperit notatiile / L2l 3 el sl el 7:1's 9—|
pentru numere asemandtoare cu cele ‘

|
1
o
¥
€
~

transmise de catre episcopul crestin T
sirian Severus Sebokht (575- 667 ) care
a trdit In Mesopotamia in anii 650 e.n.

Matematicianul chinez Liu Hui utilizdnd poligoane regulate cu un numar foarte
mare de laturi reuseste sd determine valoarea exactd cu cinci zecimale a numarului pi,
7 =3,14159. De asemenea, el utilizeaza o metoda de aproximare a solutiilor unei ecuatii,
metoda ce avea sa fie descoperitd mult mai tarziu de cel care i poartd numele: metoda lui
Horner. ([6],p15).

Matematicianul indian Brahmagupta (589 -668) a introdus in 628 printr-o lucrare
de a sa (“Deschiderea Universului”), cifra zero si a dat reguli de calcul aritmetic folosite
ulterior la observatiile astronomice pe care le-a monitorizat, fiind conducdtorul
Observatorului astronomic din Uijjain.

El cunostea calculul cu fractii , rationalizarea numitorilor fractiilor si stia si
modul de rezolvare a unor ecuatii, al calculului radécinii patrate si al unor probleme de
astronomie si sunt descrise operatiile de adunare si scadere cu numere negative.

In plus, se cunoaste ci de la el provine formula de rezolvare a ecuatiei de gradul al

STNIN
2

doilea, x,,= , scrise 1n cuvinte fard a folosi simbolurile actuale.

In anul 766, cartea lui Brahmagupta era deja tradusa in araba si se gisea in
posesia califului Abu Ja’far Abdallah ibn Muhammad al-Mansur (712 - 775) din Bagdad,
care infiintase o scoald celebra de astronomie si stiinte.

Matematicianul si astronomul persan al- Khwarizmi (circa 825), care invatase la
scoala califului al-Mansur, traduce multe din textele indiene in arabd, iar prin lucrarea sa
“On the Calculation with Hindu Numerals” este cel care a promovat introducerea
sistemului in baza 10 de numeratie hindus, 1n lumea arabica. Mai tarziu, lucrarea sa a
fost tradusa in latind, dand Europei in 976, mai precis in Spania care era sub ocupatie
araba, un sistem de numeratie mult mai usor de folosit.

Acest lucru a condus initial la un conflict intre sustinatorii lui, numiti ” algoristi
de la numele matematicianului al-Khwarizimi si acei calugari numiti “abacisti”, care
foloseau sistemul roman de scriere iar pentru calcul foloseau abacul. ([8], p18).

De aceea, introducerea pe cale largd a sistemului de numeratie indo-arab a intarziat
cel putin 500 de ani.
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Alti mari oameni de stiintd arabi au fost Abu Kamil (850- 930) care a rezolvat
ecuatii algebrice de grad cel mult 8, Abu al-Wafa Buzjani (940-998) care a introdus
definitia tangentei, Al Biruni (973-1048) care considera pentru prima datd cercul
trigonometric de razd 1, si de asemenea a gasit regulile de calcul cu sume de puteri si
scrierea regulii de trei simpld, Omar Khayyam (1048- 1131), preocupat de geometria
analitica si neeuclidiana precum si de gasirea solutiilor ecuatiilor cubice.

Mayasii, circa 36 i.e.n foloseau un sistem in care exista si simbolul pentru cifra 0.
Desi cifra zero se gdsea in general in cultura popoarelor Americii de Sud, nu se poate
spune ca a influentat deosebit dezvoltarea matematicii.

Desi al Khwarizmi a introdus zero in lumea arabica, denumirea de ,,zero” provine
de la matematicianul venetian Luca Pacioli (1445 - 1514), care l-a folosit in textele sale,
plecand de la cuvantul arab “zephirum”, pentru a denumi cifra 0.

Leonardo Pisano (zis si Fibonacci) (1170 - 1250) pe cénd era doar un baiat, a
calatorit cu tatal sau care era negustor, in nordul Africii si a luat astfel contact cu scrierea
araba. Nu peste mult timp, s-a dedicat matematicii iar in 1202 prin lucrarae sa ,,Liber
Abaci” avea sa facd si el cunoscut sistemul de scriere cu cifre arabe pe care-l1 va
promova: ,, Cele noua simboluri indiene sunt 9, 8, 7, 6, 5, 4, 3, 2, 1. Cu aceste noua si cu
semnul 0, orice numar poate fi scris”, (apud [8], p 20).

Numerele naturale au fost primele numere folosite caci puteau reprezenta obiecte
din naturd. Desi matematicienii lumii antice intelegeau conceptul de infinit, ca cel mai
mare numar posibil, de abia In 1655 este introdus prin simbolul % de cétre John Wallis
in cartea sa “ De sectionibus conicis”. ([8], p 26).

Numerele negative au aparut la inceput prin cuvinte sau prin diverse simboluri
reprezentand datorii, temperaturi negative, etc., inca din sec 2 i.e.n, in cartea chineza “
Jinzhang suanshu“ ( “The Chapters on the Mathematical Art “) sau intr-un manuscris
indian datand din sec al VII-lea. De abia in 1489, Johannes Widmann(1460-1498) prin
cartea sa ‘“Mercantile Arithmetic” ( “Aritmetica comerciala”) introduce in Europa
simbolul “ — “ pentru numere negative cat si cel pentru plus “+”, semnificand de fapt
surplusul(+) si deficitul(-) in problemele economice.

Expresii ale fractiilor zecimale s-au descoperit in Valea Indusului pe o serie de
obiecte arheologice datand din mileniul doi i.e.n iar in lumea araba, primul text ramas
care contine fractiile zecimale apartin Iui Abu ’ 1 Hasan al — Ugqlidisi (920- 980). Mai
tarziu in sec. 12, cu ajutorul fractiilor zecimale matematicianul iranian Ibn al-Maghribi
deduce valoarea aproximativa a numerelor irationale.

In Europa, primele incercari de folosire a fractiilor zecimale s-au realizat in 1492 la
Francesco Pellos si in 1530 la Christoff Rudolff. Cel care avea sa fie creditat cu
introducerea calculului cu fractii zecimale a fost Simon Stevin(1548-1520) in 1585 cu o

notatie de forma 3 @ 4 @ 7 @5 @ reprezentand in fapt numarul 3,475.

Francois Viete (1540 - 1603) foloseste o altd metoda de a scrie fractiile zecimale
cu ajutorul unei bare verticale care separa intregii de zecimale. Abia in 1612, germanul
Barholomaeus Pitiscus (1561- 1613) separa intregii de zecimald printr-un punct iar
italianul Giovanni Magini (1555- 1617) foloseste virgula “, ” pentru acest lucru.

In 1825, Louis Braille introduce alfabetul care-i poartd numele, alfabetul Braille
pentru cei cu deficiente de vedere. Sistemul de citire este format din litere scrise cu
ajutorul unor puncte care ies in relief si pot fi simtite cu ajutorul degetelor, pentru fiecare
literd si numar existdnd un semn diferit obtinut prin combinarea celor sase puncte aflate
pe o matrice de tipul 3 cu 2, adica trei linii si doua coloane.
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Dezvoltarea electronicii si a tehnicii de calcul a facut posibila dezvoltarea unui
limbaj informatic bazat pe scrierea in baza doi cu aJutorul careia toate numerele literele

- 0- 0000 0-00000- -© -00- 06- 00
si simbolurile se transformdain T g. T  T¢ ‘e 0- 60 00 0. 00 - - - - -
secven’ge de umta‘;l de ©9°© coc 00 e0 00 00 00 ©c0 oo oo @0 @0 @0
. .. A B c [ £ F G H [ 1 K L M
informatii, astfel un octet sau
’ . . 00 0°- 0000 0- -0 0 0-0° -0 00 00 O°
byte este format din 8§ cisute o o ©- o0 00 0- 00 - - @ €0 00 o8 0@
numite biti- cele mai mici ®° ®° ®° ®° @7 8 07 0000 000 00 'l°
unitati de 1pfomagle carc 14l g g. 0. 060 00 6- 060 00 © e -0
numai valorile 0 sau 1. .: co @0 c0 c@ 9 @° 00 00 0° 00
Inginerul american de .~ . . . . . . . . . o

origine germand  Werner
Buchholz este cel care introduce in 1956 termenul de byte in timp ce lucra la compania
IBM.
Cu timpul, au mai aparut si alte simboluri si sisteme de numeratie.
in 1976, Donald Knuts introduce simbolul “A” pentru a introduce ridicarea la

putere. Astfel, n'k=n", n"'n= A") . Ca exemplu, 4'2=4"=16.

Un sistem de numeratie verbal 1-a dezvoltat Jaime Redin in 1993. Astfel, acest
sistem s-a dorit sa fie mult mai intuitiv si usor de folosit. Ca exemplu, numarul
3214 358 se poate scrie astfel: 3M214T358 de la cuvintele M = milion (million) iar T=
zeci de mii (thousand).

Asadar, numerele si operatiile cu ele au cunoscut un amplu proces de elaborare si
definitivare a lor, cunostintele au trecut de la o generatie la alta, de la o civilizatie la alta,
de la un continent la altul datoritd schimburilor comerciale, a interferarii culturilor
datorita rdzboaielor si a unor oameni de stiintd exceptionali care studiau din mai multe
domenii, de la politica si filozofie pana la muzica si arte, de la matematica si stiinte in
general pana la cunoasterea mai multor limbi straine.

12



Simboluri matematice

\»

Virgula ( separa intregii de partea zecimalid a numerelor)

Plus ( simbol pentru adunarea a doua cantitati)

Minus ( simbol pentru sciderea a doua cantititi)

inmultit ( simbol pentru inmultirea numerelor)

Linie de fractie (indica raportul a dousi numere, segmente
sau expresii)

Egal (exprima egalitatea dintre doud cantititi)

Diferit ( pentru doui cantititi care nu au aceeasi valoare)

RS

Identic sau identic egal (se foloseste pentru a sublinia inb
mod deosebit identitatea ambelor péarti ale unei egalititi)

Mai mic ( exprimai relatia dintre doi termeni, cel din stinga
este mai mic decit cel din dreapta)

Mai mare( exprima relatia dintre doi termeni, cel din stinga
este mai mare decét cel din dreapta)

Mai mic sau egal (a <hinseamné a(hsau a=»5)

Mai mare sau egal (a>binseamna a)bsau a=»5)

RIVIAT 7| ™

Aproximativ egal (indica valoarea aproximativa a
numaérului)

Rezulta sau implica

Implici (in logica formali)

Echivalent, daca si numai daca

Echivalent (in logica formala)

Operatorul si ( conjunctie in logica formali)

Operatorul sau (disjunctia in logica formali)

<P U

Asemenea (simbol folosit pentru a indica asemanarea dintre
douai figuri geometrice)

Paralel (indici relatia de paralelism in geometrie)

|_

Perpendicular (sau Ortogonal) (indica relatia de
perpendicularitate )

Apartine (a € 4, adici a este un element a lui A)

Nu apartine (a € 4 adici a nu apartine lui A)

Reuniunea (la multimi, 4L B = {x|x €A sau x € B} )

Intersectia (la multimi, 4N B = {x|x €Adsixe B} )

Diferenta ( 1a multimi, A\B = {x‘x €Asixg B}

D /)Cﬂlm

Diferenta simetrici ( AAB =(A\B) (B\ A)

13




Produsul cartezian 4xB= {(x;y)|x €d,ye B}

Inclus

Include

Inclus

Include

Multimea vida (multimea care nu are niciun element)

Multimea numerelor naturale

N={0;1;2;3;........ 1.

z  2Z|1QUlINjuiN|X

*
=
=
il
=
o
®
=
=
=
o
~
o
—
=
=
=
S
B
=
-~
&
—
o
=
o
=
=
=
S

N*={1;2;3;.....25...}

Multimea numerelor intregi

Z={....,—3;-2;—1;0;1;2;3;......... 375

*

N N

Multimea numerelor intregi nenule

7*={...,—3;—2;—1;1;2;3;......... 375

Multimea numerelor rationale

Multimea numerelor rationale nenule

Multimea numerelor reale

ZElEitelle
% *

Multimea numerelor reale nenule

R\NQ Multimea numerelor irationale

\/; Radacina patrata a lui x
‘X‘ Modulul lui x sau valoarea absoluta a lui x
n! n factorial (n!=1-2-3-4-...... -n, neN)
n n
a alaputerean(a —g-raar..... a)
n de a
[ x] Partea intreaga a lui x
{ x} Partea fractionara a lui x

log x Logaritm in baza a din x
a

lg X Logaritm zecimal din x ( logaritm in baza 10)
Inx Logaritm natural din x ( logaritm in baza e — numérul lui
Euler)

14




i=ln iiavaloridelallan(i6{1,2,3, ..... ,n}, n<N.)
9
n n
a; Sumﬁdupﬁidelallan(zai:a1+a2+----+an)
i=1 =1
n
a

Produsdupz‘lidelallan(Hai:al'az’a3' ------ Ay
i=1

Oricare ar fi (cuantificatorul universal, Vx, p(x), oricare ar fi
X, are loc proprietatea p(x))

Exista (cuantificatorul existential, 3x, p(x) , exista x cu
proprietatea p(x))

Ceea ce era de demonstrat ( Quod erat demonstarndum)

15




Alfabetul grec ( vechi) de tipar

alfa

beta

gamma

delta

epsilon

dzeta

eta

theta

iota

kappa

landa

miu

niu

csi

omicron

pi

ro

sigma

tau

ipsilon

fi

hi

psi

QININITICT V(ARO[ T[> R[N ™| X ||

omega

O XS =HMEZIC M ZZ > RO NE > |~
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Breviar teoretic

1. NUMERE REALE

Definitie: A amplifica o fractie cu un numar natural, diferit de 0, inseamnia a

A . A - % A . . - a a-m
Inmulti atit numaratorul cit si numitorul, cu acel numair. 3 =——,b#0,m=0.
-m

Definitie: A simplifica o fractie cu un numaér natural, diferit de 0, inseamni a

CELLy N —
-m

PR < Ag s . <. a
Imparti atit numaritorul, cit si numitorul la acel numar. 3

Definitie: Fractia %,b # 0se numeste fractie ireductibild, dacd nu se mai poate

simplifica adicd cel mai mare divizor comun al lor este egal cu 1, c.m.m.d.c(a,b)=1,
altfel spus, numerele a, b sunt prime intre ele.

Compararea fractiilor: Fie a,b,c,d €N, a,b,c,d #0.

a, C a,. a a, C
= —)—<b —)—<a-dyb-
et p o b p g S adbee

Definitie: Fie a,b,c,deN, a,b,c,d#0.

:£<:>a-d:b-c.

oo a . C . <« . . <
Fractiile 3 si 7 se numesc echivalente daca si numai daca 7

>

Fractie subunitara, echiunitari, supraunitara:

Fractia %,b # 0se numeste fractie subunitard, daca a <b sau %(1 .
Fractia %,b # 0 se numeste fractie echiunitara, daci a=>b sau %: 1.

Fractia %,b # 0 se numeste fractie supraunitari, daca a>b sau %}1 .

Definitie: Se numeste numir rational , numérul reprezentat prin fractia % (fractie

ordinara ) si toate fractiile echivalente cu aceasta;

Operatii cu numere fractionare: Pentru a aduna sau scidea numere fractionare
reprezentate prin numitori diferiti se aduc fractiile la acelasi numitor prin
amplificarea fiecirei fractii cu citul dintre c.m.m.m.c al numitorilor si numitorul
fractiei respective.

a ¢ a+tc
— 4 —= ;
b b b

Q
[

>R
QUlo
>

Q

o> Q
SHIEoY
> Q

o

7\

> Q

Ne—
=1
Il

i
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)5 GLEGF G -6) )

. a « b . e e
Inversul lui 3 este numairul —, oricare ar fi a, b diferite de zero.
a

(zj’l_é. (z)‘"_i b _aze+b
b al b a’ c ¢ '

1
7\
>
3
3
Il
N\
>
3
=

Definitie: Un raport in care numitorul este 100, se numeste raport procentual si se

1
noteazi de forma £ = p% ,sau ( p-—) ; p se numeste procent.
oo~ P”% (p 100) p ste p

; P . .. a p a 1 a
% din x=——-x; p% din —=——-— & _.a
e 100 7 P 00 MM P 00 b
P dinx=a =x=a'® po%dinN=a = ,-91%  p=Spn
100 P N 100-12

Dobénda obtinuta prin depunerea la banca a unei sume S de bani pe o perioadd de n luni
cu procentul p al dobandei anuale acordate de banca Proprietatea fundamentali a

a c
proportiilor: o4 Sa-d=b-c

Aflarea unui termen necunoscut dintr-o proportie

.

a, a)0
Modulul numerelor intregi: Fie acZ = |a|=10, a=0;

—a, a0
Proprietatile modulului
1. |d>0, VaeR; 2.]d=0, <a=0; 3. |a|=|-a|, VaeR;
4. ‘a‘=b, <a=1b; 5. ‘x‘za, = x=%a, a)0;
6. ‘x‘ <a, << xel[-a,al, a)l; 7. ‘x‘ >a, < xe[-wo—alula+o], a)0;
Definitie: Fie a,bcR*, mneZ*; Atunci, @"def a-a-a-...... -a,

n factori

18




Proprietiti:

1.

o =1 d =a; 0" =0j;

4. ((a-b)"=a"-b"

2. [a"-a" =a";

5. [(a:b)"=a":b"

1
6. la" =L, 7= P,
a .
—1,n impar
Definitia radicalului de ordinul doi x/g cR, \/; >0, Va=0 Ja nu exista
daca a(0;
Proprietatile radicalilor
Fiea,beR,
1.Wa* =|d >0, 2. Ja-b=+a-b 3. 2 b#0
NERT
e —ar-d| s 6.[ab —

7. 1\a*b = |a|\/3

8.‘x\/;'y\/5:xy\/£‘

9.‘Xx/;iyf = (xiy)x/;‘

10. x\/\é:x L 2b=0/ 11, (a) =xar
y Y
2 _ 2 _
12 aiﬁz\/‘”‘/;’ibi\/“ ; b unde a%-b=k? .

Calcul algebric

Formule de calcul prescurtatin R
1. ‘(a+b)2 =a’ +2ab+b*;

2. |(a-b) =a® —2ab+b7;

3. (a+b)a-b)=a* — b7} 4.\(a+b+cf =a’ +b +c” +2ab+2bc+2ca

5.‘(a+b)3 =a’ +3a’b+3ab’ +b°|, 6. ‘(a—b)3 =a’ -3a’b+3ab’ - b’

>

7.|a* —b° =(a-b)a® +ab+ D)

. 8. +b =(atb)a’ —ab+b)|

Reguli de calcul cu numere reale reprezentate prin litere

Factor comun |a-x+a-y+a-z=a-(x+y+2)| |x-(a+b+c)=x-a+x-b+x|

Desfacerea parantezelor: |(x+y)-(a+b+c)=x-a+x-b+x-c+y-a+y-b+y-c|

19



B xJa X _x\/z
Ja a’ aJb  ab

Rationalizari
X _x(a—\/g) X _x(a+\/g)
a++b a-b  a-+b a*—b
Medii
Media aritmetica m, = xery H Media geometrica m, = \/x-y ,
Vx,yeR’s
Media ponderata m, = w; p,q € N *—ponderile .
prPtq

oA . b
Ecuatii in multimea numerelor reale |a-x+b6=0=a-x=-b=>x=——|, a#0.
a

‘x2=a3x=i\/7,

Ecuatia de gradul al doilea: ax’ +bx+c=0,a#0,a,b,ceR A=b>—4ac,

—b+/A
X,=—7T—.
2a
Daca A(0= | S=O Ecuatia nu are solutii
reale
S { b } Ecuatia are solutie
Daca 2a dubla
A=0= X, =X,
_h— J_ b+ \/_ Ecuatia are doua
Daca S= { 2 } solutii reale diferite
A>0=

Intervalein R. Fie a,beR, alb.

Intervale mirginite

- . a X b -+
(a.b)= {.\:E ]Rlatb} -(\ I ) N
[a,b]:{xE Rla;x;b} —a !x—| b +§>;°

L _
[a,b):{.tERla;xf’:b} [ a !x ) b +Oc)-;
. fo b
(ﬂ,b]:{xE]Rlar‘x¥b} (\a Ix ] +eu>

20



Intervale nemairginite

((7,+ff.\):{xE E (?=.:.Y} (\a Ix ;m
[a.+o)={xe Rl|a<x} [a | =
(_o’_\’(]f) = {.YE R’ .T"':(?} I X }a +OD>
(—=,a]= {x e R[x = (7} | X —1® +°°>

Inecuatiiin R. Inecuatii de forma ax+bh<0( (, >, ) ), aeR*bhcR.
daca a)0

ax+b<0= daca a(0

21



2. PROGRESII

Definitie: Se numeste progresie aritmeticd un sir in care diferenta oriciror doi
termeni consecutivi este un numar constant r, numit ratia progresiei aritmetice.

1. Relatia de recurenti intre doi termeni consecutivi: a,, =a,+r,vn=lj
2. a,a,,a, sunt termenii consecutivi ai unei progresii aritmetice <
an — an—l +an-H

2

3. Termenul general este dat de formula : |a, =4, + (n - l)r‘

4. Suma oriciror doi termeni egal departati de extremi este egal cu suma

termenilor extremi : ‘ak +a,,,=a +a,

_ (al + an ) n
2
6. Sirul termenilor unei progresii aritmetice:

5. Suma primilor n termeni: |S,

a,,a,+r,a, +2r,....,q, +(n—1)r‘

‘am —-a, z(m—n)r‘

7. Trei numere x,, x,, x, se scriu in progresie aritmetica de forma :

‘xl =u—v, X,=u, ; =u+v|,u,veR ;

Definitie : Se numeste progresie geometricd un sir in care raportul oriciror doi
termeni consecutivi este un numér constant q, numit ratia progresiei geometrice.

1. Relatia de recurenti intre doi termeni consecutivi: |b,,, =b,-¢,Vn>1

2. b, ,,b,,b,,, sunt termenii consecutivi ai unei progresii geometrice <
bn = bnfl : bn+l

3. Termenul general este dat de : b,=b -q

4. Produsul oricaror doi termeni egal depéartati de extremi este egal cu produsul

extremilor ‘b;f 'bn—k+1 = b1 'bn

n

1—
5. Suma primilor n termeni ai unei progresii geometrice : S, =b 1_q
—4q

n—1

6. Sirul termenilor unei progresii geometrice : |b, bg, bq’,...., bg
b

— e

9

b}’l
7. Trei numere x,, x,, x, se scriu in progresie geometrici de forma :

u
x1=;, X, =u, x;=u-v| u,velR
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3. FUNCTII

Definitie : Fie A si B doud multimi nevide. Se numeste functie definita pe A cu valori
in B, un triplet de forma (A,B,f) in care, printr-un procedeu (lege, corespondentd) notat
cu f, fiecarui element x din A i corespunde un singur element y din B.

7
Convenim sd notam o functie astfel, f:4— B sau 4— B, unde

Definitie: Fie /: 4— B. Se numeste imaginea functiei f , multimea tuturor valorilor
functiei f pe care o notam cu f(A) sau Im .

Definitie: Doua functii f si g sunt egale daca si numai daca, au acelasi domeniu de
definitie, acelasi codomeniu si stabilesc aceeasi corespondenta.

Definitie : Fie A si B doud multimi (finite) de numere reale si f/: 4 — B. Graficul
functiei f reprezintd multimea tuturor punctelor de forma (x, f(x)) unde x e 4 iar f(x)
este valoarea functiei finx. G, ={(x,/(x))|xe 4, f(x)eB}c AxB.

Intersectia graficului functiei de gradul intéi cu axele de coordonate, OX, OY:
y=ax+b

N

a0 y=ax+b mOX:y:O:>x=—é:>A(—é,O)
a a
b

b B(0;b) NOY :x=0= y=b= B(0,b)
a >x
/ELO) D
—y a
G

G, N0y =B(0;b)

G, mOx:A(—é;O),
a

v ol
G,
Ordonata punctului P P(x:y)

~ Y~

| Axa abciselor

| N

0 X \ X
) / Ahbcisa punctului P

Axa ordonatelor P( X J) e G,f o ‘ f( l‘) =y

Definitie : Un punct P(a,b) apartine graficului unei functii f,
P(a;b)eG, < f(a)=b.
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Functii monotone

Definitie : O functie /: D —> R, D < Rse numeste strict crescitoare pe D (respectiv
strict descrescitoare pe D < (V)x,,x, € D,x,(x, = f(x){(f(x,) (respectiv f(x))f(x,)).
Definitie : O functie /: D —R, D < R se numeste crescatoare pe D (respectiv
descrescitoare pe D < (V)x,,x, € D,x{x, = f(x) < f(x,) (respectiv f(x,)= f(x,)).

O functie care este crescétoare sau descrescatoare pe D se mai numeste monotona.

Definitie: O functie /: D —» R, D < R se numeste constanta
SWMx,x, eD= f(x)=f(x,).

Monotonia functiei de gradul intdi /:R >R, f(x)=ax+b, a,beR.
Pentru 4)0, functia este strict crescitoare, iar pentru (0 functia este strict

descrescatoare.
y
6
¥
& b
+
- > B >
- % 0 - _ >
Semnul functiei de gradul intii
—Q0 —b +00
f(x)= ax+b a
a)0 - - - - - 0+ + + + +
al0 + + + + 4+ + 0 - - - -
In concluzie, semnul functiei de gradul intai este:
0 —b +00
f(x)= ax+b a
Semn contrar semnului luia 0 semnul lui a

: O functie /: D —R, D c Rse numeste strict crescitoare pe D (respectiv
S() =S (x) Se)=1) .
—X

X=X, X=X,

strict descrescitoare pe D < (V)x,x, e D= Y0 (respectiv

o Compunerea functiilor

Definitie: Fie /: 4 — Bsi g: B — C doud functii. Prin compunerea functiei g cu
functia f se intelege functia go /: 4 — C(si citim g compus cu f') cu proprietatea ca

(o) =g(f(x)), Vxed.
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2= g(y)=g(f(x))

FUNCTIA DE GRADUL AL DOILEA

Forma canonici a functiei f:R—R, f(x)=ax’ +bx+c, a,b,c€R,a+0este

b : A
= +— | ——,YxeR;
f(x) a(x j S

a
Graficul functiei este o parabola de varf V(— 2b’_4AJ ,unde A= b* —4ac
a a
a>0 f este convexa;
Yo
+
+ +
+
" + + ¥
TN
A0; x1,x2 € C A=0,x1=x2¢€R A)0,x, #x, €R
f(x) >0, Vx e R; f(x) >0, VxeR; f(x) >0,

Vx e (—OO,_X] ] o [xz 7+OO) 5

V[— b,—Aj - punct de minim; f(x)=0 < x = _Zi f(x)<0, Vx e (x,,x,)
a

2a  4a

b . . < b .
Pentru x e (— 00,— 2) functia este strict descrescatoare;Pentru x e [—2—,+oo), functia este
a a

strict crescitoare.
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a<(0 functia este concava

Vo4 L Y o4 Vi
+ +
% v x /\ x

A & v " © 1 X2
[o] - -
A0; x1,x2 € C A=0,x1=x2eR A)0,x, #x, €RR
f(x) <0, Vx e R; f(x) <0, VxeR; f(x) >0, Vx e[x,,x,];
V(— ﬂ,— A] - punct de maxim; f(x)=0 < x = _b f(x)<O0,

2a  4a 2a

Vx e (—OO’)CI) U(XZ ;!—OO)

b . . - b . .
Pentru x e (— oo,—2j functia este strict crescatoare;Pentru x e [—2—,+oo), functia este strict
a a

descrescatoare.
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4. Elemente de trigonometrie

Semnul functiilor trigonometrice

Sin{—Z,ZJ —[-11]

Cos: [0,7]—[-11]

22
v 1 v ] y
. I u,sin u}
Wi{cos u,sin u) + Ml(cos u,sinu)
+ + - + T
Sinu - Sinu - qu
u X t X Sinu
Cos u osu
_ 0 0 0 tI,EIS u X
. + .
Semnul functiilor trigonometrice/ Paritatea
cadrane
Functia |1 11 m |1V
Sin + + - - Impara
Cos + - - + Para
Tg + - + - Impara
Ctg + - + - impari

Reducerea la un unghi ascutit

Fieue (O,%) Notam sgn f= semnul functiei f; cof = cofunctia lui f

sin[kﬂ + uj =
2

sgnf(k%iu)-sinu,k:

par

sgn f(k%i u)-cosu,k = impar

Valorile functiilor trigonometrice

in general / (kfi u)=

sgn f(k%iu)gf(u),k = par

sgn f(k% tu)-cof (u),k = impar

entru unghiuri fundamentale

n° 0° | 30° | 45° | 60° | 90° | 120° | 135° | 150° | 180° | 270° | 360°

xrad |0 |7 |7 | Z |Z |2x |37 |57 7z 3T |27
6 4 3 2 3 4 6 2

Sinx (0 |1 NoRINEE B! 0 -1 0
2 2 2 2 2 2

Cosx (1 |3 |2 |1 [0 |1 5 3 | -1 0 1
2 2 |2 2 2 2

Tgx (0 |3 |1 B N 310 / 0
3 3
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Reducerea la primul cadran al argumentului functiilor trigonometrice

Functia sin x.

sin| Z—x = cosx,Vx € 0;Z | sinl Z-30° :cos30°:£
2 2 2 2

sin (% + xJ =cosx,Vx € {0;

SRS

. (T 7 7 1
; | sin| —+— |=cos—=—
2 3 3 2

sin(ﬁ—x)zsinx,‘v’xe[o;z} sinl z-Z :sinzz_z
2 4 4 2

. . 1
sin(7r+x) =—sinx,Vx e {O;%} sm(7z+300) =—sin30° = )

sin(z—sz—cosx,Vxe[O;z} sin z_z :_COsz_ﬁ

2 2 2 6 6 2

sin 3—7[+x =—cosx,Vx € 0;z sin 3_7T+45° :_00345°:_£
2 2 2 2

sin (27 —x)=—sinx,Vx e [O;g}; Sin(27r—30°) =—sin30’ = —%

sin(27 +x)=sinx,Vx e 0;% : sm(z;ﬂ_%j:sin%:;

Functia cos x

cos E—x =sinx,Vx e 0;Z 5 | cos Z—600 :sin600=£
2 2 2 2

cos| Z4x =—sinx,Vx e 0;z | ocos| 4 :_sinfz_ﬁ
2 2 2 4

4 2

cos (7 —x)=—cosx,Vx e {O;%} COS(ﬂ' - 600) =—cos60" = —%

cos(n+x):—cosx,Vxe[O;z}; COS(,HZ :_COSZ:_Q
2 4 4 2

cos 3—”—x —_sinx,vxe|0:Z || cos 3‘—”—300 :—siHSOO:—l
2 2 2 2
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32

005(3—”+£)=Sin£=£
2 3

T T 3
cos| 2r——= |=cos — =—
[ 6) 6 2

cos(27z+60°) =cos60° = %

Functia tg x

g (% —45°j =c1g45’ =1

NS

T 0 0
te| —+60" |=—ctg6) =——
g[z j g 3

tg(ir—30°) =—1g30° =—3

tg(ﬂ+45°) =1g45° =1

g (37” —45") =c1g45’ =1
tg(3—”+30°j =—ctg30’ = 3
2 3
Va /4
to| 2r—= |=—te = =—1
g( 4j %
tg(27r+§)=tg—=\/§
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Formule trigonometrice

1. Formula fundamentali a trigonometriei

sin’ a+cos’ a =1, ‘v’aeR.‘ =sina=+\l1-cos’a, = cosa=++l-sin’a;

tga 1
g cosa=x=

2. |sina=t—_— ——
J1+1g%a J1+1ga

3.|sin(a+b):sinacosb+sinbcosa| , 4.|sin(a—b):sinacosb—sinbcosa| ,a,beR

,aeR\{(2k+l)%}.

5. |cos(a+b):cosacosb—sinasinb| , 6. |cos(a—b)=cosacosb+sinasinb‘ ,a,beR

, 8.[cos2a=cos’a—sina=2cos’a—1=1-2sin’a|, acR

7. ‘sin 2a=2sinacosa;

9.tg(a+b):M; tg(a—b)= ;
1—tga-tgh 1+1tga-tgh

tea—tgb
- a,beR\{(2k+l)%}

Alte formule trigonometrice

2 1+ cos2a .2 1—cos2a a ’1+cosa . a /l—cosa
cos’g=—; smag=———; cos—==+,|[——;sin— =+, [———;
2 2 2 2 2 2
[1- [1+ 2 ‘a—1
tgg:i 70050{; ctgg:i Sreose g2a = tgo; ; ctg2a:7ag a ;
2 l+cosa 2 1-cosa l-tg”a 2ctga

. . . g —1g°
sin3a = 3sina - 4sin’ a; tha:w 20 & -2 &
1-3tg°c g 2 g 2
3 3 tga = PE crga = p )
1 — 3¢t
cos3a =4cos® o —3cosa; ctg3a:w; 1-1g* — 2ig—
3ctg a1 2 2
a ,a
a sina l-cosa 1 . 2tg5 I-% B
tg521+cosa: sin B 05; e 0!; cose= 0!;
ctg — l+1g° = l+1g° —
g2 & 2 ¢ 2
sina+sinb:25ina+b~cosa_b sina—sinb:ZSina_b-cosa+b
COSa—COSb:—ZSiIla+b- i a;b cosa+cosb:2sina;b'cosa;b
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PARTEA 1

1. NUMERE REALE

Recapitulare si completari

1.1 Numere intregi si numere rationale

Operatii cu numere intregi

Multimea numerelor intregi: %= o =372 LOL2 3 e b meN
Z*=7,\{0}
—aeste opusul lui a, VaeZ.
—0 +c0
I T I I N ) >
5-4-3-2-1 012345
\ Numere opuse /
a, a)0
Definitie: Modulul numerelor intregi: Fie aeZ = |d=10, a=0;
—a, a{0

Exemple: |-5|=5; |-7|=7; |4=4; |-10/=10;

Pentru a aduna doui sau mai multe numere intregi care au acelasi semn, se
aduna numerele in modul si se di semnul comun.
Exemplu: (+5) + (+3)=+8; (-5) +(-3)=-8;

Pentru a aduna doud numere intregi de semne contrare, din cel mai mare in
modul se scade cel mai mic in modul si se di semnul celui mai mare in modul.

Exemplu: (-7) + (+5)=-(7-5)=-2; 3+ (- 10)=-(10-3)=-7;
(-12) + (+4) = - (12-4)=- 8; (-5) + (-8)=-(5+8)=-13
Exemple de scaderi: 2—10=-(10-2)=-8; 5-(-8)=5+8=13;

“@) = (-5)=-4+5=1;  (-10)—(-6)=-10 +6=- 4

inmultirea si impartirea : Regula semnelor.

. + -
+ + |-
- - |+
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(—4)-(-5)=20; (-7)-(+5)=-35_

Exemple:
6:(-2)=-3; (24):(-8)=3

Pentru a inmulti douii numere naturale se pun numerele unele sub altele
unititi sub unititi, zeci sub zeci, etc, si se inmulfesc pe rind toate cifrele de jos
incepind cu cifra unititilor cu tot numarul de sus .

Pentru a impirti doud numere naturale , se ia primul numir - deimpartitul si
se imparte la al doilea — impartitor si se gaseste catul care indica de cite ori se
cuprinde impirtitorul in deimpartit.

Cind se termina cifrele de la deimpartit se coboari un zero punand si virgula
la cat.

Puteri cu exponent intreg

Definitie: Fie a,h e R*, m,neZ*; Atunci, a"def a-a-a-...... -a
n factori
4

. 5 el - . - . el - p— 3 = (— of — o — — —N" el . . - el .

Exemple: 29=2:2:2:2:2=32 (-2)'=(-2):(-2)-(-2)=-8 (\5) =45:15-5-5=25;
5 de 2 3 do (2) 5 5
Proprietati:
l. |a°=1 d'=a; 0"=0|, Exemplu: 5° =1;
2. |a"-a =], Exemplu: (=3)? -(=3)° = (-3)> = (-3)° =243 ;
3. |a":a" =a"" sau a_n =a""; Exemplu: (=5)" : (=5)’ =(=5)"" =(-5)* =625;
a
4
4. (a-by =a"-b"}; Exemplu: (342) =3' 2" =81.4=324;
n n 3 3
5. |(a:b)"=a":b" sau (Ej :a—; Exemplu:(é] :5_3 :E;
b b" 3 3 27

6. |a" = Ln ;

a

-1
Exemplu: (-2)* = —— = (Zj T

(2" 16~ \6 (-2} 8
]‘7
7|y =" P : Exemplu: (- =—1, (~1)*2=1;
—1,n impar

Definitie: A amplifica o fractie cu un numar natural, diferit de 0, inseamna a inmulti

atat numaratorul cat si numitorul, cu acel numar. % = Z—m,b #0,m=0.
-m

5) .
Exemplu: —2:2:9;
3 35 15
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Definitie: A simplifica o fractie cu un numar natural, diferit de 0, inseamna a imparti

atat numaratorul, cat si numitorul la acel numar. a_ Z:—m,b #0,m=0.
-m

204 20:4 5
Exemplu: ===
12 12:4 3

Definitie: Fractia %,b # 0se numeste fractie ireductibila, daca nu se mai poate

simplifica adicd cel mai mare divizor comun al lor este egal cu 1, c.m.m.d.c(a,b)=1,
altfel spus, numerele a, b sunt prime intre ele.

3,710

Exemple: 1
25916

Compararea fractiilor: Fie a,b,c,d eN, a,b,c,d #0.

a, Cc a, a a, C
—) - ——<b —)—<a-d)b-
s p o e g T dbe

Exemple: %(; deoarece 2(5; %>§ deoarece 2(3; ;} % deoarece 3-5)2-7;

Definitie: Fie a,b,c,d €N, a,b,c,d#0. Fractiile %si gse numesc echivalente daca si

S oad=bc.

. . a
numai daca —
b d

Exemplu de fractii echivalente:

2
4

123
2 4 6

Fractie subunitara, echiunitari, supraunitara:

Fractia %,b # 0se numeste fractie subunitara, daca a <b sau %(1 .
Fractia %,b # 0 se numeste fractie echiunitara, daca a=b sau %: 1.
Fractia %,b # 0 se numeste fractie supraunitari, daca a>b sau %)1.

2 . o7 . L3 .
Exemple: 3 este fractie subunitara, 3 este fractie supraunitara, 3 este fractie

echiunitara.

Definitie: Se numeste numir rational , numarul reprezentat prin fractia % (fractie

ordinard ) si toate fractiile echivalente cu aceasta;

Operatii cu numere fractionare:
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Pentru a aduna sau scadea numere fractionare reprezentate prin numitori diferiti
se aduc fractiile la acelasi numitor prin amplificarea fiecérei fractii cu catul dintre
c.m.m.m.c al numitorilor si numitorul fractiei respective.

a ¢ _a+c 1 4 5
—+—= ; Exemplu: —+—-===1;
b b b 55 5
ac_ac| Exemply: 2.9 2% _ 1.
b d b-d 27 8 ,27-%, 12
a.c_ad| Exemplu: 581 % A _ 1
b'd b c 164 16 8, 108
a 2Y
(j =1 Exemplu: (—J =1;
b 3
n n 3 3
(ﬂ) :a—; Exemplu: (gj :%zi;
b b" 3 3 27
m n m+n 3 4 7
m [aj :[aj . Exemplu: [ 2] [2) =(2),
b b b 5 5 5
B G -6) OEDROE-
—| =] == k Exemplu: |=|:|=| =|=| ==
b b b 5 5 5 25

|
TG} o )]

. a - b . cn
Inversul lui n este numarul —, oricare ar fi a, b diferite de zero.

a
(32 8.
T \2 3 27

-1 -n n -1
(2) b ; (ﬂj 0 ; Exemplu: 3122
b a b a’ 2 3

Introducerea unui intreg in fractie: aré actb ; Exemplu: 4= 3 4 5+3 23

c c 5 5 5

5

Fractii zecimale
Fractii zecimale: finite: {0,5;1,45;2,5;0,12345; ...... }

Transformarea fractiilor ordinare in fractii zecimale finite:

Exemple: i:0,3, i=0,03 3 o, 003, 2564 s 64, 2 =0,4, L 025,
10 100 1000 100 5 4
3 . o L ab abc
Transformarea fractiilor zecimale finite in fractii ordinare: a,b= E; a,bc = 100
Exemple: 7,4= 74 ; 2,35= 235
10 100



Operatii cu fractii zecimale:
La adunarea sau scaderea fractiilor zecimale finite, numerele trebuie agezate astfel incat

2,56+
virgula sa fie sub virgula. 2,56+1,34 =490 ; 4,257-1, 13 =3, 127, 1,34
4,90
4,257 -
1,13
3,127

La inmultirea cu 10, 100, 1000 a unei fractii zecimale finite se deplaseaza virgula spre
dreapta cu 1,2,3 cifre.

3,456-10=34,56; 3,456-100=345,6; 3,456-1000 =3456
La fmpartirea cu 10,100,1000, a unei fractii zecimale finite se deplaseaza virgula spre
stanga cu 1,2,3 cifre.

7258:10=725,8; 7258:100=72,58; 7258:1000=7,258

La inmultirea fractiilor zecimale finite, efectuam inmultirea obisnuita dupa care

punem virgula de la dreapta spre stinga dupa un numar de zecimale egal cu numarul de
cifre zecimale ale celor doua numere:

3,47-2,4=8,328 3,47
_24
La impartirea fractiilor zecimale finite se vor inmultii ambele numere cu 1388
puteri ale lui 10 astfel incat s impartim numere fara virgul: 694
3,6:0,24=360:24=15 8,328
Nu toate fractiile ordinare se transforma in fractii zecimale finite.
Exemple: L 033330 220.666666..... ~=0121212.....,
Fractii zecimale periodice: {1,(3);21,3(5);2,3(4) ...... }
Transformarea fractiilor zecimale periodice in fractii ordinare:
ab—a  ——— abc—a —— 14-1 13
,(b) = ; ,(bc) = ; Exemple: 1,(4)=———=—
a,(b) ) a,(bc) 5% ple: 1,(4) 35
2(5=2"2 218
99 99
Fractii periodice mixte:
a,T(c) _ abc—ab; a.b(cd) = abcd—ab; Exemple : %: 12612 :E;
90 990 90 90
3,45(7) = 3457-345 _ 3112 '
900 900
Activitate independentii | Réspuns
Sa se calculeze:
W) 2220 ) 274375 0 0365)-0.20); &) (A (44"
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‘,E/ Erercitii rezolvate

1. Si se calculeze:

a) 126-48; b) 1234-46; c) 126:48; 12648
Rezolvare: 1234 - B
96[2,62
1 i: - _ 46 300
1008 7404 288
sS04 4936 120
OAS 56764 96
24
2. Sa se calculeze:
a) —7-5-3; b) 9+3-7+2; c) 2-(4-7); d) (-27):(-9);
) 2—(-3)—(-2)-4;5 ) (5" (-5 :(-5)';
Rezolvare:

a) 7-5-3=-15; b) 9+3-7+2=-16+5=-11; ¢) 2-(4-7)=-2-(-3)=6;
d) (-27):(-9)=3; ) 2—(-3)’—(-2)’-4=2-9—(-8)-4=-7+32=25;
f) (=5)°(=5)":(-5)" =(-5)""" =(-5)" =25;

3. Suma a douizeci de numere intregi consecutive este 150. Si se determine
produsul lor.

Rezolvare: Daca primele douazeci de numere intregi consecutive ar fi 1, 2, 3, ....., 20,
atunci suma lor ar fi egald cu 210, asadar, existd si numere negative printre ele, inclusiv
0, prin urmare, produsul este egal cu 0.

4. Sa se calculeze:

3 9°5 11 1 215 56 25 32 18
a) —+——=3b)—4+——5 ) =—=+=5¢) ——; d)|-——||-——|s e
)777’)426’ )936’)1258’ )[ N J’)

2.(_1_5j.
16 4)

o[ hossenl 4] (4 T (o003 (4

Rezolvare:
_ 3) 6) 2) _ 7
93,9 53495 7 01 01 P 3v6e2 7. TS 28 7.
7 7 7 4 2 2 12 125, 8 5




5. Sa se calculeze:

. 3 _ 4. 7 3 4 2.2.
a) (-8-4):(-6)+(-2)"-2%; b) 9-(—14j+(—3) 3
Rezolvare: a) (—8—4):(—6)+ (= 2)3 2=2-8-16=-22;
X Z 4y 32 N 2 11
R ame 3] 3 A N A
Exevcitii propuse 1+|=\
1. Sa se calculeze:
a) 32,6 - 4,8; b) 16,2 : 4,5; ¢) (-12) +(-5); d) (-6) — (-
9);
63318- 20 - 6; ) (-5)(-0+(+8)(:3); @) (-14): (:2) — (-6)-(+3); h) (-3)* +(-
3);
D) (2 (27 2% ) (1P -8+(-3)(-2)*; k) (-3)(8-10+1); D) (-7)(-42):(-
21);
m) 22527, n) (:3)4(-3); 0) (-5) (S-S5 p)51s
q) (-3)%(-3)%; r) 6°; s) 619:210; t) 1215:415;
u) 18%:(-18)* (-18)%; v) 37 X) 22 +273;
2. Sa se calculeze:
a) 78-56; b) 129-68; c) 35-76+35-24; d)
47-65-36-65+53-65;
e) 1350:18; f) 837:31; g) -6+3-9-5; h) 17-28+18-10;

D) =6-(=3)+2:(=9); ) 15:(-2)=3:(=5); k) (-7+3)-(-5+2); 1)
—-3-(6-10)+(4-7)-(-3);

m) =5:[-7-2:(6-13)]; n) (-3)’-(-3)>-(-3) ; 0) 2°:27:2%;

P) (-2)' +(=3) +(=D*" +(=2013)°; Q) (-5)'-(-5)°:(-5) ; D[22+ T
8) (=6)*:3; $) (-8)":2°; t) 25°:5"; 0 (-36)':67;

u) 3-(2)" +(=5°:(=25); V) 4+ -1 (=D x) |-6|+|-7|-|-8];

7) |—4~(—7+3)—9|; W) (=6)" :(=6)* =4* +(-9+5)-(-6);

3. Sa se calculeze:

3.1, 14,1 2.3, L S e M
a2 3 b)6 3 2 )5 4 d3 9 2 e) ;

59 2375 80 8 7., 28 ,

2.2 Z.2. 2.2 —y. =2 5
f) 3 25 g) 315 8 h) 25 5 iy 16 32, ) -3 (_g);
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4. S3 se calculeze:

a) i) 4,25-10; ii) 4,25-100

b)) 4,25:10 ; ii) 4,25:100

¢)i) 7,68-2,9 ; ii) 42,37-5,6

d) 1)837,6:7,8; i) 65,9:2,3
111 2 1 4

e) ————=; So—t—;

) 27673 D 571543

29 4 3

1 _._; —_—— —— ;

) 376 D 9[ 16}

(3

iii) 4,25-1000
iii) 4,25:1000
iii) 1,378-5,4
iii) 198,4:5,4

_____ h) ——=——:
)3 12 6 )9 3.6

o 819 p 6.5 714
49°7° 2518 36 9~

3Js o)

p) (—gj :(—ij; D (D7D DT D) (323 s) H +(1j;

3 2

S < 69 -
5. a) Se considerda numarul — =5,a,a,q,..... Sa se calculeze a,-a,-a; -....-ay,,;
13

S < 125 <
b) Se considerd numarul = =1,a,a,a,..... Sa se calculeze a,-a,-a;-....-ayy, .
13

1.2 Operatii cu numere reale

Definitia radicalului de ordinul doi

Ja eR,

Exemplu de extragere a radacinii patrate

Ja>0, Va>0 Janu exista dacd a(0;

54756 734

43.3 =129
464 -4 =1856

Extragerea radacinii patrate dintr-un numér
natural

Se grupeaza cifrele numarului cate doua de la
dreapat spre stdnga: 5.47.56;

Se afla cel mai mare numar (2) al carui patrat
sd fie mai mic sau egal cu 5 si il scriem in
dreapta sus, la raspuns iar patratul sdu 22=4
se pune sub 5 si se face scaderea.

Se coboara grupa a doua (47) langa primul
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Se dubleaza radacina (2:2=4) si se trece jos in dreapta langa care se adauga catul dintre
14 si 4 adica 3, apoi se Inmulteste numarul obtinut (43) cu 3 si se adauga sub 147, dupa
care se scad;

Langa noul rest se adauga ultima grupa (56);

Se dubleaza radacina (23-3=46); Langa 46 se adauga catul dintre 185 si 46 adica 4 si se
inmulteste numarul 464 cu 4. Rezultatul produsului se adauga sub 1856 si se scad. Se
obtine restul 0. Asadar, J54756 =234.

Pitratele perfecte pani la 20 si extragerea radicinii din pitrate perfecte

=N \/ﬁzn nw=N \/ﬁ:n
0°=0 Jo=0 10 =100 V100 =10
=1 Ji=1 1P=121 | J121=11
22=4 Ja=2 12°=144 | J144=12
3’ =9 Jo=3 13* =169 V169 =13
42 =16 J16=4 14* =196 J196 =14
52 =25 J25=5 15°=225 | J225=15
6> =36 J36=6 16=256 | 256 =16
77=49 | J49=7 17=289 | 289 =17
8% = 64 J64 =8 182=324 | \324=18
9> =81 J81=9 19°=361 | 361=19
10> =100 100=10 | 20*=400 | /400 =20
Proprietitile radicalilor
Fiea,beR,
1. \/aT:‘a‘ >0, Exemplu: /(-5)* =|-3|=5;
2. \/ﬁzx/aﬁ\ EXCmpluZ\/EZ\/%'\/E=6\/§;
3,\/;:\/E,b¢0 Exemplu:\lgzﬁzi;
b b 16 16 4
4. Ja' =(Ja) =a’ Exemplu: /3% :3&;2 =3'%;

5. Dacé

Exemplu: V3~ +8-3 +16 €Q=3" +8-3' 416 =K% k=3"+4,

6. aﬁ=\/ﬁ Exemplu: Zﬁzm:«/ﬁ;

7. HZ |a|\/3 Exemplu:«/%:?»“ NCE

8. x\/;-y\/zzxy\/%‘ Exemplu: 34253 =3-5-42-3 =156 ;
o |xva +ya = (xxy)Vdl Exemplu: W5 +235 =(4+25 =615

10,&:£ 3, y,b#0 Exemplu:@:g ﬁ=2x/4_=2-2=4;
wb vy \b 46 4\6
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Exemplu: (2V6) =2° /6 =8-646 =486

11. (x\/;)n:x”\/y
. m:\/cwvj—b i\/a—\/;lz—b
dubli)

unde a>-b=k?> .  (formula radicalilor

Exemplu:\/3—_J§:J3+‘/29T5 —\/3_‘/29T5 =\E—\g;

Rationalizarea numitorului unei fractii:

L_X\/; X _x\/z 3 _\&\/g_ﬁ
’  ab 2%, 4

Ja  a alb  a Exemple: 26 8, ;

x _x(a—+b) x _x(a++b) 2 _2(«/§+2)__2(\/§+2)
a+b a’ -b a-+b a’-b BHB-2  3-4
Medii
Media aritmeticd m, = al er Y m,(4;6;11) = # = % =7;
Media geometrica m, =/x-y , Vx,yeR
m,(23:N12) =33 -48 =\3* -4 =6
Media ponderata m, = w;p,q € N *—ponderile

p+q
Media armonicd 7, = 2 _ 2%  VxyeR
1,1 x+y
X oy

Activitate independenti | Raspuns

Sa se rationalizeze: 2

1 1 1 a) 6’
a) (&= b)—F——F; O=—F;
48 5V3-62 V321 b 531642
3

?:1/ Exercitii rezolvate

1. Sa se extragd radacina pitratd din urmaitoarele numere:
a) 385; b) 3*-5%; ¢) 576; d) 1,44; e) 0,0081;

Rezolvare:

2 3851962 . ) NEDRT =~/(32-53)2 =32.5%; ¢) 576 =37 -2° =3.2° = 24;
d) 1,44 = J(1,2) =1,2; ) J0,0081 =4/(0.3)" =0,3* =0,09.
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385 19.62
1 I’ =1
e 29.9=261
2.1="2
igi 386-6=2316 21=2
- 3922.2=7844 2.19=38
2400
2316 2.196=392
8400
7844

556

2. Sa se calculeze:

a) 8V3-153+243; b) 1082 -43+1242-6\3; ) V1227 -243;

d) V100 144 —/256 ; e) 3:/45-2:4/80; f) 2418 - 448

g) 23 (-4\3); h) (-5v2)-(-247); i) (~81V8): (9v2);

i) (-24V12):(-343); K V2 2 AR DINCANCNCINE

m) (-242) -2V3); n (22) s 0) (V243 ~2Ja8): (-343).
Rezolvare:

a) 83-15B3+23=(8-15+2)3=-53;
b) 10v2 =43 +1242 =633 =10+ 12072 — (4 + 6)3 =222 - 1043 ;
) V1227 —243 =22 -3 -4/32-3-9% -3 =23 -33-93 =—10\3 ;
d) 100 /144 —256 =10 —12? —16> =10-12-16 = -18;
e) 3-445-2-80=3-49-5-2-416-5=95-8J5 =5 ;
f) 2J18 —4/8 =249-2 -4 4.2 =62 —8J2 =22 ;
) 23 (43) =89 =-8-3=-24;
h) (-5v2)-(-247) = 10414
i) (-8148):(9v2) =-9\A =92 =18 ;
i) (-24&);(—34’?) =84 =16;
K) \/54”\/58”\/—10:\/544-84-10:\/522:2”:2048;
D V2" (B)* =(—6) = (-4y* =256
m) (~2v2) -2VBY = (-8-242)-4-3= 19242
211
n) (2\/5) Ing,
0) (41243 -24/48): (—3) = (363 -813 ) : (V3) = (283 ) :(—/3) =28

3. Se considerid numirul 41 ~ 6,a,a,q;...... Si se calculeze 4, -a, -a;.
Rezolvare: 41~6,403........ Rezulta a,-a,-a,=4-0-6=0.
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4. Sa se rationalizeze numitorii fractiilor:

1 1 2 4 2
a) f’b) m, c) ma d) 4_\/5’ e) 3\/§+2\/§,
Rezolvare:
oL BT 2 3
NE w2 42 87 W2 3%
oy 4(4+J_) _4(4+42) _ 4+J_
a2 g7 12 3
o T2 206223 _23V3-285) _W2-243,
3W2+243  3V2) —(2\B) 1812 3

l.%]

d) Se amplifica cu conjugata de la numitor:

5. Sa se calculeze \/6+2\/§(\/3—\/§+\/12—4«/§).
Rezolvare: Cum (6+2v5)3—5)=18-10=8 = /6+ 245 -\3—+5 =8 =242 si cum
(6+245)-(12-445) =72-40=32 = {6+ 2/5 -\12-4y/5 =32 =42 . Raspunsul este 62 ;

3n+4

6. Sa se determine » € Z astfel incat eN.

n—1

Rezolvare: Trebuie determinat »n € Z astfel incat ntd i, keQ.

n-—1

3n+4 :3(n—1)+7 _3. 7
n—1 n—1 n—1

7. Determinati m,n € Qastfel incat m+ 4J§ = \/ﬁ +n- (3 + 2\/5 ) .

=k*on-1=7T=n=8.

Rezolvare: m+4\5:3n+(3+2n)\5:>m:3n, 3+2n=4=n=—, m:%.

1
2
8.Dacd a=2016-2017, aratati ca a+\/a+\/’g(2017.

Rezolvare: a++Ja+a(2017* = Ja+a(2017> ~2016-2017 =

\/a+\/;(2017 =a+ \/;<20172 = \/;(2017 = a(2017, ceea ce este adevarat.
9. Dacii <= \J2016. Si se calculeze L
b a-\14+2b

sb 5h o sh 1
a-14+2b  b-12\1414+2b 1706 34°
10. Si se arate ¢ii \/1-2-3-.....-16+17 e R\ Q.
Rez. u(1-2-3-......-16 +17) =0+7 =7, ceea ce insecamnd ca numarul de sub radical nu e
patrat perfect.
11. Si se arate cii 5n+23 eR\Q.
Rezolvare: u(5n+23) €{3;8}, ceea ce inseamna ca numarul de sub radical nu e patrat

Rezolvare: Din a=5b-12414 =

perfect.
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2018 2016
12. Si se calculeze A= (2018— j 10087
VI+3+5+..+2017
Rezolvare:
2018 )"
A= (2018— : j 11008 =(2018-2)™""" :1008™"* =2016™"° :1008™"° =2.
1009

13. Sii se arate ¢ii \1+3+5+..+111 Q.

Rezolvare: 1+3+5+...+111=56;

14. Si se arate ¢ii 2017°° —2016™" e R\ Q.

Rezolvare: u(2017%°") =3, u(2016*") =6 = ultimam cifrd a numarului de sub radical este
7 deci, numarul nu este patrat perfect.

15. Si se calculeze (a—5)’, unde a=\/3(1+\/§)+ 11+642 , b:\/Z—\/9—4\/§ .
Rezolvare: a:\/’3(l+\5)+(3+«/5):\/6+4\E:\E+2,
b=\2-(2v2-1) =\3-242 =2 -1. Atunci, (a—b)’ =3" =9.
\/m
4757 +100 cQ
100 50 50 51
Rezolvare: A:«/IO (25+100) 10 Jus_(gj %ZGJ cQ

Jo"@s1-36)  6*\a5 L6

16. Sa se arate ca 4=

Exercitii propuse | 4| :\

1. Sa se calculeze:

D VENID b sAesE o (VDG g (8,
¢) (32)-(2V5). £ V5). o) V), hy C2V3)'.

i) V1643325481, ) 1001225 +/169. K) 327 -5\12 44243,
D 2V6F VB 332, ) B +IGB), 0 (V5+3)(245-15)
o (V62 (2542 o) V2532 +5),
2. Sa se calculeze:

a) 1) 342 —8J2 —542; ii) 83 -203+53;

b) 412 -5{27; c) 125245 -320; d) V18 +5¢50 -8432;

©) 3W2(sV2-43); D (-83)-(-2\3); 9) (3V5)(-4V5)-(-6v2):(-3v2);

h) —2«/3(3\/3—2@); i) —4\/§~(2«/§—5«/7+\/E); i), (—4«/5)2+(—2«/§)2;
B (-23) ~(33) s D (5V2-45)(25-342):  m) (253 ;
n) (3v2-2)’; 0) (25-3)- (25 +3): p) (V6+2) +(B-22) ;

43
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Q) (43-5)-(43+5); 1) («/§+«/5+4)2; ) 2«@(«5—«/5)2;

1 1 2 2 2 2
Y55 3 Ry A i V) (~43) +(-245) ;
x) (23 )72 (42 )72 :

3. Si se calculeze:

a) 243 -83+343; b) (7V2-53)= (682 -9V3); ) 85-6v2)~ (42 +3V5);
&) B8 AT 500 o) WIS e ) 2]

IV N o

T—% %— h) (243 2438 - 54/75) : (3W3)

) (216 —/150 +/96 —54): (—/6) ;
4. Sa se rationalizeze numitorii fractiilor:

1 2 5V2 1+42 2 B+l
NN ECE c)M- d)Hf- e) 202, ez,
1[ by ! - V5443

O E VaEeE e ) R O R

5. Se considerd numarul /13 =3,a,a,q,..... Sa se calculeze:
a) aq+a,+a,;  b) a-a,-a,-..-ay,;
6. Sa se compare numerele:

a) 5siT: b) —Bsi T; o) N2si27; d)5VTsi 83 e) 45si 221,

Ccm. 23 Wi 9. 24 . ,
f)4\/8_§1 545 ; g)ﬁslﬁ’ h) si 1) 8\/351\/5, 1) \/7+2§13+\/§,
K) V6 +4si 243v2; 1) 1++/7si V5+43;

7. Sa se calculeze media aritmetica si media geometrica a numerelor:

Q) a=2.b=9; b) a=32 b=122,

¢) a=V5 b=4125, d) a=V6-2 b=\6+2,

o) 4= b=, 0 a=(Z+B3), b=(2-3);
g) a=12, b=300; h) a=11-672, b=11+6+2;
i)a=%,b=§; j) a=\7+43, b=+7-43;

k) a=@—5) . b=d+5); D a=\GV2-5, b=\(5+342)}

. . 2 5 1
8. Fie multimea A=1{-4;-3,5,0,(6):=:32;—2;—— .
{ { (6) 3 25 ﬁ}
A sdasescrie: a)inversul;  b)opusul; ¢)modulul; d) patratul;
NI+243+..4n Jn

4243+ +n+1 Jn+2

Pentru fiecare element al multimii

9. Sa se arate ca , VneN*,
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10. Sa se arate cd V5n+7 e R\Q.

11. Sa se arate ¢ numarul

f«f \/_\/_ \/_\/_ JITJITJITJlT
G2 B3 Ba J142:143 143144

12. Si se arate ci E=\/§-\/6+«/§-\/3+\/3+«/§-\l3— 3+ 33 €Q.

13. Se considerd numirul x =1/2(2—243)—243(2—243) +4/2(2+23) +243(2+23) . Sa
se arate ca x-\ﬁe Q

cQ.

14. Sa se aduci la o forma mai simpla expresiile'
a) E(a)= \/Za +ya +m b) \l B1x f2+f
16y
2 ’\/_ 2+\/_ - (x+y) _(x_y)
s 3 =
\/2+\/2+~/_ \/2 J2-5 (x+y)" —(x-»)

15. *Sa se determine aria triunghiului ABC stiind ca
J? —4a+13 +b* —6b+25 +c? —8c+41<12, unde a, b, ¢ sunt laturile triunghiurile.

16. Si se aduca la o formad mai simpld expresiaya’ +54° +16a' , aeR.

17. Si se calculeze vJa* —b* unde a=7,5, b=4,5.

b et
Stiati cz __ ?
In secolul al 12-lea, cel mai mare matematician si astronom indian din perioada
medievald, Bhaskara II (1114 - 1185), descrie in cartea sa ,, Lilavati”’(1150) extragerea
raddcinii patrate si a celei cubice precum si operatiile de inmultire si impértire cu numere
negative. De asemenea, el a studiat toate ramurile c

matematicii cunoscute la acel timp.

In lucrarile sale apar notiuni matematice
echivalente sau aproximativ echivalente cu numerele
infinitezimale, derivatele, teorema de medie, derivata
functiei sinus fiind un precursor al calculului
diferential, cu mult Tnaintea lui Newton si Leibniz. A dat b
prima metodd de determinare a solutiilor generale a |/fa

ecuatiei x* —ny”* =1, cunoscuta sub numele de ecuatia lui
Pell si a dezvoltat geometria sferica.

A dat o demonstratie celebra a teoremei lui Pitagora, ¢* = a” +5b*, cu ajurorul ariilor,
ca in figura alaturatd, si de asemenea, cunostea descompunerea radicalilor suprapusi si
rationalizarea numitorilor.  ( [6], p.20)
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1.3 Calcul algebric

Formule de calcul prescurtatin R

1. ‘(a+b)2 =a’ +2ab+b*;
(2J§+4)2 =23 4223444 =12+163 +16 =28 +163 ;
2. \(a—b)2 =a’ —2ab+b?; Exemple: (2x—3)" = (2x)* ~2-2x-3+3> =4x* ~12x+9;

(2\/§—4)2 =23 -2:23-4+4° =12-163 +16=28—-16+/3 ;
3.|@tb)a-b)=d* b Exemple: (3x—4)(3x+4) = (3x)> —4> =9x* 16 ;
W5-3)(5+3)=\5 -3 =5-9=—4;

4. ‘(a+b+c)2 =a’ +b* +c’ +2ab+2bc+2€a‘

Exemplu: (x* +x+3)" = (x*)" + x> +3> +2x7 - x+2x-3+2x” - 3=x* +2x° + 7x* + 6x+9
5.‘(a+b)3 =a’ +3a’b+3ab’ +b’|,
Exemplu: (2x+3)* = (2x)’ +3(2x)* -3+3(2x)-3> +3’ =8x" +36x° + 54x+27
6. ‘(a—b)3 =a’ —3a’h+3ab” - b},
Exemplu: (5x—2)° = (5x)° —=3(5x)* - 2+3(5x) - 2> =2 =125x —150x" + 60x —8
7.|a —b =(a—b)(a* +ab+b)}
Exemplu: (2x)’ =27 = (2x—3)(4x” +6x+9) ;
8. +b° =(a+b)(a® —ab+b*)],
Exemplu: 8x’ —1=(2x—1)(4x” +2x+1)

Exemple: (3x+2)" = (3x)* +2-3x-2+2% =9x> +12x+4;

Reguli de calcul cu numere reale reprezentate prin litere

Factor comun |a-x+a-y+a-z=a-(x+y+2)| |x-(a+b+c)=x-a+x-b+x-]

Desfacerea parantezelor: |(x+y)-(a+b+c)=x-a+x-b+x-c+y-a+y-b+y-c|

0

x+y)-(a+b+c)=x-a+x-b+x-c+y-at+y-b+y-c

Exemple: a) —3\/§x2y(2+x—\/§y3) :—6x/§x2y—3\/§x3y+6x2y4;
b) (2x+4y)-(x—3y)=2x"—6xy+4xy—12)".

Descompuneri in factori
1. Metoda factorului comun

|ab+ac—ad = a(b+c—d)| Exemplu: 25x° —15x% +20x = 5x(5x* —3x+4);

|ax+ay+bx+by:a(x+y)+b(x+y)=(x+y)(a+b)‘
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Exemplu: 12x% +6x+10x+5=6x(2x +1) +5Q2x+1) = 2x+1)(6x+5) 3
p

2. Utilizarea formulelor de calcul prescurtat

‘a2+2ab+b2 :(a+b)2‘ Exemplu: 4x° +4x+1=Q2x+1)*;

|* —2ab+b” =(a—b)’| Exemplu: x°—6x° +9=(x’—3)’;

@ b =(a—b)a+b)| Exemplu: x’—2=(x—2)(x+2);

‘az +b*+¢° +2ab+2bc+2ac=(a+b+c)2‘ Exemplu:
X +4x+22x + 6442 = (x +2+2)*;

Activitate independenti | Raspuns
Si se calculeze: a) 24x’-128;
a) (x—4) —(x+4)’; b) (3x—5)* +(3x—6)> —2-(3x—5)(3x—6) ; b) 1;

=/ Exercitii rezolvate

1. Sa se calculeze:

a) 7x+2x—12x—4x; b) 5x* —6x+3x—15x"; €) 2xX°(3x* —4x+2);
d) 2x-3)(3x+2); e) (x+5)°; f) 3x—-4)’;

g) (4x—2)(4x+2); h) (x+4)°; i) (x-2)°;
Rezolvare:

a) Tx+2x—12x—4x=—Tx; b) 5x* —6x+3x—15x" =—10x" —3x;

C) 2x’°(3x* —4x+2)=—-6x"+8x* —4x’; d)

(2x=3)(3x+2)=6x" +4x—9x—6=6x"—5x—6;

€) (x+5) =x" +10x+25; f) 3x—4)" =9x* —24x+16;

g) (4x—2)(4x+2)=16x"—4; h) (x+4)’ =x" +3x" - 4+3x-4* +4° =x’ +12x +48x + 64 ;
) (x=2) =x’—3x>-2+43x-2° -2 =x’ —6x+12x-8;

2. Utilizand metode combinate sau formula de descompunere a trinomului de
gradul al doilea ax’ +bx+c =a(x—x,)(x—x,), unde x,,x, sunt solutiile ecuatiei de

gradul doi, sa se descompuna:

a) x’ —7x+6; b) x* —7x+10; €) x> +5x+6;

Rezolvare: a) x* —7x+6=x"—x—6x+6=x(x—1)—6(x—1) = (x—1)(x—6);
b) x* —7x+10=x"—2x—5x+10=x(x—2) - 5(x —2) = (x = 2)(x = 5) ;

C) X +5x+6=x"+2x+3x+6=x(x+2)+3(x+3) = (x+2)(x +3);

3. Utilizind metode combinate sa se descompuna:
a) X’ +xX’+x+1; b) ¥ —2x"+x-235 ¢) X’ =3x"—x+3; d) x'-1; e) X’ —1; f) x*—1;
Rezolvare:
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a) X +x +x+1=x"(x+D)+(x+D)=(x+1)(x"+1);

b) ¥ —2x" +x-2=x*(x-2)+(x—2) = (x—2)(x* +1);

€) ¥ =3x" —x+3=x*(x-3)—(x=3)=(x=3)(x* - = (x=3)(x = )(x+1);

d) x* 1= =D+ = (x-D(x+1D)(x*> +1) ;

) ¥ —l=x"—x"+x =X +x" —x+x-1=(x-D* +x" +x+1);

D x°=1=(" =D +D) =(x =D +x+D)(x+D)(x" —x+1);

4. Sa se calculeze :

Gx+1) —(Bx—1)

27x% +1

Rezolvare: a) (2x+3)" —(3x—1)> +(x—4)(x+4) =4x" +12x+9—(9x* —6x+1)

+x7 =16 =4x" +12x+9-9x* +6x—1+x* —16=

=-4x* +18x—8.S-au aplicat formulele (a+b)*,(a—b)*, (a+b)a—b).
Bx+1)° -(Bx-1) _ 27x° +27x +9x +1-(27x° =27x* +9x —1) _ 2(27x% +1) 5

b) 27x +1 27x% +1 27x% +1

a) (2x+3) —(B3x—1)> +(x—4)(x+4); b)

5. Daca 2a(a—4)+2b(b—1)+ g =0, a,bcR, si se calculeze (a—1)*" +(a—6b)*".

Rezolvare: Relatia data este echivalentd cu 2(a” —4a+4)+2(b> —b+ i) =0

2(a-2) +2(b—%)2 =0, de unde se obtin a=2si b= % Atunci,
(a_1)2017 +(a_6b)2017 :(2_1)2017 +(2_3)2017 :1_1 :0 .

6. Sa se determine a,b,c € Zpentru care (a+3)* +(b—4) +(c-2)’=0.
Rezolvare: a=-3; b=4; c=2.

7. Sa se arate ca \/xz +2x+5 +\/)c2 +4x+8+\/x2 +6x+13 ) 6, VxeR.
Rezolvare:

Vo +2x45 = J(x+ 17 +4) 2,42 +4x+8=[(x +2)* +4) 2,

N +6x+13 = (x+3)* +4) 2.
Astfel, suma din membrul stdng este mai mare decat 6.

8.Daca x—2y=-2si xe [—2; 2] . Si se calculeze valoarea expresiei

E:\/x2+y2+4x+4+\/x2+y2—4x—4y+8.

Rezolvare: E=\/(x+2)2+y2 +\/(x—2)2+(y—2)2 .Din x—2y=-"2=x+2=2y si
x=2=2(y-2);
xe[—2;2]:>—2SxS2‘+2:>0Sx+2£4:>0$2y$4:>0£y$2:>‘y‘=y.

2<x<2|2=4<x-250=|y-2|=—~(y-2).

Rezultd, £ =J4)? +3> + 4027 + (v—2)* =557 +{5(v—2)* = 5| +[y—2) =
=B5(y-y+2)=25.
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Exevcitii propuse | 4| *\

1. Sa se calculeze:
a) 3x+5x—12x—2x; b) 2(x—4)-3(x+2); C) 2x” —3x+4x—-5x7;
d) 2x° —5x% +4x° —(3x* +2x7); €) 2\/?_>x—3\/5x—4x/?_>x—3\/5x; f) 5x*—4x—7x"—8x;
2. Sa se calculeze:

a) x-(2x° —3x+4); b) 2x-(3ﬁx3+4x2—5x—3); c) %xz-(4x2—2x+8) :
d) 24B3x-(4¢" =3\2x+3); ) (x—2)-(2x-5); £) (x* -2x+3)(x-3);

g) (8x* —12x7 +6x” —24x): (2x) ;

3. Utilizand formula (a+5)*> =a* +2ab+b , si se calculeze:

a) (V2 +1); b) (2\3+4); ¢) (x+3)’;
d) (x+2)%; e) Bx+2)*; f) (5x+3)*;
4. Utilizand formula (a—b)* =a’ —2ab+b’ , si se calculeze:
a) (3-17; b) 2\3-2)%; ¢) (x—3)°;
d) (x-2)*; e) (3x-2)%; f) (5x-3)*;
5. Utilizand formula (a—b)(a+b)=a*>—b* , si se calculeze:
a) 5-2)(5+2); b) (2V3+2)(2V3-2); ©) (x—4)(x+4);
d) (x=B3)(x+3); e) 2x—5)(2x+5); f) Gx-2)3x+2);
6. Utilizand formula (a+b+c¢)* =a*> +b* +¢* +2(ab+bc+ac) , si se calculeze:
a) (x+~2+3); b) (x> +x+1)*; ¢) 2x+3+1)7%;

d) (x* +2x-3)*;
7. Utilizand formula (a+b)’ =a® +3a’b+3ab*> +b’ , si se calculeze:

a) (V2+1)’; b) (x+1)°; c) (x+2);

d) 2x+3)*; e) Bx+1);
8. Utilizand formula (a—b)’ =a’ —3a’b+3ab® —b’ , si se calculeze:

a) (3-2); b) (x-2)'; ¢) (2x-1);

d) Bx-2)%;
9. Sa se calculeze:
a) 2x + 6x -10x; b) 3x% -4x+ 6x2 +x; ) -4x*(3x-2); d) (x2-2x+6)(3x-4);
e) (2x- 4)(x* -5); f) (x-5)%; g) (x+6)% h) (x-4)(x+4);

1Y 1Y
p Q=B ) (sz; 0 (3x 4j; (=3,
3W5x' 3 (=27 x+3 3

m) 230GV =0, ) (00 ) 9 IS ) 4 2 4

10. Sa se calculeze:
a) 6x+3x—8x—9x; b) 7x* —5x—9x” +2x; c) 3x’ —4x>—10x7;
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d) —5x-(—2x)+6x—7x%;

2) —9)6-(4)62 —3x+5);

j) —36x° :(—4x);

m) —6\/§x-(3\/§x—4x2);
p) (207 +3)-(4x—4);
(Sx ) (5x+3)

V) (x+1)

(3x l)

11. Sa se calculeze:

a) 3x°(5x> +242x—4);

d) —5x°3x* —32x+8);

g Gx—2);

12. Sa se calculeze:

a) (2'\/5_3)2, b) (3x_3)2; c) (3\/5_4)7]’

e) (—4x3)-(—2x2);

h) -3x*(5x-4);

k) (-3¢) +(-2x)';

n) (4)c2 —5)6)-(3x2 —x);
q) (x=3);

t) (3x—4)" +(2x+4)";
X) (x—2)3;

b) —4x’(2\B3x* —5x+2);
e) (x—3)';
h) (x+243)’;

) 6x° ~(—2x4);

4 :(—9x3);

) (2465) ()
(

¢) 225 (2x* =32x +4);
f) 2x++2)';
i) (x+242);

d) %/5; e) V144645, D[ 3+J§—\/3—_J§jz;

g) QB 1y @2+ ) (B2, 5y 33 +5p; k) @B

13. Utilizand metoda factorului comun a-x+a-y=a(x+y) sa se descompuna in factori:

a) 3xX°y+6x°;

14. Utilizand formulele de descompunere @’ +2ab+b* = (a+b)’
a—b*=(a-b)a+b), a—b =(a—b)(a* +ab+b*), @’ +b* =(a+b)(d*

descompuna:

a) X’ +4x+4;
d) 9x* +12x+4;
g) 4x* —8x+4;

b) 9x’ +12x% +6x ;

c) 36x°

b) x* +6x+9;
e) X' —4x+4;
h) 25x* —10x+1;
k) 4x*-9;

n) x’—1;

q) x +1;

—18x*+9x;

d) 3\/§x2 +9x/§x;
, & —2ab+b* =(a—b)*,

—ab+b*) sise

) 4x” +4x+1;
f) x*—8x+16;
i) x*-9;
) x*-2;

0) x’—8;

r) ¥ +8;

15. Utilizand metode combinate sau formula de descompunere a trinomului de gradul al
doilea ax’ +bx+c=a(x—x)(x—x,),unde x,,x, sunt solutiile ecuatiei de gradul doi, sa se

descompuni: a) x> +9x+8;  b) x> —x—20; ¢) ¥’ —6x-7; d) ¥’ +3x—4;
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1.4 Modulul numerelor reale

a, a)0
Definitie: Modulul numerelor reale. Fie acR. Atunci, |a|=40, a=0 ;
—a, a{0
Exemple:
0. |- =\3; [245]=245; [3v6|=346;
2). [3-B; [V5-3]; [4-32];
. J(7-35) ¢ (323
Proprietiatile modulului
1. |a|20, YaeR;
2. |a|=0, <a=0 ; Exemplu: |x—4/=0=>x-4=0=>x=4;
3. |d=|-d, VaeR; Exemplu: |-5|=[5|=5;
4. la=p|, < a=tb; Exemplu:
|x| :|—7|:>x=i(—7):>x=+_7;
5. ‘x‘ =a, =>x=x%a, a)l; Exemplu: |x|=5:>x=i5;
6. M<a, <xe[-aal, a)0; Exemplu: |1 <5=xe[-55];
7. ‘x‘ >a, < xe[-o—a]lUla+x], a)0; Exemplu: |x| > 5= x € (—00;—5]U[5;+00)
Calculul radicalilor dubli
[ 2 _ N P
a+Alb = \/ ar ; b * \/ a ; b unde a>-b=k? .  (formula radicalilor dubli)
’ 2 ' 2
Exemplu: \/7+4\/§ :\/7+m :J7+ 72 —48 +\/7_ 72 —48 :\/§+\/g:2+\/§;

Altfel, aceste exercitii se pot rezolva usor utilizdnd formulele de calcul prescurtat, si
anume, sd se formeze un patrat perfect sub

radical: 7+ 43 = (a+b)> = 7+ Mg =a’+2ab+h’. In cazul nostru se identifica termenii
corespunzitori incepand intodeauna cu termenul care contine radicalul
4J§=2ab|:2:>2J§:ab si 7=a’+b*. Din cele doud rezultd a=2,b=+3 .

Asadar, \7+43 =2 +\B3) =[2+B|=2+15.

Activitate independentii | Réspuns

1. Sa se calculeze: a) —5+2ﬁ ;

a) [5-27;  b) [6-245]; ) (3—\/5)2 . d) Jera2; | D ~6+25
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227 Enercitii rezolvate

1. Si se calculeze:

a) [2-6-8]; b) 3-2-(4-53); 0) [243-613; d) V3 -42];
©) [5v2-245); 9 2By 5 W) a2,

Rezolvare:
a) -6-8=|-12/=12  b) 3-2:4-35)[=[+2=5 o) 363 =|-43|=45;
d) |3\/§—4\/§|:—3\/§+4\/§, deoarece 343 ( 4\/5;
e) |5«/_—2\/§|:5«/_—2\/_ deoarece 5\/5) 2\/5;
pl o L[_[35]_| 2]
R N I (A N
g) W2 -3 =N2-3|=- 2+«/_
h) V4-243 =J(1-B3) =[1-3|=-1++3;
2. Sa se calculeze, aducand la o forma mai simpla, fira radicali:

a) a[(x—6)2 ; b) Vx> —4x+4 ;  ¢) Vx*—10x+25 ; d) Vx’ +16x+64;

Rezolvare:

a) \J(x—6)° =|x—6|; b) V¥ —dx+4=(x—2) =|]x—2;

¢) V¥ —10x+25 =\[(x—5) =[x —5; d) Vo +16x+64 =/(x+8)* =[x +§].

1 1
D‘S\/E 29

3. Sa se expliciteze modulele:
a) |x—5|; b) [2x+6];
Rezolvare:

x=5, x-520=>x2>5 2x+6, 2x+6>20=>x>-3
a) |x—5|: .

—2x—-6, 2x+6{0= x(-3

; b) [2x+6|=
—x+5, x=5(0=x(5 )| | {

4.Daci a :\/6—2\/3—\/’6+2\/§ . Si se calculeze (a+2)"".
Rezolvare: Cum 6-245 =5 -1)%iar 6+2+/5 =(+/5+1)*, atunci,
—|J' 1| |J§ +1| J-1-5-1=-2. Rezultd (a+2)¢ =(-2+2)*' =

5. Daci a= \I8—2\/_5 —\i8+2\/E . Sii se calculeze (a+2+/3)™".
Rezolvare:

aI\/8—2\/G—\/8+2\/E:\/(\/§_\/§)2 —\/(\/§+\/§)2: |\/§_\/§|_|\/§+\/§|:_2\/§.
Rezultd, (a+24/3)"° =(=23 +243)° =0

6. Daca o= JS—Z«/E +\/5+2«/€ —J8. Si se calculeze ™.
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Rezolvare:

a=\[B 2y 32y ~\B = |\B-2|-[\3+2|- 23 =23 -213 =0.

Rezulta, a®°=0.

2016" — N
7. Sa se arate ci s eN, unde N=\/(1—\/§)2 +\/7—4\/§.
Rezolvare:

N =\(1-3)? +\/7—4\/§:|1—\/§|+,/(2—\/§ 2 :|1—J§|+|2—J§|:—1+J§+2—J§:1.

N A72016 —
2016" - N _ 2016 1=\/I:1€N.

Atunci,
2015 2015

\/29+12\/§—\,/21+4\/'§e

8. Sa se determine multimea A= {a eZ Zyp.
a+2
Rezolvare:
V29412405 —\214405  3+245) —J(1+25) 3+205-1-25
a+?2 a+?2 a+2
2 eZ<a+22
a+2

=a+2e{-2,-1,1,2}. Rezultd, a e{-4,-3,-1,0}.

Exercitii propuse | 4| :\

1. Sa se calculeze:

)l  b)[4-9: o233 DB 25 D ‘—%;
g) ‘(—«/3)3‘; h) ‘(—2«/5)2‘; i) |2«/§+5|; J) |5«/5+4|; k) |«/§—1|; 1) |2«/§—3|;
m) |1—\/§|; n) |J§—2|; 0) |J7—3|; p) |\/§—7r|; Q) |7r—«/3|; r)
\/—30_\/520; S) \/—40_%14; t) ‘\/—45_\/530; u) |2_\/§|+|3_\/§|+|1_2\/§|;
V) |1—J§|+|J§—1|—|J§+J§|; X) |3—2J5|+|4ﬁ—6|—|7—5ﬁ|;

2. Sa se calculeze:

D) [ VT-5) 0 [EA) o (F-E) s 0 2E) o 1-42)
D (43-7) 1 @ (5-33) D) y(5VB-3E)
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3. Sa se calculeze:



D) )5 0 o) 1) [Vi2) o)
d) \/(4—\/5)2 +\/(3~/§—7) +\/(4\/§—4 ; e)\/S—zﬁ +\/(4\/§—6);

4. Sa se expliciteze modulele:
a)[x-2[;  b)|x+3; o [x=8;  d)2x—6; e Px+12; D) [x*-4;

@ [ -16; by [C+16); D) -9 ) [P +9;

5. Si se calculeze:

a) ﬁﬂz\/ﬁ—wﬂ; b) 2 +|3\/§—5\/5|;
c)ﬁ%ﬁ—s\/ﬂ; d) 2J—+ 5 N2

6*. Sa se calculeze:

a) |x+3|+[x—2|; b) [x—5|+[x—3; ¢) [2x+8/+[3x—9); d) [5x—10|—|x+3|;
o) [ —16)+[x=4; D J(x-2) +(x-4): @) J(x+2) +{(x-2)’;

h) 2 1 2x+1 +40x% —2x+1; i) o 16x+9 +x% —6x+9;

1) \ix2+4x+4 +\/x2—10x+25; k) ,’(x+2)2 —1-4’(362—4)2 +x? —4x+4;

7*. Sa se calculeze:

a) J4-245; b) V642 ¢) 44245 d) 5+276:

¢) \/5-2V6; f) J6—20; g) 14+645; h) 7-2410;

) V6-2V5; DT 0 aeboaz: b o-2yi-eva:
8%. Sa se calculeze:

o) N7 -333]-Jodi7 3y ; b) V36 - 338|336 5By

¢) @+\3) 443 -7+ (B3-2)"; d) 2+3)7 +[7-4B|+ (V3 -2)’;

e) J5—B) +(1+242) +(B-2)";
9*. S3 se arate ¢ numarul A:\/2+\/x—l+\/x+3—4\/x—1 eZ, ¥x<[L5].

10. Sa se determine a,b R daca :

a) |a—8|+|b+5|=0; b) |2a+6|+|b—2|:0;
0) [a* 16|+ (b-5)* =0; d) J(a+2)* +(b-3)* =0;
e) \[(a—5) +[26+6|=0; f) Na® +4a+4+b* —6b+9 =0.



1.5 Ecuatii in R

Definitie: Se numeste ecuatie, o expresie algebrica cu una sau mai multe
necunoscute si in care apare o singuri data semnul egal.

Exemplu: 3x+8=2 este o ecuatie cu necunoscuta X.

Definitie: Un numir “ a,, este solutie a unei ecuatii daca inlocuind pe x cu ,,a”,
obfinem o propozitie adevarata.

De exemplu, pentru x = -2 se obfine -6+8=2, (Adevarat), rezultd ca -2 este solutie a
ecuatiel date.

Definitie: Se numesc ecuatii echivalente, ecuatiile care admit aceeasi multime de
solutii.

De obicei se noteaza cu S multimea solutiilor unei ecuatii.
Exemplu: Ecuatiile 3x+8=2 si x+4=2 sunt echivalente deoarece au aceeasi solutie, si
anume x= -2.

Definitie. Se numeste domeniu al unei ecuatii , multimea in care ecuatia admite
solutii.

Daca solutiile unei ecuatii nu sunt din domeniu, atunci spunem ca ecuatia nu are solutii
in acel domeniu. De exemplu, ecuatia 3x+8=2, avand solutia x= -2, spunem ca nu are
solutii in multimea N, deoarece -2 nu apartine lui N , dar are solutie in Z.

Definitie: A rezolva o ecuatie inseamnii a determina multimea solutiilor acesteia
dintr-o multime data.

Pentru aceasta, se transforma ecuatia datd in ecuatii echivalente prin trecerea dintr-un
membru al ecuatiei in celalalt, al unuia sau a mai multor termeni, trecere insotitd de
schimbarea semnului termenului respectiv, sau prin inmultiri sau Tmpartiri ai ambilor
membri ai ecuatiei cu acelasi numar.

Schema logicé de rezolvare a ecuatiei a-x+b=01in R, a,beR

ax+b=0
DA NU
a=0
DA = NU
b=0
E -
0-x=0 0O-x= -b x= -b/a
Ecuatia admite o Ecuatia nu Ecuatia

infini'gate de admite solutii adr‘ni;e o
solutii solutie unica
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a~x+b:0:>a~x:—b:>x:—é
aj a=0.
Exemple: a) 3x-6=0=3x=6=>x=2;
b) 2x+4-33x+4)=2-5(x—-2)=
2x+4-9x—12=2-5x+10 (Desfacerea parantezelor)
2x—9x+5x=2+10—4+12 ( Separarea termenilor- cei cu x in stanga, cei fara x, in
dreapta)

—2x=20[:(-2) (Calculul intre termenii asemenea)
= x= 2—2 =-10. (Aplicarea formulei)

Tipuri de ecuatii:
1 ‘x2 —a=>x= i\/;,a>0.

; Exemplu: x> =64 = x =+/64 = x =+8;

) ‘x‘ =a, =x=z%a, a0 Exemplu: |x|=5:>x=i5;

3. |x|:|y|:>x:iy;

Exemplu: [2x+3|=|x-1|=2x+3=+(x-1) =

2x+3=x-1=>x=-4

2x+3=—x+133x:—2:>x:_§'

—b++b* —4dac

ax’+b-x+c=0=>x,=

4. 2a a#0. b* —dac)0 ;
Exemplu:
+ +
X —6x+5=0=>A=6"-4.1.5=36-20=16=x,, = 6—;%:6;24:
X, =ﬂ=1, X, =ﬂ=5
2 2 .
9
Activitate Raspuns
independenti
1. Sa se rezolve ecuatiile: a) S={-51};
a) [5x+15/=10; b) [3x+8/=[2x-7]; ©) [x*~36|+[x—¢[=0 1
b) S:{——;—IS};
¢) S={6}

?:1/ Erercitii rezolvate

1. Sa se rezolve in R ecuatiile:
a) x+4=06; b) x-3=7; ¢) 3x+6=x-10; d) 4(x-2)=x+1;
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X x+4 2x+1
. " 4 g X, —
4 3 2 4 8 4 2 3 3 2
i) X _2\/5.
NN
Rezolvare:
a) x+4=6=>x=6-4=2, S={2};
b) x-3=7=x=7+3=10, S:{IO};
¢) 3x+6=x-10=23x—-x=-10-6=>2x=-16=> x=-38, S:{—8};
d) 4x-2)=x+1=4x-8=x+1=4x—x=14+8=3x=9= x =3, S:{3};

3) 4)
e) %— XT”: )= 3x—4x-8=24=—x=32=x=-32, S={-32};
f) £+x+l +x+2 _ 3x-1
2 4 8
g) Conform proprietatii fundamentale a proportiilor rezulta

(2x-4)-3=2-x=6x-12=2x=6x-2x=12=4x=12 = x=3. S={3}

= 4x+2x+2+x+2=6x-2=>x=-6, S={-6};

h) x;4 - 2"2” :>2(x+4):3(2x+1):>2x+8:6x+3:>—4x:—53xz%, S:{%}.
i) Conform proprietatii fundamentale a proportiilor rezulta x-+/6 =6-J6 = x=6.

S={6}

2. Sa se rezolve in R ecuatiile:

a) x’ =16; b) x> =7; ¢) (x+4)°=100; d) (x-3)=12;
e) (x=5=0; ) x*+x=20; g) X’ +4x=5; h) x> +9x=0 ;
Rezolvare:

a) Se aplicd formula x> =a=x=+Ja, a>0, x*=16=>x=+16=1+4, S={-4;4};
b) x2=7:>x=i\/7, Sz{—ﬁ,ﬁ};

¢) Din formula x> == x=++a, a>0,in cazul nostru avem:

(x+4) =100 = x +4=2100 = x =4 £10= §={-14;6}

d) Din formula x> =a= x=+Ja, a>0,in cazul nostru avem:
(x=3)=12=x-3=t/12=>x=3+23 S:{3—2J§;3+2J§}.

e) (x-5 =0=>x-5=0=>x=5, S={5};

f) X +x=20=x(x+1)=4-5=x=4, sau x(x+1)=(-5)-(4) =>x=-5, S={-5;4};
g) X’ +4x=5=x(x+4)=5=>xe{-51};

h) x2+9x=0:>x(x+9):O:>xe{—9;0}.

3. Sa se rezolve in R ecuatiile:
a) [x|=7; b) |x|=-53 ) [x—4/=6; d) [3x-9|=12;
; g) |2x+4|:|x—3| ; h) (x-4)’ =6 .

e) [2x+1|=3; f) [x+6/=[2x—1

Rezolvare:
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a) Din formula|x|=a = x=+a, (a20), [x|=7=x=17, §={-7;7};

b) |x|=—53xe®;

) [x—4=6=>x-4=16=xe{-2;10};

3x-9=-12=23x="3=x=-1
3x-9=12=3x=21=x=7 :

e) Din formula|x|=a= x=+a, (a20), rezultd |2x+1|=3=2x+1=3=xe{-2,1};

d) |3x—9|=12:>3x—9:i12:>{

f) Din formula  |x|=|y|= x =y, rezulta

x+6=2x—1:>x+6:i(2x—1):>xe{—§,7};
g) |2x+4|=|x—3|:>2x+4=i(x—3):xe{—7;—%};
h) ((x-4) =6=|x—4|=6=>x-4=+6=xe{-2;10}.

4. Si se rezolve ecuatiile: a) [2x—2|+|x+3|=7; b) |[x—6|+|x+1|=5.
2x-2, 2x—220, x>1
2x—2|={

Rezolvare: a) Se expliciteaza fiecare modul , astfel, ,
—2x+2, 2x-2<0, x<1

x+3, x+320, x>-3
h+ﬂ:{

—x—3, x+3<0, x<-3

X —0 -3 1 —o0
[2x-2| -2x+2 -2x+2 0 2x-2
|x + 3| -x-3 0 x+3 x+3

Pentru x € (—o0;-3), ecuatia data devine -2x+2-x-3=7. Rezultd, x= —g ¢ (—o0;-3).

Pentru x e[-3;1), ecuatia datd devine -2x+2 +x +3=7. Rezulta, x=-2.

Pentru x e [1;oo), ecuatia data devine 2x-2 +x+3=7. Rezultd, x=2.

Asadar, S ={-2;2}.

b) Dupa explicitarea modulelor se obtine: ~ Pentru x e (—o0;—1]= -2x+3=5=x=-1.
Pentru x €[4;00) = 2x-3=5=x=4. Asadar, S ={-1;4}

5. Si se rezolve in R ecuatia \/6—4\/5 +(1+42)7 +‘x—5«/§‘ =6.

Rezolvare:
Ecuatia data este echivalenta cu

‘2—\/5\+;+‘x—5\/5\:6:> 2—\/5+3—2\/§+\x—5\/§\ 6=
3+242
‘x—S\/E‘ =1+32 = x-5V2 =+(1+32) = xe{—1+2ﬁ,1+8ﬁ}.

58



Exercitii propuse

1. Sa se rezolve In R ecuatiile:

a) dx+6=26; b) 5x—17=8; ¢) 4x+2=x-13; d)
3(x—4)=x+2;
x x-=5 x 2x—-1 x-2 2x-1 x+3 x-2 x+4 x-2
e) ———==1; 4 + = ; = ; h =
) 6 2 2 9 3 2 & 5 ) x+1 x-3
2. Sa se arate ca urmatoarele ecuatii sunt echivalente:
a) x+8=13 i x 5.3 b) )c:E:E Si —x+f—2x+4l
2 6 2 5 4 3 2
3. Sa se rezolve 1n Q-, ecuatiile:
12
ay x+2-1 by x—23-1 o 2l =1 d) 4x=—
7 3 4 4 9 3 18
3 9 5 75 x 5 x-3
Zox==— 2= == h =5
R IT; 1) xi3=r ST "
3x+2  2x+1 x+5 x-3 5 2 3 2 X
i) = j) —=— k) x+=—=—+x ) =x——==
3 4 4 3 6 3 2 10 5
m) gx+§=%x+§ n) 2,15+1,2-x=64 o) x-1,3=1,69 p) L44+x-2,5=3,69
4. Sa se rezolve ecuatiile , in Q, :
10

1
@) 0.0)-(x-2)=
d) 0,(7)+2x =x+4

2) Tx+4,(8)=x+5,(5)
5. Sa se rezolve in R ecuatiile:

a) x* =-16; b) x* =81;
e) (x—5)>=100; ) x> +x=56;
6. Sa se rezolve in R ecuatiile:

a) |x|=8; b) |x[=12;

e) [x+3=6; f) [2x-8|=10;

1) |3x—2|:—5; 1) |2x+1|=3;

7. Sa se rezolve in R ecuatiile:

a) [x+6/=0; b) [6x—12|=0;
d) [ —25|=0; e) [x* —6x+8=0;

g) |x+3|+|y—2|=0;

i) [ =4+ 2y-4=0;
m) [x+3)+[2x° =12 =0;
[4x* —4x+1)+]y* =10y +25]=0;

2
b) O,(15)~(x+3

e) 5%x+ 1,25=3(x-8)

h) |4x+8|+[y—5/=0;
k) |(4x-2)-(y+3)|=0;
n) [x* =28 +|x—5|=0; 0)

h) 6(x+2)~3% =x+54%

o gh-03(6)= 5

11 15
1 2) 5

7 3[“3j—u
c) x* =12; d) (x-8)*=0;
g) x* —2x=8; h) x* +5x=24;
¢) |x|=—4; d) |x]=-7;
g) |5x+30/=5 h) [4x+2|=18 ;
k) |x2+l|=—2;

c) |x2—9|=0;

f) [x* = 7x+10/=0;
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i) [2x—16|+[3y+9|=0;
1) |(5x+10)~(y—4)|:0;



P) (x—4) +[ -16/=0; @) \(x+5) +y(y=2) =0; 1) (2x+6) +[¢* ~9|=0;
8) VX’ —8x+16+[y+3[=0; t) X’ —10x+25+|y+6/=0; u) x*+20x+100++x* —100 =0;
8. Sa se rezolve in R ecuatiile:

a) [5x-3|=[2x+9]; b) [2x—6|=|x+4|;

©) [3x—1|=|dx+3|; d) [ +x -4 =[x +3;

e) |x* +3x—8 =’ +x+2|; f) |2x+2|=x-3;

g) |5x—6|=x+3; h) |x2+x—2|=x—l;

i) [ +x—6]=x+3; i) |+ 0-2) - (-1 =4;

k) [(2-02+x)+2-x)|=3; D [(x-2) - (x+2)’|=2;

9. Saserezolvein R ecuatiile:

a) (x-3)-(x+3)=16; b) (x—4)-(x+4)=9;

c) 5-x)-(5+x)=9; d) (x—4)-(x+3)—(x+5)-(x+1)=0;
e) (x+1)° —(x—3)> =4; D (x+4)° +(x-2)" =2(x-3)-(x+3);

g) (x=3)’—(x+3)’ =18x-(4—x);

Stiati ¢z = 7

In sec. 3, matematicianul grec din Alexandria, Diofant a renuntat la
reprezentarea geometrica intuitivd a marimilor numerice prin segmente sau arii folosind
notatiile literare.

Prin opera sa ,,Arithmetika” este intemeietorul algebrei, relataind metode de
rezolvare a ecuatiilor algebrice de ordinul 1 si 2, precum si folosirea simbolurilor pentru
necunoscute, a folosit reguli de calcul algebric abstract precum si tipuri de ecuatii care
astdzi 11 poarta numele, ecuatii diofantice. Se pare ca aceasta operd a avut in original 13
carti, din care au ramas doar 7. ( [6], p.14)

1.6 Aproximarea numerelor reale

1. Aproximarea numerelor reale
Exemplu: Si se aproximeze prin lipsi respectiv prin adaos numérul 7.
Rezolvare: \/ﬁ =4,12310........ .

Aproximarea se poate face la ordinul zecimilor, sutimilor, miimilor, etc.
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La ordinul Aproximare prin Aproximare prin
lipsa adaos

Zecimilor 4,1 4.2

Sutimilor 4,12 4,13

Miimilor 4,123 4,124

2. Rotunjirea numerelor reale
Exemplu: Si se rotunjeasca la ordinul zecimilor, sutimilor, miimilor numéarul J21.
Rezolvare: 21=4,5825........ , atunci,

Rotunjire la ordinul

Zecimilor 4,6 Deoarece 8)5
Sutimilor 4,58 Deoarece 2(5
Miimilor 4,583 Deoarece 5>5

3. Partea intreaga a unui numar real

Definitie: Partea intreaga a unui numar real este cel mai mare numar intreg mai mic sau
egal cu numarul dat. [x]<x([x]+1VxeR

[x] € Zsi se numeste partea Intreaga a lui x.
{x} €[0,1)si se numeste partea fractionard a lui x.

‘xz[x]+{x},VxeR.‘ ‘{x}z
Exemple:
2,73=2+0,73=2,73] =2, {2,73} =0,73.

—3,48=—4+0,52=[-3,48]=—4, {-3,48} =0,52.

x—[x],VxeR.‘

Proprietiti: Dacd x,y e R, atunci:
a) x—l<[x]£x;

b) [x+y]= [x]+[y];
0 [x]+[—x]={ OxeZ

&) [x-+n]=[x]+ n¥ne Z; {x-+n} = {x}.n e Z. e
{ } H,\meN B [x]=[] <
{

2 [{x}]=0; {[x]}=0 h) {x}={y} = x-yeZ;

i) [x]+ { } + [x + 2} + [x + 3} .ot [x + } [nx], VneN" (identitatea lui Hermite)

Jx—y|(1;

Activitate independenta | Réspuns

Se considerd aproximarea numarului 74 =8,a,a,a;...... . a) \7=8,60;
a) Sa se aproximeze prin lipsa cu doua zecimale; b) P=0;
b) Sa se calculeze produsul P=a,-a,-a,-....-q, .
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«# Exercitii rezolvate

1. Sa se aproximeze prin lipsa, respectiv prin adaos numarul J21.
Rezolvare: 21 = 4,5825........ .
Aproximarea se poate face la ordinul zecimilor, sutimilor, miimilor, etc.

La ordinul Aproximare prin lipsd | Aproximare prin adaos
Zecimilor 4.5 4.6
Sutimilor 4,58 4,59
Miimilor 4,582 4,583
2. Fie numirul rational %: 2,a,a,a,.......... a,..... . Calculati suma

S=a+a,+a,+..+a,.
Rezolvare: % =2,1666......=2,1(6) . Atunci,

S=a+a,+a,+..+a,,=1+6+6+6+...+6=1+19-6=115.

19 de 6

3. Fie numirul rational % =Laa,a;.......... a, ... . Calculati suma
S=a+a,+a,+..+a,-.
Rezolvare: % =1,533333.....=1,5(3) . Atunci,

S=a+a,+a,+..+a,,, =5+3+3+3+....+3=5+99-3=302.

19 de 6
. 3 . 11 .
4. Fie numirul rational 5= Laa,a;.......... a,...... . Calculati produsul
P=a-a,-a,-..-a.
Rezolvare: 1—1:1,2222 ........... LAtunci, P=a,-a,-ay-..oag=2-2-2-.......... 2=2%=256.
—_——
9 8 de 2
A . oo 37
5. Se considera fractia zecimala 5 2,a,a,q.......... a,.. . Se cere:
a) Sa se calculeze suma S=a +a, +a, +...+ a,4 5
b) Sa se calculeze produsul P=q,-a,-a,-...-a,y;.
Rezolvare: a) ?—Z =2,40666.......... , atunci,
S=a+a,+a,+..+a,,,=4+0+6+6+6+............ +6=4+2016-6=12088.
2014 de 6
b) P=a,-a,-a;-...-ay =4-0-6-6-....-.6=0.
6. Fie fractia zecimala infinita %z 0,a,a,d,.......... o peeeeee . Sa se calculeze suma
S=a+a,+a,+..+ay;.
Rezolvare: 1—51:0,454545 ............ =0,(45). S=4+5+4+5+...... =4-1008+5-1008 =1072.
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A . . < . s 7 < .
7. Se considerd fractia zecimald infinita oo 0,q,a,q;.......... Uyg16------ +» SA se determine
numirul de elemente ale multimii 4={a,a,,q,,...}.

Rezolvare: % =0,58(3). 4={3;5;8} = card(4)=3.

8. Daca x’ +)” =8xp, x,y R, atunci, si se calculeze {x} , unde|a] reprezinti partea
y

intreagi a lui a.

2
Rezolvare: Metoda I: Din x*+)* = 8xy‘: V= (xj —S[XJH =0. Notam pe X eu nosi
y Yy y

obtinems’ —8¢+1=0=r=4+15=t~7,87 = {x}:l
y

X+y 10)0/_ 10 _
x—y Jéxy 6

Sx 3y TSy Ko 3FVIS _24w6Nis e Tx ]
y 3—\/E 6 y

Metoda a IT-a: Cum (x+y)’ =10xp, (x—y)* =6xy =

W | =
W

&‘
ﬁ

Exercitii propuse |+ =\|

1. Sa se aproximeze prin lipsa respectiv prin adaos numerele:
2 1 19
a) 1,(342); b) 0,12(35); c¢) —; d) —; e) —;
) LG B) 01269 O 2: d) )5
2. Sa se aproximeze prin lipsa respectiv prin adaos numerele:
a) \7; b) J15; ¢) \37;
3. Sa se rotunjeascd numerele:
2 1 19
a) 1,(342); b) 0,12(35); ¢) —; d) —; e) —;
) 1,(342); b) 0,12(35); c) 9 ) 2 ) 12
4. Sa se rotunjeasca numerele:
a) V295 b)\B1; o) V54,
5. Sa se determine a 2016-a zecimala a numerelor:
1 19

a) 4(3); b)) 12(5); ¢ 3,04; d)1342); e)0,12(35); D g; g 7 h) Tk

6. Si se determine a 2014-a zecimald a numarului %

7. Se considerd numarul 41 ~ 6,a,a,a,...... Sa se calculeze a,-a, -a,.
8. Sa se aproximeze prin lipsa cu doua zecimale:

) V2 32 N2 @B e VT4
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9. Sa se aproximeze prin lipsd cu doud zecimale numerele: a) ; b) V215 ¢

2
232"
10. Aflati x din proportia Al 32+4 si aproximati-1 cu doud zecimale prin lipsa.
W2-4 24243

11. Sa se rotunjeascd la a doua zecimald, numarul x=1+ \/ 2+49+42 .

720]3 + 82013 +92013
10 '

12. Si se determine partea fractionard a numarului 4 =

1.7 Intervale si inecuatii in R
Fie a,b e R, a(b.

Definitie: Se numeste interval, orice submultime infinita de puncte a lui R, avand una
din formele de mai jos.

1. Intervale marginite

. o b +00
(a.b)= {x e R |rz<.'j‘x{\b} ( 2 Ix } >
[a,b]:{xERlagxgb} [ @ !X | b S

L l
[a,b):{xeR|a£x{b} [ a !X ) b +0;
_ - ™ a X b +eo
(a1b]—{x‘: IP<_|a..\x_~b} ( I ] >
2. Intervale nemirginite
a,+»)={x<c R |a(x} {a Ix >
[a,—i—co):{xER|a£x} Ea !X +?.’°
. +co
(7cf.>,(1):{xE ]Rlx::_j_a} I X )a >
(-w.al={xeR|r<a} P X 1@ m)

(—oo;oo):R.

Definitie: Un interval de forma [—a;a] sau (—a;a) se numeste interval simetric.
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[—a;a] = {x IS R|—a <x< a} = {x € R||x| < a} . (—a;a) = {x € R|—a<x<a} = {x S ]R||x|(a} .
Operatii cu intervale:

Reuniunea intervalelor: /U J = {x|x el sau x € J} s
Intersectia intervalelor: /NJ = {x|x elsixel } ,

Diferenta intervalelor: 7\J = {x|x el sau x ¢ J} ,

Complementara lui J in raportcu I: C,(J)=/7\J.
Inecuatii in R

Inecuatii de forma ax+b<0( {, >, ) ), aeR* bR

dacid a)0
x<——
a
w+b<0= | x2-0 dacd a(0
a
Exemple: // jya ~
a) 3x—6(033x(6|;3:>x(2<:>xe(—oo;2). — o0 2 ;
b)—2x+8203—2xZ—8|:(—2)3xs4<:>xe(—oo;4].
/ /] S
- 4 X

Inecuatii de forma |x|<a (>a,(a,)a), a>0.

f<a =>—a<x<aoxe[-aa]. |2a =>x<-asixza o xe(—o—a]u[ao).

Exemple:
a) [x|<10 =-10<x<10< xe[-10;10]. b) [x|=5 = x (-0 —5]U[5;0).

Inecuatii de forma x* <a (>a,(a,)a), a>0.

x*<a :>xe|:—\/;;\/2}; X*>a :xe(—oo;—\/;]u[\/z;oo).

Exemple:
a) x” <81 :>xe[—9;9]; b) x* >25 :>xe(—oo;—5]u[5;oo).

Multimi

Definitie:  Se numeste mulfime (in sensul dat de Cantor), o colectie de obiecte (pe
care le numim elementele mul{imii) care sunt diferite si au aceleasi proprietati.

65




Exemple: Multimea numerelor naturale, mulfimea paginilor unei carti, multimea elevilor
dintr-o clasa, multimea frunzelor unui copac.

Un element x apartine unei mulfimi A si scriem x € Adacé x se gaseste printre
elementele lui A;

In caz contrar, spunem cé x nu apatine multimii A si scriem x ¢ 4.

Notiunile de multime, element, relatie de apartenenta sunt notiuni fundamentale adica
se pot explica si li se pot da exemplificari dar nu impun definitii care sa faca apel la alte
notiuni mai simple.

Definitie: Se numeste multimea vida si se noteaza cu &, multimea care nu contine
niciun element.

Definitie: Se numeste multime finita, multimea care contine un numar finit de
elemente; In caz contrar se numeste multime infinita.

Exemplu de multimi finite: Multimea elevilor dintr-o clasa, multimea caselor dintr-un oras,
mulgimea literelor dintr-un alfabet;

Exemplu de multimi infinite: Multimea numerelor naturale, a numerelor intregi, a numerelor
rationale, a numerelor reale, a functiilor, etc.

Definitie: Se numeste cardinal al unei multimi finite si scriem card (A), numarul de elemente pe
care-l are aceasta.

Exemplu: 4={0;1;2;3;4;5;6} = card(A)=17.

Definitie: Doud multimi sunt egale daca au aceleasi elemente.
A=B < (Vx)(xed<>xeB).

Exemplu: {a,b,c,d}={d,b,a,c}.

Proprietiti ale relatiei de egalitate a multimilor:
Reflexivitate: A4 = A4 pentru orice multime A;
Simetrie: Daca A= B, atunci B=A4;
Tranzitivitate: Dacd 4=Bsi B=C,atunci4=C.

Definitie: Fie A si B mul{imi. Spunem ca A este inclusa in B (sau ca B include pe A) si
scriem A B(sau B> A) daci elementele lui A apartin si lui B. In acest caz, A se
numeste submultime a lui B.

Notatii:
Ac B, A# B, A este inclusa strict in B;
A< B A este inclusi in B;

AZB, A nu este inclusd in B;

o A—B xeA, ved




A=B<:>(ACB schA).

Definitie: Multimea partilor unei multimi E este P(E)={X|X cE}.

Exemplu: P({1,2,3)={@.{1}.{2}.{3} .{1.2} {1.3 {2.3 {1.2.3}
Numarul tuturor submultimilor unei multimi cu n elemente este egal cu 2”.

Operatii cu multimi

Definitie: Fie A si B multimi. Se numeste pereche ordonata formata din elementele x si
y , perechea (x,y)in sensul ca x este primul element iar y este al doilea element.

Definitie: Se numeste produs cartezian al multimilor A si B mul{imea notatd 4x Bin
care elementele sunt perechi ordonate de forma (x,y) cu xe 4si yeB.

AxB:{(x;y)|xeA,yeB}

Exemplu: Fie 4= {1,2} si B= {a,b,c} . Atunci produsul cartezian dintre A si B este

{L2}x{ab,e} ={(La).(1,5),(1,6).(2.0).(2,b),(2. )}

Notatii: RxR=R* RxRxR=R?, etc.

Definitie: Se numeste reuniunea multimilor A si B , multimea tuturor elementelor

care apartin cel putin uneia din multimile A si B. AUB= {x

xeA sau xeB}

r—I_ﬁ

4 v B A~ BT

Definitie: Se numeste intersectia multimilor A si B , mul{imea elementelor care apartin

silui A si lui B. AmB:{x

xeAd si xeB}
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Definitie: Se numeste diferenta multimilor dintre A si B, mulfimea formata din

elementele lui A care nu sunt elemente ale lui B. 4\B= {x

xeAd si xeB}

C,A

Definitie: Fie E o multime si A o submultime a lui E. Se numeste complementara lui A
in raport cu E, submultimea lui E formata din acele elemente care nu apartin lui A.

CEA={x

xeE si xeA}, C,A=E\A.

Proprietiti ale operatiilor cu multimi

Fiec 4,B,CcE.

1. Asociativitatea reuniunii i a interectiei: (4UB)UC=A4U(BUC);
(ANB)NC=A4N(BNC).

. Comutativitatea reuniunii si a intersectiei: AUB=BUA; ANB=BNA.

. Distributivitatea reuniunii fata de intersectie: AU(BNC)=(4UB)N(4UC).
. Distributivitatea intersectiei fatd de reuniune: AN(BUC)=(ANB)U(ANC)
AUuA=A4, AnA=A.

AUD=A, AND=.

. Formulele lui De Morgan: C,(AUB)=C,ANC,B, C,(ANB)=C,AUC,B.
G (Cpd)=4.

. A\B=C,(4NB).

TN RS Be NEV R NV N )

10. Principiul includerii si excluderii: card(A U B) =card (A) +card(B) —card (ANB).

43/ Erercitii rezolvate

1. Folosind definitia intervalului de numere reale sa se expliciteze relatiile:
a) xe(0;1); b) xe(—4;4); c) xe(l;%j; d) xe[—Z;\/E];
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e) xe[—é;i]; f) xe(—3«/§;\/§); g) xe(—l;l); h) xé[Z;oo); i) xe(—oo;O];

23
Rezolvare:
a) xe(O;l)@O(x(l; b) xe(—4;4)©—4(x(4; c) xe(l;%j@l(x(%,
d)xe[—Z;\/ﬂ@JSxS\ﬁ; e)xe{ ; ij@—%_x<i
(-3V2:V2) 232025 @) xe (k) e xe(—-1]u[lix);
h) x ¢[2;00) < x e(—0;2); i) x¢(—o0;0] = xe(0;0).

2. Sa se stabileasca care din relatiile de mai jos sunt adevarate sau false.

) de(-L4l;  b) 26(3-1); 0 Se[3-1]; d)%e(O;%j; e) 23 < (3:4);
e(—xﬁ;o];g)% [ L 1] h) V3 (1,73;1,74]; l)ﬁi(l lj j)5e (36 37},

272 4’2 777
Rezolvare:
a) A; b)A; o)F; d) F; e)A; HA; g)A; h) F; 1) A ) A;

3. Sa se determine multimile:

a) [—2,5;«/5}\2; b) (—é %ij c) [—4\/5;—2\5}02

d) [9:\7 |AN; e [—2;§ij*

Rezolvare:

8) [-2,542]|nZ={-2-1;01}; b) [—2 %)mZ={—l;0;l;2;3};

0) [—4\/5;—2\5%2:{75;4}; d) [—@;ﬁ]mN:{o;l;z}; e) [ ]mN*—{] 2},

4. Sa se scrie sub forma de interval urmétoarele multimi de numere reale si sa se
reprezinte geometric pe axa numerelor reale.

3 5 2
a)Az{xeR gSX(;}; b)Bz{xeR‘ |x|£2}; c) Cz{xeR‘x(ZS};
d)Dz{xeR‘ x°) 8}; e) E:{xeR‘ |X|23};

Rezolvare:
a) A= B ij b) B=[-2:2]; ¢) C=(-5:5);

d) D:(—oo;—zf)u(zﬁ;oo); e) E =(—0;-3]U[3;0).
5. Sa se scrie sub forma de interval urmétoarele multimi de numere reale si sa se
reprezinte geometric pe axa numerelor reale.

_y 2t <1}

a)A:{xeR\ 2x—42x—l}; b)B:{xeR

69



) C:{xeR\ |5x—2|s3} d) D:{xeR\ x—4)) 2}; e) E:{xeR\ (2x+3)2S25}
Rezolvare:
a) 2x—4>x-1=2x—x24-1=x23= 4=[3;x);
2x+4
b) K “— (1= -82x+42=-12(2x-2| 2= —6(x(-1=> B=(-6;-1);

c) |5x—2|£3:>—3s5x—2§3:>—1§5x£5:>Cz{—é;l};

d) |x—4]) 2= 2(x—4-2=6(x(2= D =(—0;2)U(6;0):
e) (2x+3)’<25=-5<2x+3<5=>-8<2x<2=>-4<x<I=E=[-4]].

6. Sa se determine x € R astfel incat si existe intervalele:

a) [, =(2x-8x+2); b) 12:{2x3+4;x;3} ¢) I, =[3-x;x+9]; d) I4:[ZX3_4; J

Rezolvare:
a) Se pune conditia 2x—8(x+2 = x(10;

2xt+d XTH2>4x+8(3x+9:>x(1,

b) Din

¢) 3—x(x+9= 2x(6=>x)-3;
d) 2x—4

(0=2x-40=2x(4 = x(2.

7. Se considerd multimile 4={xeR|-2<3x+4<7}si Bz{xeR‘ X’ £4}.

a) Sa se scrie multimile A si B ca intervale de numere reale;
b) Sa se determine multimile 4 UB;ANB; A\B;B\ 4;

Rezolvare:

a) 2<3x+4<7|-4=-6<3x<3}:3=-2<x<l. Asadar, 4=[-2:1];

X <4=-2<x<2=B=[-22];

b) AUB=[-2;2]; AnB=[-21]; A\B=3; B\4=(1;2];

8.Fie x,yeR.Dacd xe(-1;4),ye(-2;3), sd se arate ¢i x+2ye[-57].
Rezolvare:

Din xe(-14)= —Ix(4 = -2(2x(8 si din y e(-2;3)=-2(x(3=—8(4)(12. Asadar,
—10(2x+43(20.

9. Sa se determine urmétoarele multimi:

a) (4:3)u(-21);  b) (4V2:35)u(-5v2:245); c)[zz UE;%}

3’5
d) (—0;5]U[550) 5 e) (—o0;7)U[5%); f) (g;lju[%ﬂj;
g) (—VI5:1]u[ TT:2)5 ) RU(400)5
Rezolvare:

) (43): 1) (5EN): 0| 32| o R o R 0 (2] 0 (<2): 0 :
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10. Si se determine urmétoarele multimi:

a) (-45)n(0:8); b) (-3.2 2]0(—%;1}; o) (1; 4]n[0:3]5 d) (-32:1)~(—3:2);
e) (—o0;3)N(Loo); f) (—00; ﬂmE;w]; g) (—00; x/ﬁJﬁ[%ﬁ;w); h) Eﬂf{%ﬂ,
i (2 (5 Js ) (02B) 14 i)

Rezolvare:

2) (0:5):  b) (—
g) I; h) E,l}, i) (l,gj, ) (1+J§;2J§).

3 4

;1]; o [0:3]; ) (—B1); o) (13); f){z;i};

32

N | —

\

Exercitii propuse ||+

1. Sa se determine multimile:

a) [-,4)nZ; b) [-2;2]"N; ¢) [—ﬁ;ﬁ]mz; d) (—%;%ij*; e) [—4;%}\1\1*;
f) (-3%7)nZ; g) [—«/ﬁgjmz*; h) (—2";%}\1& ) [2V3:45]n2; )

[—l;—ljmz.
9 2

2. Sa se scrie sub forma de interval urmatoarele multimi de numere reale si sa se
reprezinte geometric pe axa numerelor reale.

a) A:{xeR\ —4<x£1}; b) B:{xeR %éx(%}; c) C:{xeR[ —%Sx < %}
d)Dz{xeR‘ 342 (x (2\/5}; e)Ez{xeR‘ |x|<4}; f)Fz{xeR‘ |x|£5};
g) G={xeR| ¥’ <9| h) H ={xeR| x*(16}; ) I={xeR| [x>2};

1) J:{xeR‘ x 225}.
3. Sa se scrie sub forma de interval urmatoarele multimi de numere reale si sé se
reprezinte geometric pe axa numerelor reale.

a) A:{xeR\ —3(2x—5£9}; b) B:{xeR

—2§x;4 s6};

¢) C={xeR| [2x—4<8| d) D={xeR| [x+3|(2};
¢) E={xeR| (x+4y'<4}; D F={xeR| @x-5’<9};
g) G={xeR| |[x>2} h) H ={xeR| px-9/=9};
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i)[:{xeR\ (x+2)2)9}; j)J:{xeR\ |3x+6|25}.

4. S3 se determine x € Rastfel incat sa existe intervalele:

a) I, = (x+43); b) 1, =[2x—-6:10]; ¢) I, —[xf %}
d) 1, =[2-x;4+x]; e) I ( 3x2 6}
5. Determinati toate valorile reale ale numarului x daca 6 e (5x—4;4x+8).

6. Se considerd multimile 4= {x € R‘ |2x+1|< 5} si B= {x eR

—15’“;231}.

a) Sa se scrie multimile A si B ca intervale de numere reale;
b) Sa se determine multimile A UB; ANB; A\B;B\ 4;

7. Se considera multimile 4={xeZ| -4 (2x-6 (4|si B={xeZ| [x-3/<1}.
Sd se arate ca multimile A si B sunt egale.
8. Se considera multimile 4={xeZ| -3<2x-4<3}si B={xeZ| (x-2)’ <4}.

a) Sa se scrie multimile A si B ca intervale de numere reale;
b) Sa se determine multimile A UB;ANB; A\B;B\ 4;

9. Se considerd multimile A:{xeR‘ |x—3|§l} si B:{xeN‘ 3+2x <5}

a) Sa se scrie multimile A si B ca intervale de numere reale;
b) Sa se determine multimile 4 UB; ANB; A\B;B\ 4;

10. Fie x,yeR.Dacd xe[-3;3],ye[-1;2], sa se arate cd x+2ye[-5;7].
11.Fie x,yeR.Daca |x]<4, y* <9, sd searate ca |x+y[<7.

12. Sa se determine urmatoarele multimi:
2) (-2:6)U(-1:3); b) (1:23)[0:3]: ¢ { } {\/_ 10} &) (2] 3:%);
€) (—oo;\/S_)u[Z\/E;oo); f) [1;4)u(\/§;oo); g) [-2:3)u{3}; h) (—0;2)U[2;0);

13. Sa se determine urmatoarele multimi:

8) (-3:3)n(-2:2); b) [&1]n(-33); ©) [25)n[0:1); d) [-5:242 |(-3:2);
o= ZfEe} 0eshlasio s (<3G v

3.1074[5.97.
[5’4H4’4}

14. Si se determine numarul elementelor multimii: A= {x 5 Z||x +3|< 1} .

15. Sa se determine multimile:
) [—m;%}m(%ﬁwj; b) (0:6)\[4:7) ; ¢) (=5:8)U[-2:10]:
d) (-3:3)NN*; e) (-33)N{-4-3-2-101};

16. Sa se determine multimea 4= {x € R‘ (1-4x)* < 9}.
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. . . 22
17. Sa se determine numarul x astfel incat sa existe intervalul 7 = [i X 5}.

© 4
18. Daca {x;2;6} m{x eZ|-1<x< 3} ={1;2}, atunci, sa se determine x;

6 eZ;.
4x—1 }

4 ely.
x+3
21. Determinati a,b € Rastfel incat intervalele 4=[2;6], B=[2a—4;3b+3] si fie egale.
22. Determinati a,b R astfel incit AnB=[5;7], unde 4=[1;8], B=[4a—3;2b+6].

23. Determinati cardinalul multimii (4\B)NZ, unde 4=(-5;6], B=(-2:8].
24. Determinati elementele multimii A, unde:

19. Determinati elementele multimii 4= {x eZ

20. Determinati cardinalul multimii 4 = {x eZ

a) A= xeNieN ; b) 4= erieZ ;
x-1 x+2
c) A= erx—%eZ ; d) 4= er6X+14eZ ;
x+3 2x+4

25. Si se rezolve inecuatiile:
a) 6x—4>2; b) 3x+5<26; c) 4x+6)3+3x;
d) 2x+5>10-3x ; e) 5x+9<10x-6; f) 32+x)-5(x+4)>0;
g) 2(x—5)—10)3(x+4)—6; h) 5(x—3)>8x+3(x—2): i) %3+x;4 z%;
j 2ot 3x=2 1. k) ¥ <16: 1) x> <25;

2 8 4
m) 2x’<72; n) (x—6)’ <49; 0) (x—6)> <49;
p) x*>9; qQ (x+2)>9; r) x’—6x>0;
s) x*—10x<0; t) x* +9x)0; u) x*—5x+4>0;
V) X’ —9x+82>0; X) x* —4x—12(0; y) ;>0;

2x+6
2
Z) M20; t) x+3+2x+1—320; u)%ko;
x=2 x—-4 x-4 x -4

26. Sa se rezolve inecuatiile:
a) x| <5; b) [x|<8; ¢) |x+4/<9;
d) [2x-3[(8; e) [3x—6/(10; f) %3 <1;
9) 2x—-6 <2 h) x+2_4§5; ) 2x+3 x-4 <8

3 3 2 3
1 |x|22; k) |x|25; 1) |x|)7;
m) [x-9>3; n) |2x+8/>10; 0) [5x—10)5;
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Stiati ¢z = 7

In anul 1202 prin lucrarea ,, Liber Abaci”, Leonardo Fibonacci(1170 - 1250)
introduce in Europa sistemul de calcul cu cifre indoarabe. Fiu
de negustor, el a céldtorit si a invatat in Algeria, Egipt, Siria,
Bizant. O data intors in Europa, el s-a preocupat de obtinerea a
numeroase aplicatii practice in calculul economic, in geometrie,
in calcularea si impartirea ariilor. Lucrarea sa a avut un impact
deosebit in Europa, cici sistemul zecimal prezentat era foarte
util in transformarile de masuri, in schimbul banilor. A fost
primul care a introdus in Europa numerele negative fiind

interpretate ca datorii. A propus denumirea de ’zero” pentru
numarul 0 si a folosirii liniei de fractii precum si a rezolvarii de ecuatii algebrice prin
aproximarea solutiilor acestora.

Tot el a perfectionat regula de adunare a fractiilor, prin aducerea la acelasi numitor
comun dupa calcularea celui mai mic multiplu comun. De asemenea, a dat criteriile de
divizibilitate cu 2,3 5,9. ([6], p21)

1.8* Inegalititi in R
1. Inegalititi uzuale

Fie a,b €R. Atunci au loc inegalititile:
Daca a<bsi c<d=a+c<b+d;
Daca a<b=—-a>-b;

Daca 0<asb:>lzl>o;
a b
Dacd 0<a<bsi 0<c<d=0<a-c<b-d;

= . . a_b
Daca a<bsi c)0=a-c<b-c §i —<—;
c c

= . . a_b
Daca a<bsi (0=a-czb-c si —=—;
C Cc

Daca 0(a(bsi c)0=>m-a=n-b=myn ;
Daca a(b(0= a*)b*)0;

Daca 0<asb:>\/2 S\/Z;

Daca a)l = a"(a" < min, VmneR;
Dacd ae(0;1)=a"(a" < myn, YmneR;
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Daca a#1=d"=a"<m=n, VmnelR;
9

Daca a,b,c,d)0si 2sé:nng;
C C

Daca a,b,c,d)0si %sﬂ:bzc;

< 1
Dacd neN*= — = ;
nn (mn-=)m n—-1 n

1 1 1
D 1 =a-Ja-1si —)——=—————=Va+1-a ;
ack azl=-r J_ J_+J_ aTNaTis zJZQENﬁ “ ¢

290250 vapyo; 2el <2 vas .
b a b a

Demonstratie: Aducénd la acelasi numitor, se obtine a’ +5> >2ab <> a’ —2ab+b> >0,
adevarat, Va,b ) 0. Exista egalitate pentru a = b.
Din inegalitatea de mai sus se poate deduce si urmétoarele inegalitati

a+122, Va) 0, a+l£—2, Va { 0.
a a

3. Inegalitatea mediilor.

1
i_l'_f
a b
. 2ab 44°b’ ) s s )
Demonstratie: <\ab & ><ab< (a+b) 24aba +b”>2ab << (a-b)" 20,
a+b (a+b)

ceea ce este adevarat. \/ b < T = («/_ J_ b)* >0, ceea ce este adevarat.

Exista egalitate in relatie, pentru a =b.

4. Sa se arate cd o’ +b° +c* > ab+bc+ac, Ya,b,ceR.
Demonstratie:
Inegalitatea data este echivalenté cu

& +b*+c —ab—bc—ac>0< — [(a by’ +(b—c)’ +(a—c)’ |20, Va,b,ceR.

5. Inegalitatea lui Bernoulli. (1+a)" >1+na, VneN, a>-1.
Demonstratie:
Se aplica inegalitatea mediilor pentru n numere.

(+na)-1-1- .1<1+L(”_1)'1
., ] < .

=l+a=(+a)"21+na, VneN.

6. Inegalitatea lui Cauchy — Buniakovski — Schwarz

(a12+a22+....+a )(b +b} +..+b, ) (ab, +ah, +...+ab,) , Va,b eR.
Demonstratie: Fie /:R >R, f(x)=(aqx+b) +(a,x+b,)’ +...+(ax+b,)* >0, VxeR.
f)=(a’+a, +...+a’)-x +2ab +ab, +....+ab)x+(b’+b’ +..+b]).
f()=20=A<0< Hab +ab, +...+ab) —4a’+a +..+a )b +b +..+b7) <0<

n~n
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(@’ +a, +...+a’ )b +b’ +...+b) > (ab +ab, +....+ab,) .

7. Inegalitatea lui Minkowski

\/(al +b) +(a, +b,)’ +...+(a,+b,) < \/alz +a’ +..+a’ + \,’bf +b+..+b} Va,b eR.
Demonstratie: Se ridica la puterea a doua inegalitatea din enunt, de doua ori.

a’+a’ +..+a’+b’+b’ +..+b’+2(ab +ab,+..+ab,)<

a’+a,’ +..+a’+b’+b’ +..+b] +2-\/a]2 +a, +..+a’ -\fblz +b} +..+b)
Dupa reducerea termenilor asemenea, rezulta
Aab +..+ab,) <Ha’+a’ +..+a’ )b +b’ +..+b), ceea ce este adevarat.

8. Sii se arate ¢ii |a-sinx+b-cosx|<a’ +b” .

Demonstratie: Inegalitatea data se poate deduce din inegalitatea lui Cauchy —
Buniakowsky — Schwartz.

(& +b*)-(sin® x +cos” x) > (a-sinx +b-cos x)” = |a-sinx+b-cosx| <Na’+b* .

S-a folosit faptul ca sin® x+cos* x =1, Vx eR. (formula fundamentald a trigonometriet).
a+b+c

9. Inegalitatea lui Cebasev. a*-b"-c¢“ >(a-b-c) * , a,b,ceR, .

Demonstratie:

a-b b—c c—a
Stim ca (%) >1, (éj >1, (fj >1, Va,b,ceR,".

C a

(aa . bb . )2 > ab+c e Cu+b
a+b+c

a® b’ >=(a-b-c) ¥, a,b,ceR:.

. \3 . . .
'aa ‘bb .CL - (aa 'bb 'CL) > aa+b+( .ba+b+< .cll+b+L -

12/ Exercitii rezolvate

1. Sa se arate ca dacad a,b>0, atunci Ja+b < 1f2(a+b) .

Demonstratie:
Se ridica la patrat inegalitatea data, astfel, din

Ja++b < ‘/2(a+b) |()2 —a+2Jab+b< 2(a+b)= a+b>2ab , ceea ce este adevirat.

2. Sa se arate ca x(x+1)(x+2)(x+3)>-1, VxeR

Demonstratie:

x(x+D(x+2)(x+3) =1 < (x” +3x)(x”* +3x+2)> -1 . Notdm cu ¢=x"+3x
(t+2)+120= 2 +2t+120< (1+1)° 20, VieR

2 2
3. Si se arate ca (Hlj +(y+lj 22—25, Vx, )0 si x+y= 0.
X y

Demonstratie:
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2
L . 1 1
Se aplica inegalitatea (izyj >xy. Cum x+y:1:xy§Z:—)gz >4.

2 2 2
[x+lj +(y+lj :(x+y)2—2xy+(l+lj —£+422, Vx, 1)0.
X y Xy Xy 2

2 2
. X +2x+10+y +2y+102

4. Daci x,y e(—1;c0)atunci 12.
x+1 y+1

Demonstratie:

Folosind inegalitatea o’ +b> >2ab, avem: (x+1)*+3%>2-3(x+1),

(Y+1)>+3>22-3(y+1).

X +2x+10+ Y +2y+10 > 6(x+1) +6(y+1) _
x+1 y+1 x+1 y+1

Asadar, 12.

5. Sii se arate ¢ \x® +2x+1+4x2 +2x+5+Jx> +2x+10 ) 6, VxeR.

Demonstratie:
Membrul stang este echivalent cu

JEHD #1417 +4 +(x+1)> +9 ) 14243=6, VxeR.

6. Sa se arate c¢d (a+b+c)ab+bc+ca)>9abc, Va,b,ceR,

Demonstratie:
a’+b* > 2ab|-c

Stim ¢d 16> +c* > 2bc|-a = c(@+b)+ad’ +c*)+b(c* +a’) = 6abc|+3abc =
crat > 2ac|-b

ca’ +cb* +ab® +ac® +bc® +ba® +3abc > Yabe < (a+b+c)(ab+bc+ac) >9abc.

7. Sa se arate ¢i a’ +b’ +c’ >3abc, Va,b,ceR,.

Demonstratie:

Stim ¢d @’ +b’ +c’ —3abc =(a+b+c)a* +b° +c* —ab—bc—ac) > 0, deorece se cunoaste
inegalitatea o’ +b> +c*> > ab+bc+ac, Ya,b,ceR.

L1011
8. Sa se demonstreze ci dacd a+b+c=1, atunci —+—+->9, Va,b,ceR,.

a b c
Demonstratie:
1 1 1 a+b+c a+b+c a+b+c b ¢ a c a b A
—+—+—= + + =l+—+—+—+1+—+—+—+1. Grupand
a b c a b c a a b b ¢ ¢

convenabil pentru a putea aplica formula %+é >2, Va,b ) 0, se obtine concluzia ceruta.
a

Altfel, dacd se utilizeaza inegalitatea Cauchy — Buniakovski — Schwarz, inegalitatea data
este evidenta.
9. Sa se arate ca
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Va eR,, i=Ln

Demonstratie:
Pentru fiecare termen din stinga se aplicd inegalitatea mediiilor: \/a, -a,,, <~ +2a,.+1
10. Si se arate ci (a+b+c)~(l+—+lj29, Va,b,ceR".
a c

Demonstratie:  Se foloseste inegalitatea Cauchy — Buniakovski — Schwarz:

1 1 5
(a ++b +\/')( 2}2(1+1+1)2=9, Va,b,ceR,

NN

Altfel, se pot desface parantezele si se aplica inegalitatea %+2 >2, Va,b ) 0.
a

(a+b+c)-(l+l+l :1+E+ﬂ+é+l+é+£+£+1:
a b c b ¢ a c a b

1+1+1+(ﬁ+2)+(2+£j+(é+£j29
b a c a c b
- o 1 1 1 2 5
11. Sa se arate ¢ (q,+a, +a, +...+a,)| —+—+...+— |>n’, Vg, eR,
aﬂ

a a

Demonstratie: Se aplica inegalitatea Cauchy — Buniakovski — Schwarz:

(Vo e+ +. +J—)[J_ = +J;_

2]Z(l+1+...+1)2 =n’, Va,eR,’

Exevcitii propuse |+ =\|

1. Sa se arate ¢d (a+b+c)a” +b° +c*)>9abc, Va,b,ceR,.

- o o .11 1
2. Sa se arate cd daca a,b,ceR, cu ab+bc+ca=1, atunci —+Z+—23(a+b+c).
a C

2 2 2
y < /a +a, +..+a’ a+a,+..+a
3. Sa se arate cd ,|—— ny L2 L, Va, eR,.
n n

4. Sa se arate ca a+b+c+l+l+126, Ya,b,c)0.

a b ¢
5. Sa se arate ca a+b+b+c+c+a26, Ya,b,c ) 0.
c a b
6. Sa se arate cd —— + b +-£ 3 , Ya,b,c ) 0.
+c c+a a+b
2 2
7. Sa se arate cad < b 2a+b’ Ya,beR.
a+b 2
2
8. Si se arate ca 2 >2, VaeR
a’+1
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9. Sa se arate ca

10. Si se arate ci (1+%] +(1+éj >2"" ab )0, neN.
a

11.Sésearatecé\/ a +\/ b +\/ € vy, Va,b,ceR, .
b+c c+a a+b

12. Sa se arate ¢d (a+b)(b+c)(c+a)>8abc, Va,b,ceR,’.

13. Sa se arate ca \/5+\/g+\/ﬁ+...+1fn(n+l) ( n(n2+2), VneN*,
14. Sa se arate ¢d (a+b)° +(b+c)* +(c+a)’ >192a°h*c*,Va,b,ceR,.
15. Daca a,b,c € R*atunci:

2 2 2 2 2
a b _a b a b ¢ _a c b bc ac ab
) S+—==2—+—; b) s+=+—5>—+—+—; c) —+—+—>a+b+c;
a b ¢ a ¢ b a a b ¢
n

a™ -1 ) a' -1
n+l
17. Fie a,,a,,....,a,numere reale pozitive astfel incat a,-a, -....-a, =1. Sa se arate ca

(+a)-A+ay)-.....(14+a,)=2".

2 2
18. Daca a)0, b)0 atunci, ,’%+ b—)\/;+«/b_.

a
19. Sase arate cd 3(1+a” +a') ) (l+a+d’)*, VacR.
20. Sa se arate ci a+z+c+b+c+d+c+i+a+d+a+b212, Va,b,c,d R, .
a C

21. Daci a+b+c=1si a,b,c>—1, atunci Ja+1+ b+1+c+1<12.
22.Dacd a+b+c=1si a,b,cZ—%, atunci \Ba+1+3b+1+Bc+1<4/18.

16. Sa se demonstreze ca

, ayl,ne N*,

23. Dacd a+2b+4c>21,sd se arate ¢cid o’ +b> +c* >21.
24. Sa se arate ca dacda’ +a,” +...+ 4, =1, atunci,

a+a,+..+a, <o, Va, e, i=1,10.

2
25. Sa se arate ca \ll—az +~/1—b2 <2 1_(61;17) )

2 2 2
» X . . a b c a+b+c
26. Daca a,b,c R, atunci, sa se arate ca + + >

b+c c+a a+b 2

a+b+c? S a+b*+c?

@ +b*+c* a+b+c

27. Dacd a,b,ceR,, atunci, si se arate ca

28. Si se arate ci 5.2 2171 !
2467 2n ntl

.
,neN .
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2. ELEMENTE DE LOGICA MATEMATICA

2.1 Enunt. Propozitie. Valoare de adevir

Definitie: Se numeste propozitie in sensul logicii matematice un enunt(o succesiune de
semne dintr-un alfabet) caruia i se poate asocia valoarea de adevar sau fals.

Propozitiile (in sensul logicii matematice) sunt fie adevarate , fie false si nu amandoua
in acelasi timp. Se noteaza de abicei cu literele p, g, 1, ...etc.

Exemple:

“3 divide 15” este o propozitie adevarata, iar “ 4 divide 15 este o propozitie falsa.

Definitie: Prin valoarea de adevar a unei propozitii se intelege calitatea acesteia de a fi
adevarata sau falsa. O propozitie adevarata are valoarea de adevar 1, iar o propozitie
falsa are valoarea de adevar 0.

v(p)=1 | Daca p este adevarata
v(p)=0 | Daca p este falsa

Operatii logice

Negatia propozitiilor

Definitie: Negatia unei propozitii p este o noud propozitie care este adevarata cand p
este falsa si este falsa cand p este adevirata.

Notatia pentru negatia propozitiei p este - p (si se citeste non p) iar valoarea de adevar
este v(q p)=1-v(p).

P [P

1 |0
10 |1 |

Exemple:

Propozitia p Negatia propozitiei p
Romania se afla in Romania nu se afla in
Europa Europa
5 divide pe 8 5 nu divide pe 8
Triunghiul are trei Triunghiul nu are trei
laturi laturi

Conjuntia propozitiilor

Definitie: Conjunctia a doui propozitii p si q este o noud propozitie adevarata cand
ambele propozitii p si q sunt adevarate si falsa cand cel putin una din ele este falsa.

Notatia pentru conjunctia a doud propozitii este pAq si se citeste p si q iar valoarea de
adevar este  v( pAq)=v(p)-v(q)
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P |4 |pAq
1 (1 |1
1 (o |o
0 [1 |o
0 [0 o

Exemple:
Propozitia ““ 8)5“ si “ 12 este divizibil cu 4 este adevarata;
Propozitia “ 6 <3 si “ 15 este divizibil cu 3 este falsa;

Disjuntia propozitiilor

Definitie: Disjunctia a doud propozitii p si q este 0 noud propozitie falsa cand ambele
propozitii p si q sunt false si adevarata cand cel putin una din ele este adevarata.

Notatia pentru disjunctia a doud propozitii este p V q si se citeste p sau q iar valoarea de
adevar este v(p V q)=v(p)+v(q) - v(p)-v(q)

Plq pVY
q
11 1
10 |0
0|1 0
00 |0
Exemple:

Propozitia “ 100 =10 si “ 12+5=20 “ este adevirat;
Propozitia ““ 25 este divizibil cu 3“ si “ Romania se afld in America  este falsa;

Implicatia propozitiilor

Definitie: Implicatiia propozitiilor p si q este o noua propozitie falsa numai cand p
este adevarata si q falsd, in rest fiind adevarata indiferent de valoarea lui p si q.

Notatia pentru implicatia a doua propozitii este p — g si se citeste “p implica q”, sau,
“daca p, atunci q” iar valoarea de adevar este v(p — q) =1—v(p)+v(p)-v(q).

—4q

— S | =

(AR NI -]
[—RE N E—R -]

Exemple:
Propozitia ““ Daca 7 este mai mic decat 10 atunci 10 este divizibil cu 7” este falsa;
Propozitia *“ Daca triunghiul are 4 laturi atunci patratul are 3 laturi” este adevarata.

Pornind de la propozitia p — g se poate construi:
Reciproca: ¢ —» p;

Contrara: 7p ->1¢;

Contrapozitia (Contrara reciprocei): 7¢ —P-
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Echivalenta propozitiilor

Definitie: Echivalenta propozitiilor p si q este o noua propozitie adevéarata cand
ambele propozitii au aceeasi valoare de adevar. In aceasta situatie propozitiile se
numesc echivalente.

B

Notatia pentru implicatia propozitiilor este p <> g si se citeste ““ p este echivalent cu q’
sau “ p dacd si numai dacd q” iar valoarea de adevar este egala cu

v(p <> q) =1=v(p)=v(q) +2v(p)-¥(q) -

Echivalenta propozitiilor este data de formula: p<>g=(p —>¢)r(g > p).

P |9 |/p<eq

1 11

1 00

0 |10

0 |01
Exemplu:

Propozitia ““ Ciresele sunt albastre daca si numai daca Soarele rasare de la apus” este
adevarata.

Definitie: Se numeste tautologie o expresie compusa din mai multe propozitii care
indiferent de valoarea de adevar a propozitiilor componente, valoarea de adevar a
expresiei este 1.

Formule logice

Legea dublei negatii: 9 (7 p) <> p.

Legea terului exclus: Propozitia p V (- p) este adeviratd intodeauna;
Principiul necontradictiei: Propozitia 7 (p A1 p) este adevarata intodeauna;

Metoda reducerii la absurd: (p —¢) <> (79—>7p);
Formula implicatiei: (p —¢)<>(7pva);

Legea negatiei implicatiei: 7(p — ¢) <> (pA19)
Legile lui De Morgan:

1(PAQ) (12 V19);

1Pva) (1P A19);

=4 Exercitii rezolvate

1.S4 se determine valoarea de adevir a urmitoarelor propozitii:

a) Rezultatul calculului /5° +4° este 9;
b) Partea intrega a numéirului - 7,6 este -8;

ﬁ—2+2ﬁ+J€
N

¢) Numirul este rational;
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d) &’ +b* >2ab, Va,beR.

Rezolvare: a) Fals; b) Adeviér; c) Adevar; d) Adevar.

2. Sa se determine multimea de adevir a urmétoarelor predicate:

a) p(x): " 3(x—5)—-4=2x-9 ,xeZ"; b) q(x): " 3x°—5x+2=0 ,xeR".
Rezolvare: a) 3x—15—-4=2x—9=>x=10.Multimea de adevar este S ={10};

5+1 2 . 2
b) x,, = e =X = 3% 1. Multimea de adevar este S = {E’l};
3. Sa se determine valoarea de adevir a propozitiei " existd un numaér real x astfel
incat
|x+5|+|x2 +4x—5| =0 "
Rezolvare: Din|x+5|=0, si |x2 +4x—5| =0 = x=-5, propozitia este adevarata.
4. Se consideri propozitiile p(x): " VxeR avem x* +x+1)0 ",

q(x): " 25+(-2)-(-8) eN".

Sa se stabileasca valoarea de adevir a propozitiilor:
pP-9-PNGPNVG, P >G94 > P, P<>q

PAGPVG PA PGV G, unde pinseamni negatia lui p.

Rezolvare:
p |lq |pPra|pva|pP—>q|q9—>p | pogq
1 [0 0 1 0 1 0

P 194 |p |a|pva|prg | pap|ard
1 [0 [o [1]1 0 0 |0

5. Si se verifice echivalenta logici |x—3|>1 < |:x e(—o;2]vxel4 +oo)] .
Rezolvare: Din |x—3|>1=x-3>1=x>4sau x-3<-1=>x<2. Asadar, echivalenta

este o propozitie adevarata.

Exercitii propuse || =\|

1. Sa se determine valoarea de adevar a urmatoarelor propozitii:
a) a: Rezultatul calculului %—%+é este egal cu %9 ;

b) b: Numirul (-2)’ +(-2)’ este mai mare decit numarul (-3)> +(-3)’;
¢) ¢: Media aritmetica a numerelor —8; 2; 6este egala cu 1;

d) d: Dupa rationalizare, numaérul ieste egal cu 243 ;

NG

¢) e: Media geometrica a numerelor 2—+/3 si 2++/3 este egala cu 2;
f) f: Numarul 4 este solutie a ecuatiei 2x—6=x—2;
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g) g 22432 =2+3;

2. Sa se determine valoarea de adevar a urmatoarelor propozitii:

a) a: |a|>0, VaeR; b) b: x*>0, VaeR;
¢) e Ja>0, Vae[0;0); d) d: V4 +9 =4+3;
1 \/; xX+y
e) e ——=— f: Jx-y=> , Vx,yeR;
) N ) f: Jx-y 5 y
g g |1—\/§|=1—\/§; h) h: ultima cifrda a numarului 6", ne N*, este
6.
3. Sa se determine valoarea de adevér a urmatoarelor propozitii:
a) a: |3—2-4—8°|=6; b) b: J7eQ;
c) ¢ 24.2°.2°:2" =4, d) d: 3°)25°;

e) e 0,1(9):%; D f: ﬂ/(—2)2-32 =—6;

2 g -3y +(5+\3) eN;

4. Sa se determine valoarea de adevér a urmatoarelor propozitii:
a) a: Numarul 5 este solutie a ecuatiei x*—25=0;

b) b: Numarul —2+3-(—4+3)+8este egal cu 3;

¢) ¢: Dupad aducerea la acelasi numitor , numarul §+é—% este egal cu é;

d) d: 144 +2-/81++/100 = 5este egal cu 2\/5;
e) e \/(«/5—2)2 este egal cu \3-2;

f) f: Pentru ecuatia 2x* —4x—1=0, discriminantul este A =24;

g) g X +x+1)0, VxeR;

h) h: 1+2+3+...+10=55;

i) i: Solutia numar natural a ecuatiei [4—x|=5este 9;

D i x=2Y+2x=(x-1°, VxeR

)k 2
J8-2

) 1: Daca |x2—9|+|x+3|:O, atunci x=-3;

este egal cu 242 +2;

m) m: Dacd (x—2)’+|x—2|=0, atunci x=2;
n) n: Dacd 3x-12>0, atunci x €[5;);
0) 0: Dacd 2" =64, atunci x = 4;
2
5. Se considera propozitiile: p(x): “%(—%j —42:E = —ﬂ”, q(x):

9°81 8
“« 18 —J72 +/128 =527

Sa se determine valoarea de adevar a propozitiilor: p, ¢, pvq, pAq, p—q, p<>q.
6. Se considera propozitiile: p: “3%5°”, si  q: “J8(3”

Sa se determine valoarea de adevar a propozitiilor: p, ¢, pvq, pAg, p—q, p<>q.
7. Sa se verifice echivalentele logice:
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a) [xe[O;oo)/\xe(—oo;2]]<:>xe[0;2].
b) [xe[—2;oo)vxe(0;oo)]<:>xe(0;oo).;
¢) [x-2|<3exe[-15];

d) |x+2|24<:>[xe(—oo;—6]vxe[2;00)}

2. 2 Predicate. Cuantificatori

Definitie: Se numeste predicat un enunt care contine una sau mai multe variabile si care
devine propozitie pentru orice valoare s-ar da variabilelor.

Exemplu: Enuntul 3x+5=8 este un exemplu de predicat care devine propozitie adevarata
pentru x = 1 si devine propozitie falsa pentru x= 2 sau pentru orice altd valoare a
variabilei x.

Daca predicatul contine doud variabile se mai numeste predicat binar.

Definitie: Pentru a defini corect un predicat este nevoie de definirea corectd a multimii
de definitie a predicatului adicd multimea de unde iau valori variabilele.

Pentru acele valori ale variabilei / variabilelor pentru care predicatul este o propozitie
adevdratd se defineste multimea de adevir a predicatului.

Exemplu: Predicatul "xeR,3x+5=8"are multimea de adevar {l}si multimea de
definitie R.

Definitie: Fie p(x) un predicat in functie de variabila x si D multimea de definitie . In
propozitia "Ix € D, p(x)"cuantificatorul “ exista”, notat cu "3" se numeste cuantificator
existential iar propozitia se numeste existentiala si este adevaratd cand exista cel putin

un element xo din D astfel incét p(xo) sa fie adevarata.

Exemplu: Propozitia "3x eN,3x—-4(0"este adevarata deoarece exista numarul 1 sau 0
pentru care 3x—4(0.

Definitie: Fie p(x) un predicat in functie de variabila x si D multimea de definitie . In
propozitia "Vxe D, p(x)"cuantificatorul “ oricare”, notat cu "V" se numeste
cuantificator universal iar propozitia se numeste universala si este adevarata pentru
orice valoare a lui x din D si este falsa daca existd cel putin un element xo din D astfel
incat p(xo) sa fie falsa.

Exemplu: Propozitia "Vxe N, x(x+1):2"este adevarata deoarece pentru orice valoare
numar natural al lui X se obtine un numar par care este divizibil cu 2.

Reguli de negatie
Negatia propozitiei existentiale: 7(3x € D, p(x)) <> (Vx € D,7p(x)).

Negatia propozitiei universale: 7(Vx € D, p(x)) <> (3x e D,7p(x)).
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Definitie: Doua predicate p(x), ¢(x)se numesc echivalente si scriem p(x) < ¢g(x)daca
propozitia "(Vx)( p(x) <> g(x))"este adevarata.

=4 Exercitii rezolvate

1. Fie predicatele p(x,y,z): " x+y+z> 0", q(X,y,2): " x’+3’ +2z° > 3xpz". Si se
arate cd p(x,y,z)=q(x,,2).
Rezolvare: Din
Xy 42— Bz=(x+y+) Yy A —xy—xz— )= X4y 420 > 3xyz.
= 20
2. Pe multimea R se consideri predicatele: p(x): “4x—8>07, q(x): “[x—5/<1”.

Sa se determine multmea de adevir a predicatelor: a) p(x), q(x); b) non p(x), non

q(x).
Rezolvare: a) Cum 4x—8>0= 4x>8= x>2; Asadar, multimea de adevar a predicatului

p(x) este 4=[2;);

Cum |x-5|<1=-1<x-5<1=4<x<6=xe[46], asadar, multimea de adevar este
B=[46].

b) Pentru non p(x)se calculeaza C,A =(—o0;2)si pentru non g(x) se calculeaza
CRB:(—oo;4)u(6;oo).

3. Fie predicatele p(x): ,,x divide 5, xeN,”, q(x) : ,,x<5, xeN. ,, Se considera
multimile

A:{x|p(x)}, B={x|q(x)}. Si se calculeze: AUB, ANB, A\B, B\ A.

Rezolvare: x|5= A={1;5}si x<5=B={0;1;2;3;4;5}.

Atunci, AUB={0;1;2;3;4;5}, AnB={1;5}, A\B={D}, B\4={J}.

4. Se consideri predicatele p(x): “-5<3x-2<7, xeZ”, q(x): “|x-2/<4, xeZ”
si multimile A:{x|p(x)}, B={x|q(x)}. Si se calculeze: AUB, ANB, A\B, B\A.
Rezolvare: —5<3x-2<7=-3<3x<9=-1<x<3=4={-1;0;1;2;3};
|x—2|<4=4<x-2<4=-2<x<6=B={-2,-1,0;1;2;3;4;5;6} . Atunci,

AUB=B, AnNB=A4, A\B={J}, B\A={-2;-1;4,5,6}.

5. Se considera predicatele p(x): wit3 eN”, q(x): PR}
x+1 x+1

numir natural si multimile 4={x|p(x)}, B={x|g(x)]. Si se arate ci A=B.

eN”, unde x este

Rezolvare: x—+3=x+]+2:l+ieN<:>x+l|2:>x+leD2={1;2}.A§adar, A={0;1}.
x+1 x+1 x+1
Analog, 3x+5:3(“1)+2=3+ieN©x+1|2:>x+1e{1;2}:>B:{o;1}.Deci,A=
x+1 x+1 x+1
B.

6. Fie multimea 4 :{er‘x:SkH, k eZ}.

a) Sa se determine valoarea de adevar a propozitiilor: 8< 4; 2016e 4.
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b) Verificati daca (‘v’x)(‘v’y)[(x eAryed)—>x+ye A:| .
Rezolvare: a) 8e A< 5k+1=8=k= % ¢ 7., asadar, propozitia este falsa,

2016 € A <2016 =5k +1= 5k =2015= k =403 € Z, asadar, propozitia este adevarata.
b) Propozitia este falsi. Vom da un contraexemplu: 6 4; 2016 € 456+2016¢ A..

6+2016:2022:5k+1:>k=%62.

Exercitii propuse |+ =\|

1. Fie predicatul p(x): “ restul impartirii lui X prin 4 este mai mic decat 3 ”.
a) Sa se determine valoarea de adevér pentru p(22), p(187);
b) Sa se determine valoarea de adevar pentru  propozitiile:

p(T)A p(23); p(30) = p(60); p(25)v p(48); p(45) <> p(83);

2. Se considera functia /R — R, f(x)=4x+8. Sa se arate cd propozitia
(vx)(Vy)(f(x) = f(y) = x = y) este adevarata.

3. Se considera functia f/:R —R, f(x)=x". Sa se arate cd propozitia

(vx)(Vy)(f(x) = f(y) = x = y)este falsa.

4. Fie predicatele p(x,y): “x>2, y>27, q(x,y): “xp—2x—2y+4>0" . Sa se arate ca

p(x,¥) —>q(x, ).

5. Se considera predicatele p(x,y): “\/Ez x+Ty vx,yeR..”, qxy): “x=y” .Sdse

arate ca  p(x,y) <> q(x,y).
6. Se considera predicatele p(x,y,z): “x*+y* +z> =xp+xz+yz, Vx,y,zeR .7,
qx,y,z): “x=y=z” .Sasearatecd p(x,y,z) <> q(x,,z).

2.3 Tipuri de rationament. Metoda inductiei matematice

In logica matematica propozitiile pot fi clasificate in propozitii generale (cele care
au un caracter general) si in propozitii particulare (cele care au un caracter particular).
Exemplu de propozitii generale:

“ Orice numar par este divizibil cu 27, “ Produsul oricaror doud numere naturale
consecutive este divizibil cu 27,

"14+243+...+n= n(nH),VneN*.

Exemplu de propozitii particulare:

=36".

“ Numarul 16 este divizibil cu2”, “14+2+3+4+5+6+7+8= 8(82+ D
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Definitie: Procedeul prin care din propozitii generale se obt{in propozifii particulare se
numeste deductie — aceasta fiind una din trasaturile caracteristice ale matematicii si
anume constructia deductiva a teoriei.

Procedeul prin care de la propozitii particulare se ajunge la o propozitie generala se
numeste inductie.

Exemplu: 1=1°; 1+3=2%; 14+3+5=3;..;1+ 3+ 5+ .+ - ="

Inductia este de doua feluri:

Inductia completa presupune si se studieze toate cazurile particulare;

Inductia incompleta presupune sa se verifice valoarea de adevar a cétorva propozitii
particulare dupa care se trece la enuntul general.

Metoda inductiei matematice (pentru o mulfime infinitd de cazuri) constd in
demonstrarea faptului cd, daca o propozitie este adevarata intr-un caz, atunci ea se
dovedeste a fi adevarata si in cazul care succede acesteia.

Principiul inductiei se referd la o propozitie P(n), care depinde de un numar natural n,
astfel ca daca P(n) este adevarata pentru n=0 si daca presupunem ca ea este adevarata si
pentru numarul natural n= k+1, atunci P(n) este adevarata pentru orice numar natural.

Metoda inductie matematice

Fie P(n) o propozitie care depinde de numarul natural »>m, meN, fixat.
Demonstratia prin inductie matematica a propozitiei "Vn>m, P(n)" are doua etape:
Etapa de verificare: Se verifica faptul ca P(m) este adevarata;
Etapa de demonstratie: Se demonstreaza implicatia P(k) = P(k+1), ke N,k >m, adica ,
dacad presupunem cd P(k) este adevirata, se demonstreaza ca P(k+1) este adevirata.
Atunci, P(n) este adevarata pentru orice numar natural, »>m.

Exemplu: Sa se demonstreze prin inductie matematica cd
14+345+...+2n—-1=n",Vne N*,
Rezolvare:

Etapa de verificare: P(1)= 1= 12. (Adevirata).

Etapa de demonstratie: Presupunem ca P(n) este adevaratad pentru n = k si sd demonstram
ca si P(k+1) este adevarata.

Presupunem cd P(k): “ 1+3+5+..+2k—1=k", keN.” este adevaratd si si demonstram
casi

P(k+1) : “ 143+5+....2k—1+2k+1=(k+1)>” este adevirata.

P(k+1):  143+5+..+2k—1+2k+1=k>+2k+1=(k+1)*,ceea ce s-a demonstrat.
P(k)

Rezulta ca P(n) este adevarata pentru orice numar natural n.

Activitate independenti | Réspuns

Sa se demonstreze prin inductie matematica suma
n(n+1) :
P+22+3 ...+ :[T} ;
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«# Exercitii rezolvate

1. Sa se calculeze sumele:

a). S=1+2+3+...+n, neN*,

b). S=1+3+5+...42n—1, ne N*.

¢). S=2+4+6+...42n, neN*,

d). S=I"+2>+3" +..+n’, neN*.

e). S=P+2°+3 +..+n’, neN*,

f). S=1-242-3+3-4+...+n-(n+1), neN*.
g). S=L+L+L+ s
1-2 23 34 n-(n+1)

h). S=1+x+x"+x+..+x", neN.

. 1 1 1
i). S= + +.o.t , N€E
1.2:3 2.3-4 n(n+1)(n+2)

neN*,

*

Rezolvare:

1). a). Daca S=1+2+3+...4+n, atunci, tot S=n+n—1+...+3+2+1. Adunand cele doua
n(n+1)

—

Altfel, se poate pleca de la dezvoltarea (k+1)* =k* +2k +1si se da valori luik de la 1 la
n.

b) Daca S=1+3+5+...4+2n—3+2n—1, atunci, tot S=2n—1+2n-3+...43+1. Adunand
cele doua relatii rezulta 2S=2n-n=S=n".

relatii rezultd 2S =(n+1)-n= 8=

). S=2+4+6+..42n=2(142+3+...4n)=2- ”(”2”) =n(n+1).

d). Se pleaca de la formula (k+1)’ =& +3k* +3k+1, keN 1in care se di valori lui k de
la 1 la n si se aduna relatiile obtinute. Se obtine ca
n+1)° =143 + 22+ + ) +31+2+..+n)+n-1,

(n+1)>° _1_3.M_
De aici scoatem suma ceruta, S = 3 =
n(2n® +3n+1) _ n(n+1)(2n+1)
6 6 '
e). Se poate pleca de la dezvoltarea (k+1)* =k* + 4k’ +6k> + 4k +1si se da valori lui k de
2
la1lan. Se obtine suma S :[@} .

f). Suma S=1-2+2-3+3-4+...+n-(n+1)se mai poate scrie restrans si astfel

S= Zk -(k +1) care se descompune in doud sume calculate deja,
k=1
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Szzn:(k-k+k)=zn:k2+zn:k= n(n+1)6(2n+1)+n(n2+1) _
k=1 k=1 k=1

n(n+1)(2n+1+3) _ n(n+1)(n+2)
6 3 '

™3 - 0=1.2-3
234 -T723 =233
Altfel, se pleaca de la diferentele: 3-4-5 — 234 =343

n-(n+1)-(n+2)— (M=Pnutl) =n-(n+1)-3
Prin adunarea randurilor se obtine suma ceruta,
n-(n+1)-(n+2) =3S:S:M.

< . . 1 k+1-k 1 | N
g). Se pleacd de la expresia termenului general = =————,in care se
k-Ge+1)  k(k+1) k k+1

da valori luik de la 1 lan.
Astfel, s=2- L1, L LI L L L Lo
12 2 3 3 4 n n+l n+l n+l
h). Suma data se iInmulteste cu x dupa care a doua relatie se scade din prima:

S=l+x+x"+xX +..+x"|x=

S-x=x+x>+x +x*+..+x"(=1)
xn+1_1

() SU-x)=1-x""= §=5 2.
X—

i). Se pleaca de la termenul general

1 _ n+2—n _l 1 B 1 _
n(n+1)(n+2) 2n(n+)(n+2) 2| nn+l) (+D)n+2)|

_L l—L—L+ ! =l£l—i+ ! ).Maidepartesedauvaloriluindela1
2 n+l n+2]| 2 2

1(1 1 1
B e I
2\2 n+2 n+l

la n si se obtine suma: S=—
2. Sa se demonstreze prin inductie matematica urmitoarele sume:
1 1 1 1
Q) S=—+—+—+..... +—=L,neN*.
1.2 2.3 3.4 n-(n+1) n+l

n(n+1)(n+2) "

b) S=1-242-3+3-4+..+n-(n+1)= 3 e N*,
n+1_1
C) S=l4+x+x>+x +..+x" = | ,neN.
-
Rezolvare: a). Etapa de verificare. Pentru n=1, S=L=—iar—=—, asadar
1-2 2 n+l

propozitia P(n) se verifica .
Presupunem ca P(n) este adeviarata pentru n fixat si sa demonstram si ca P(n+1)este
adevarata.
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unde P(n+1) este——+——+ 4 4L ! _ntl
1 1 | n 1

: 1 + + =
1.2 2.3 34 n-(n+1) (m+l)-(n+2) n+l (n+1)-(n+2)

_ n(n+2)+1 (n+1)? _n+l
S (m+D)(n+2) (n+D(n+2) n+2
adevarata pentru orice numar natural nenul n.

b) . Etapa de verificare. Pentru n=1, S=2 iar n(n+1)=1-2=2, asadar propozitia P(n) se
verifica .

Presupunem ca P(n) este adeviarata pentru n fixat si sa demonstram si ca P(n+1)este
adevarata, unde P(n+1) este

, ceea ce este adevarat. Asadar, P(n) este o propozitie

_ (n+D)(n+2)(n+3)
3 .

Pn+1): 1:2+2-343-4+...+n-(n+D)+(n+)(n+2)=

n(n+1)(n+2)
3

n(n+1)(n+2)+3(n+1)(n+2) (n+1)(n+2)(n+3)
3 - 3

0 propozitie adevaratd pentru orice numar natural nenul n.

c) . Etapa de verificare. Pentru n=0, S=1 iar x" =x° =1, asadar propozitia P(n) se

verifica .

Presupunem ca P(n) este adevarata pentru n fixat si sa demonstram si ca P(n+1)este

1.2+2-3+43-4+...+n-(n+)+(n+1)(n+2)

n(n+1)(n+2)

3 +(nm+1)(n+2)=

, ceea ce este adevarat. Asadar, P(n) este

. . xn+2 —l
adeviratd, unde P(n+1) estel+x+x>+x" +..+x"+x"" = .
e
xn+l _1
Pn+1): 1+x+x"+ 5+ +x" +x" =—1+x"“ =
e

o

x—1
n+l _1 _1 n+l _1 n+2 n+2 _1
ol A (xl LA W +x1 % g T ceea ce este adevarat. Asadar, P(n)
X— X— X—

este o propozitie adevarata pentru orice numar natural nenul n.

APLicayn PrACTICE

1. Un elev are de ficut pentru vacanta mare un numéir de 210 probleme de
matematica. Astfel, in prima zi el rezolvd o problemi, a doua zi rezolvd doui
probleme, in a treia zi rezolvi trei probleme si asa mai departe, in a n-a zi el
rezolva n probleme pani cind le termina pe toate. Sa se afle in cate zile a terminat
tema?

Rezolvare: 20 zile.
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Suma celor 210 de probleme facute in cele n zile este datdi de formula
1+243+...+n=210

n(n+1) =210= n(n+1)=420=n=20zile.

2. La un stadion cu capacitatea de 10000 de locuri vin spectatorii. in primul minut
vine 1 spectator, in al doilea minut vin 3 spectatori, in al treilea minut vin 5
spectatori , etc. Dupa cate minute stadionul se va umple ?

Rezolvare: Numarul spectatorilor venifi in primele n minute va fi

l+3+5+...+2n—1:@:n2.
n..minute

Cum #»* =10000 =7 =100. Dupa 100 de minute se va umple stadionul.

Exercitii propuse ||

1. Sa se calculeze sumele:

a). S=— L, L +; neN*,
1 3 2.4 4 3.5 5 n(n+2)

1 1

b). S=—+L+—+...+ , neN*,
1-4 2.5 3.6 n(n+3)
3 5 7 2n+1
c). S= + + +...+ , neN*t
) 1.2 2°.3% 3.4 n’(n+1)° ’

12 2’ 3 n

+—t
1-3 3 -5 5.7 2n-D)(2n+1)
e). S=1+1+2)+(1+2+3)+...+(1+2+3+...4+n), neN*,
). S=1+2-(1+2)+3-(1+2+3)+...+n-(1+2+3+...+n), neN*,

*

d). 5=

2. Sa se demonstreze prin inductie matematicd urmatoarele sume:

a). S=142+3+..+n= M,neN*.

b). S=1+3+5+...4+2n—-1=n’, ne N*,

n(n+1)2n+1) "

). S=I+2°+3 +..+n" = eN*,

n n 2 3
3. Si se calculeze: a) H(Hlj; b) sz—+k ; H i 5
k=1
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3. PROGRESII

3.1 Siruri de numere reale

Se cunosc deja sirul numerelor naturale 0,1,2,34,....... ,sirul numerelor pare
2,4,0,...... Din observatiile directe asupra acestor siruri, un sir de numere reale este dat
de forma a,,a,,q;,..... unde a,,a,,a, sunt termenii sirului iar indicii 1,2,3, reprezinta
rangul sau pozitia pe care o ocupa termenii in sir.

Definitie: Se numeste sir de numere reale o functie f: N*—R , definitd prin f(n)=a, .
Notdm (a,),_,. sirul de termen general , a,

Observatii:
1. Numerotarea termenilor unui sir se mai poate face incepand cu zero:

a; ,ix>1 se numeste termenul de rang i.

2. Un sir constant este un sir in care toti termenii sirului sunt constanti : 5,5,5,5,.....
3. Doud siruri (a,),,(b,), sunt egale dacd a, =b,,Vne N

4. Orice sir are o infinitate de termeni.

Un sir poate fi definit prin:

a) descrierea elementelor multimii de termeni. 2,4,6,8,........ ;
b) cu ajutorul unei formule a,=2nsau

c) printr-o relatie de recurenta. a,,, =a, +2

n+l

Exemplu: Se considera sirul (a,),.,, definit prin formula termenului general a, =4n+2.
Sa se determine primii cinci termeni ai sirului :

Rezolvare: g =4-1+2=6, a,=4-2+2=10, a,=4-3+2=14, a,=4-4+2=18,
a,=4-5+2=22.

Activitate independenti | Réspuns

Se considera sirul (a,),.., a,=n"—2n+1. Sa se afle a,,,. 4064256

=+ Erercitii rezolvate

1. Fie (x,)
Rezolvare:
Se calculeaza x, =4-4—-8=8, x,=4-5-8=12, x,=4-7-8=20, x, =4-8—8=24.
Atunci, se observa ca x, —x; =x, —x, =12.

3n+2

n+

un sir pentru care x, =4n—8, Vne N*. Si se arate ca x, —x, =x, —x,.

nzl

2. Fie sirul (x,) ., astfel incit x = , VneN*. Demonstrati ¢a x; ( x;,.

nzl
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Rezolvare:  Se observa cd x, _3+2 17 ( x _38+2 26
5+1 6 8+1 9
3. Se conmsidera sirul: 1; 7; 13; 19; ........ . Sa se determine al 100 —lea termen al
sirului.
Rezolvare: Fiecare  termen al  sirului se  obtine din  regula:

a =1, a,=a+6=7, a,=a,+2-6=13,

a,=a,+3-6=1+19. Atunci, g, =a,+99-6=1+594 =595.

4. Pe o foaie de hartie sunt scrise numerele naturale 2; 5; 8; 11; 14;.......... .

a) Aratati cd numarul 125 apare pe aceasta foaie.

b) Verificati daca numéirul 2017 va apare pe aceasta foaie.

Rezolvare:

a) Observam ca numerele sunt scrise de forma 3n+2.

Cum 125=3n+2=125-2=3n=123=3n=n=41, asadar pentru n = 41 , se obtine ca
125 apartine sirului de mai sus, fiind al 42-lea termen din sir.

b) Din 2017=3n+2=2017-2=3n=2015=3n=n :g ¢ N, asadar, 2017 nu apare
in sir.

5. Se considerd sirul de numere reale (x,),., astfel incit x =5n-2, VneN*.

Determinati al citelea termen al sirului este numsérul 88.
Rezolvare:

n=1

Din 5n-2=88 rezultid ca 5n:903n:%:l8, asadar, 88 este al 18 —lea termen al

sirului.

6. Se considra sirul (x)). cu x =4n+3, VneN*.Sa se determine suma
X, +x, +x, +x,. Cu cat este egald suma x +x, +x, +x, +.cco..+ X6 ?

Rezolvare:

Cum x =4-143, x,=4-2+3, x,=4-3+3, x,=4-4+3, rezulta cda suma este
S=4-10+12=52

X +X, X+ X+ Xy =4(1+2+34...2016)+3-2016.

7. Se considera sirul 1;3:5; 75 95 wceverveeennene . Sa se calculeze suma primilor 50 de
termeni ai sirului.

Rezolvare:

S=143+5+7+...+2. Al 50-lea termen al sumei este 99 deoarece pana la 100 sunt 50
de termeni impari si 50 de termeni pari. Asadar, suma S=1+3+5+7+....+99 este egald
cu

S=1434+5+74....499=14+2+3+....+100—(2+4+6+....+98+100) =

= 1002'101—2~(1+2+3+4+...+50)= :50~101—2~¥=5050—2550:2500.

8. Se considera un sir de numere reale (x,),. definit prin x =2 si
+3, Vne N*.
Demonstrati ci expresia termenului general este x, =3n—1, Vne N*.

Rezolvare:
Cum x, =3n-1, Vne N*, vom da valori lui n. Atunci,

X, =X

n—1
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X, =x+3,

X =x,+3,
X, =x,+3,
x, =x, , +3. Prin adunarea relatiilor, rezultd ca x, =x,+3-(n—1)=2+3n-3=3n-1.

S . 1 <
9. Se considera sirul (g,),., pentru care ¢, =3si a, =a, , +———. Sa se calculeze q,,.

n—1

n(n+1)
Rezolvare :
. 1 1 1 1 1 1 1 1 <
Dma,-a, =——=a,-aj=———, a,—a,=———,....... ,a,—a, =————_Dupa
n (n+1) 2 3 3 4 n n+l
adunarea relatiilor se obtine a, :3+1—L: 7n+5. Atunci, q,, :E.
2 n+l 2n+4 24

Exevcitii propuse |+ f\l

1. Se considerd sirul (a,),.,, definit prin formula termenului general a, =6n-3. Sa se

determine primii cinci termeni ai sirului :

2. Se considera sirul (a,),.,, definit prin formula termenului general a, = ﬁ Sa se
n-(n+

determine primii cinci termeni ai sirului :

S I . +4 o
3. Se considera sirul (a,),,,, definit prin formula termenului general a, = u 3 Sa se
n+

determine primii cinci termeni ai sirului.

4. Se considera sirul 2;4;6; 8; 10; ..cccceuvenee.ne. . Sa se calculeze suma primilor 40 de
termeni ai sirului.

5. Se considra sirul (x,),. cu x,=5n-2, VneN* Si se determine suma

XX X et X -

6. Se considerad sirul: 3; 7; 11; 15; ........ . Sé se determine al 100 —lea termen al sirului.
7. Fie sirul (a,),..definit astfel: l,é,g,%, ....... Sa se scrie formula termenului general.

8. Se considera sirul (a,),.y. cu termenul general a,=3n—5. Sa se determine termenii

de rang 4, 5, 10.
9. Se considera sirul (a,), ., a,=n"—2n+1. Sa se afle a,, .

n

10. Se considera sirul (a,),.definit prin relatia de recurentd a,,, =a,+10, n>1, cu
a, =2. Sa se determine formula termenului general al sirului.
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3.2 Progresii aritmetice

Definitie: Se numeste progresie aritmetici un sir in care diferenta oricaror doi termeni
consecutivi este un numar constant r, numit ratia progresiei aritmetice.

Exemplu de progresie aritmetica: 1;5;9; 135 ...cccevenennaens

1. Relatia de recurenti intre doi termeni consecutivi: a.,=a,tr ,Vn21 s

Exemplu : Si se giseasca primii doi termeni ai progresiei aritmetice (a, ), :
a,,a,,14,28,42,...... ;

Rezolvare : 28 — 14 = 14, ratiar = 14, atunci,

a,=a,—-r=14-14=0; a0 =a,-r=0-14=14;

2. a,,a,aq

n+l

sunt termenii consecutivi ai unei progresii aritmetice <

a = an—l + an+1

" 2

Exemplu :
Determind x e R astfel incat urméatoarele numere : 4x—3,6x+3,10x+ 5 sa fie In progresie
aritmetica.

Rezolvare: Din w =6x+3=>x=2;

3. Termenul general este dat de formula :

a, =a, +(n—1)r‘

Exemplu : Fie (a,), o progresie aritmeticd. Se dau : @, =-3,r=0,5 secerea,,.
Rezolvare : Conform formulei a, =g, +(n—1rrezultd a, =a, +11r =-3+11-0,5=2,5.

4. Suma oriciror doi termeni egal depirtati de extremi este egal cu suma

termenilor extremi : ‘ak t+a,,,=a +a,

_(a,+a,)n
B 2
Exemplu : Sa se calculeze suma 1 +5+9+13+ ...+ 101 ;

Rezolvare : Din faptul ¢a 5 — 1 =9 — 5 = 4 rezulta ca ratia progresiei aritmetice este 4.
Urmeaza sa determindm numarul n de termeni ai progresiei : Astfel, din

101 =1+ (1 —1)-4 =>n=26. Atunci, 1 +5+9+ 13+ ...+ 101 = —(”1(;1)'26

5. Suma primilor n termeni : |S,

=1326;

6. Sirul termenilor unei progresii aritmetice: |a,,a, +7,a, +2r,....,a,+(n=1)r ‘

a,—a, = (m—n)r‘

Exemplu:
Fie progresia aritmeticd (an)n cu ajs =122, a2e=178. Sa se calculeze a; sir.
Rezolvare : a,—a,=(m—n)-r ayy —ayy =(26—-18)-r <178—122=8r=r=7

ag—a,=(18-1)-r<=122-a =17-T=a,=3.
7. Trei numere x,, x,, x, se scriu in progresie aritmetici de forma :
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‘xlzu—v, X, =u, x;=u+v|,u,veR ;

8. Patru numere x1, X2, X3, X4 se scriu in progresie aritmetica astfel:

‘xl =u=3v, x,=u—v, x;=u+v, x,=u+3v| u,velR;

< a, ,a
9. Dacil |+ g, = —&(—&L
i1 Qpio

Activitate independent | Réspuns

S3 se arate cd numirul A=+1+3+5+7+......+2017 este natural.

=4 Exercitii rezolvate

1. In progresia aritmeticd (a,),., se cunosc primul termen ¢, =6si ratia progresiei

n=1
r=4. S84 se determine al zecelea termen al progresiei.

Rezolvare: Conform formulei termenului general al unei progresii aritmetice,
a,=a,+(n-1)-rrezultd a,=6+(10-1)-4=42.

2. Fie (a, )n o progresie aritmetica . Daca se dau doi termeni ai progresiei si se afle
ceilalti :

a,=8,a;,=14,a,=?,a,, ="

Rezolvare: . a,=a,+(n—)r, a,=a,+2r=>r=3 ;Din a,=a,+2r =>a, =8-6=2;

Atunci, a, =a, +8r = a, =26 $i a5 =a,+14r = a,; =44;

3. In progresia aritmeticd (a,),., se cunosc a, =13, g, =27. Sa se determine primul

n=l
termen si ratia progresiei aritmetice.

Rezolvare: Din formula a, —a, =(m—n)-r= a,,—a, =(10-3)-r =

27-13=7-r =14=7r=r=2. Din formula termenului general, a, =a,+(n-1)-r =
a=a,+3-1)2= a =9.

4. Sa se determine numarul real x stiind ca numerele
(x—2)*, 2x—4)(x—1), (x+2)’ sunt termenii consecutivi ai unei progresii aritmetice.
Rezolvare: Din formula
2
a, = o x- a1 = RO o 200 _Gr =26 45
2x* —12x =0=>solutia este x=6.

5. Sa se calculeze suma S=1+17+27+...+97.
Rezolvare: Se observa ca termenii sumei formeaza o progresie aritmetica de ratie 10,
avand un numar de 10 termeni. Atunci, S = Y +927)'10 = 1042.10 =520.

6. Fie (a,),., 0 progresie aritmetici in care se stie ratia r=6 si ¢, +a, +...+a,, =1170.

Sa se calculeze produsul g, -a, -...-a;,.
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(2a1+29~6)o30 1170
= =
2 30
a,=—48. Atunci, a, =a,+(n—1)-r =6n—-54. Se observa cd g, =0 prin urmare produsul

+ -30
Rezolvare: a,+a, +...+a,, =1170 < % =1170=

cerut este egal cu 0.

APuieayn pracTICE

?Zlﬂ 1. La cobararea in interiorul Pamantului, se consideri ca la
“13%0:710 0 fiecare 50 m temperatura creste cu 1°. Dacd la suprafata
;f —1943 Pimantului temperatura este de 15°, atunci si se determine

ce temperatuti va fi la adincimea de 3000 m.
. ol Rezolvare:

a,=15+' v

Notim cu ap = 15° temperatura de la suprafata Pamantului.

Atunci, termenii a; = 15%+1°, a; = 15%+2°,

as = 15%43° as=15%+4° ... , an = 15%n°, reprezentand

temperaturile in interiorul Pamantului din 50 in 50 de metri

formeaza o progresie aritmetica de ratie 1° cu un numar de n

termeni. Numarul n se obtine impartind adancimea de 3000 de metri la 50 obtindndu-se 60.

Asadar, n = 60. Atunci, ago = 15°+60°=75" reprezinta temperatura la adancimea de 3000 de

metri.

2. Un camion asigura transportul de marfa la 10 magazine. Stiind ca distanta dintre doua

magazine de pe traseu este cu 5 km mai mare fati de distanta precedenti si ci in total

camionul a parcurs 500 km, sa se determine distanta dintre ultimele doud magazine.

Rezolvare:

Notam cu d distanta dintre primele doud magazine. Atunci, distantele intre celelalte magazine

sunt:

d+5, d+5-2, d+5-3,....,d+5-8. Suma acestor distante este de 500 km .
In termeni de progresie aritmetica putem scrie:

d =d,
d,=d+5,
dy=d+5-2,
d,=d+5-3,
dy=d+5-8

unde dy este distanta de la al 9-lea la al 10 — lea magazin.

(dl+ag)-9_500<:> (d+d+5-8)-9

De aici, rezulta d, +d, +...+d, =500 < =500 =

184 +360=1000 = d =35,5km. Asadar, distanta dintre ultimele doud magazine este
dy =35,5+40="75,5 km.
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Rezolva singur

1. O sala de spectacole are 1700 de locuri care sunt dispuse pe randuri in asa fel incét pe
primul rand sunt 20 de locuri, iar incepand cu al doilea rand sunt cate 4 locuri mai multe
decat pe randul precedent. Sa se afle cate randuri de scaune sunt in sala.

2. O sfera care este lasata sa cada de pe o cladire inaltd parcurge in prima secunda 1 m si
in fiecare secundd urmédtoare cu 0,2 m mai mult decat in secunda precedentd. Ce distanta
a parcurs sfera dupa 31 de secunde ?

3. Dintr-o cariera se scot blocuri de marmura avand greutatile de 64, 67, 70, ...., 124 kg.
Sa se verifice daca impreuna, blocurile de marmura se pot transporta cu un camion avand
capacitatea de transport de doua tone.

Exevcitii propuse ||+ =\

1. S& se scrie primii patru termeni ai progresiei aritmetice (a,), dacd: a,=-4; r=5;
2. Si se gdseascd primii doi termeni ai progresiei aritmetice (a,), : a,,a,,14,28,42,...... ;
3. Sa se determine al zecelea termen al sirului 1; 4; 7; 10,......

4. Si se determine al zecelea termen al girului 1, 7, 13, 19, ...... ;

5. Fie (a,), o progresie aritmeticd. Se dau : @, =-3,r=0,5 secerea,,.

6. In progresia aritmetica (a,),., incare @, =6 si a, = 5,sd se calculeze a,.

nzl

7. Sé se calculeze suma primilor trei termeni ai progresiei aritmetice (a,) , stiind ca al
doilea este a, =6 ;

8. Sa se calculeze suma primilor cinci termeni ai unei progresii aritmetice (a,),., stiind ca

nzl
a,=lsi a,=3.
9. Se considera progresia aritmetica (a,),.,, in care a, =2si a, =4 . Sa se calculeze suma

primilor 10 termeni ai progresiei.

10. in progresia aritmetica (a,),., se cunosc primul termen a, =-2 si ratia r=5. Sa se

nzl

calculeze termenul de rang 10, a,,.

11. Sa se calculeze al cincilea termen al unei progresii aritmetice stiind cé primul termen
al progresiei este 7 si al doilea este 9.

12. Si se determine primul termen al unei progresii aritmetice de ratie 4 dacd suma
primilor doi termeni este 10.

13. Se considera progresia aritmetica (a,),., In care a, =5si a, =11.Sa se calculeze a,.

nzl

14. Se considera progresia aritmetica (a,),., in care a, =1si a; =13. Sa se calculeze a,, .

nzl

15. Sa se determine ratia unei progresii aritmetice (a,),.,, stiind cd@ a,, —a, =16.

16. In progresia aritmeticd (a,),., se cunosc a, =8 si a,, = 53. Si se determine a,, .

n=l
17. In progresia aritmetici (a,),., se cunoaste ¢ a, —a, =16 si a, =3. Si se afle a,,.
18. In progresia aritmeticd (a,),., se cunosc relatiile a, +a, =49 si a,—a, =15. Sa se afle

n=l1

a, siratiar.
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19. In progresia aritmeticd (a,),., se cunosc relatiile @ +a, +a,+a, =10 si a,=19a,. Si
se afle g, siratiar.

20. Sa se arate ca numerele log, 2, C, si 5 sunt termenii consecutivi ai unei progresii
aritmetice.

21. Si se arate ci numerele 3*—3, 5-3", 3*?+3sunt termenii consecutivi ai unei
progresii aritmetice.

22. Sa se determine numarul real x stiind ca numerele x—4, x+3, 6xsunt termenii
consecutivi ai unei progresii aritmetice.

23. Sa se determine xeR, stiind cd x-3, 4, x+3sunt termenii consecutivi ai unei
progresii aritmetice.

24. Sa se determine x e R, stiind ca sirul 1,2x+1,9,13,....este progresie aritmetica.

25. Si se determine xR stiind cd numerele x+1, 2x—3, x—3sunt termenii consecutivi
ai unei progresii aritmetice.

26. Sa se determine x e R stiind ca sirul 1, x, x+2, 7,.... este progresie aritmetica.

27. Sa se determine xe Rstiind cd urmatoarele numere sunt termenii consecutivi ai
unei progresii aritmetice:

a) 3, 3x+1, 5x+1 b) x+1,1-x,4 ; c) 2,7;x+13;

d) x—5;x-3;2x-15; e) 2x—Lx+8—x-7; f) 5—x;2x+7;3x+11.

28. Sirul (x, ), este dat prin formula termenului general x,=4n-6. Si se arate ci (x,) e
o progresie aritmeticd. Sa se afle primul termen si ratia.

29. Determind x € R astfel incat urmatoarele numere : a) x> +2,(3x)*,4—2x+x" ;

b) 4x—-3,6x+3,10x+5 ; ¢) x”—6,3x,4x+3sa fie in progresie aritmetica.

30. Fie progresia aritmetica (an)n cu ais =122, axe=178. Sa se calculeze Sas.

31. Saserezolve ecuatia: x+(x+5)+H(x+10)+......... +(x+100) = 2100.

32. Sa se calculeze sumele :

a)l+5+9+13+...+101; b)1+11+21+ 31+41+...+111;
c) S=1+4+7+...+46; d) S=2+5+8+..+35

33. Sa se rezolve ecuatia 1+4+7+10+.....+x=210.
34. Sa se calculeze suma 3+ 10 + 17 +...+192;
35. Se considera progresia aritmetica (a,),.,In care g, =7si a, =37.S4a se calculeze suma

nzl
primilor zece termeni ai unei progresii.
36. In progresia aritmetica (a,),., cu a, =5si a, —a, —a, =—2 se cere sa se determine ratia

r si suma primilor 10 termeni ai progresiei.
37. Sa se afle suma primilor 20 de termeni ai unei progresii aritmetice (a,),,, pentru care

a,=7si a,=31.

38. Sa se gaseascd primul termen si ratia progresiei aritmetice (a,),,, daca
a+a,+..+a,+ay, =590 si 2a,—a, =1.

39. Sa se determine » € Ndin egalitatea 1+5+9+...4+n=231;

40. Si se arate cd numarul 4=+1+3+5+...+99 este natural.
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3.3 Progresii geometrice

Definitie: Se numeste progresie geometrica un sir (,),., in care raportul oricaror doi

n>1
termeni consecutivi este un numar constant ¢, numit ragia progresiei geometrice.
— b2 — b3 — b4 _ _ b

-2 _ — 4 _ — n+l

b b, b b

n

O alta definitie este datd sub urmatoarea forma:

Se numeste progresie geometrica un sir (,),., in care , incepand cu al doilea

nzl
termen, fiecare termen se obtine din precedentul prin inmultire cu un numar constant (,
numit ratia progresiei geometrice.

2 n—1
Sirul termenilor unei progresii geometrice este de forma ™’ bg. b’ by

Exemplu de progresie geometrica : 1,5, 5% 53, 5% ...................... Ratia sa este egald cu
5.

1. Relatia de recurenti intre doi termeni consecutivi: |b,,, =b,-q,Vn=>1

Exemplu:

Sa se scrie primii cinci termeni ai progresiei geometrice (b,),,, daca bi=1 si ratia qg=5 .
Rezolvare : Din formula b,,, =b,-¢,Vn>1 rezultd termenii 1, 5, 5%, 5%, 5%,

2. Formula termenului general al unei progresii geometrice (,),., este dat de :

b, =5 -q"", Vnzl‘

nz1

Exemplu:
Sa se determine al cincilea termen al unei progresii geometrice (b,),., , stiind ca ratia

este egala cu 3 si primul termen este egal cu 2.
Rezolvare : Din formula b, =b, -q¢" 'rezults b, =b, -q* =2-3* =162 ;

3. Formula de recurenti pentru termenii unei progresii geometrice (5,) ., care au
ranguri diferite este |-~ =¢""|;
b

n

Exemplu: Se considera progresia geometrica (b,),,, incare bs=6si bs=24. Sa se

n=l

determine bo.
Rezolvare : Din formula b, =b,-q" "rezulta  bo=bs4*=6144.

n

4. Numerele b

n-1°

b,.b

n+l

sunt termenii consecutivi ai unei progresii geometrice <

bn = bnfl : bn+l bn>0> Vnzl.

Exemplu: Sd se determine x € Rstiind ca 12, x+3 si 27 sunt termenii consecutivi ai
unei progresii geometrice ;
Rezolvare : Daca 12, x+3 si 27 sunt termenii consecutivi ai unei progresii geometrice

atunci conform formulei b, = /b, , -b,., rezultd x+3=+/12-27 = x+3=18=x=15.

Exemplu: Sa se determine x € Rstiind ca 3, x si x+6 sunt termenii consecutivi ai unei
progresii geometrice cu temeni pozitivi;
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Rezolvare : Dacia 3, x si x+6 sunt termenii consecutivi ai unei progresii geometrice
atunci conform formulei b, = /b, , - b, rezultd

x=43-(x+6) = x* =3x+18=x’ —3x-18 =0= x & {-3;6}. Cum termenii sunt pozitivi,
rezultd x = 6.

-1

5. Suma primilor n termeni ai unei progresii geometrice (5,), ., este : |S =b - 1

> g—1
, g#1.
Exemplu: Si se calculeze suma S=1+2+2+2°+..+2" .

n 1 220 _ 1
Rezolvare : Conform formulei S, = b, - 9 N = S, = =1 - 2% —1;
q —_— —_—

6. Produsul oricaror doi termeni egal departati de extremi este egal cu produsul
extremilor
b, -b

n—k+1

:bl-bn

7. Trei numere x,, x,, x, se scriu in progresie geometrici de forma :

u
x1:;, X, =u, x;=u-v| u,velR

8. Patru numere x1, X2, X3, X4 e scriu in progresie geometricé astfel :

u u 3
X, ==, x2—;, X=u-v, x,=u-v'| u,velR ;

Activitate Raspuns
independenti

Si se calculeze suma 1+x+x*+x* +...+x", xeR.

APuieayn pracTICE

1. Fabrica Dacia a produs in anul 2015 in luna ianuarie 3000 de automobile urménd ca in
fiecare luna sa-si creasca productia cu 10% fati de luna precedentid. Céte automobile
previzioneaza fabrica sd produci in luna decembrie a aceluiasi an si care este numarul
total de automobile pe care l-ar produce in tot anul ?

Rezolvare:

In luna ianuarie fabrica a produs 3000 de automobile;

in luna februarie se vor produce 3000[1 + %j automobile;

2
In luna martie se vor produce 3000(1 + %j automobile;

In luna decembrie se previzioneaza a fi produse

11
3000(1 +%) =3000-2,85 =8559 automobile.
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In tot anul, fabrica o si produca

2 11
3000+3000| 1+ ﬂ +3000| 1+ 1—0 +...+3000| 1+ 1—0 care nu este altceva decat suma
100 100 100

unei progresii geometrice cu primul termen 3000 si de ratie 1+ % .

12
[1+11000J -1 (1 1)12 )
Suma este egali cu 3000-T = 3000-% =3000-(3,1-1) = 64152 automobile.
142 g i
100 10

Rezolva singur

Dintr-un recipient se scoate cu o seringad negradatd a cincea parte din cantitatea
de solutie aflatd acolo si se continud procedeul scotand a cincea parte din cantitatea
ramasd. Determinati ce volum de solutie se scoate dupa 6 folosiri a seringii stiind ca
volumul initial de solutie era de 35 litri.

=+ Erercitii rezolvate

1. in progresia geometrici (b)), se cunosc termenii b =3si b, =6. Sa se determine
al optulea termen, b,.

Rezolvare: Mai intdi se determina ratia progresiei, g = I;—Z = g =2 dupa care se aplica

1
formula termenului general, b, =b,-¢"" adicd, b, =b,-2°" =3.27 =384.
2. in progresia geometrici (b,),» secunoaste ca b, —b =6si b, —b, =24. Si se
calculeze ratia q a progresiei.
Rezolvare : b,—b =6=b(q-1)=6, b,—b, =24=bq’(q—1)=24. Facand raportul
celor doud relatii se obtine ¢* =4=q {-2;2}.
3. Sa se determine x € Rstiind cad 18, x+4 si 162 sunt termenii consecutivi ai unei
progresii geometrice ;
Rezolvare : Dacd 18, x+4 si 162 sunt termenii consecutivi ai unei progresii geometrice
atunci conform formulei b, = /b, | -b,,, rezultd x+4=+/18-162 = x+4=54= x=50.
4. in progresia geometrici (b,),»; secunoaste cid b, =5si b, +b, =280. Sa se calculeze
ratia q a progresiei.
Rezolvare : Din b, +b, :280:>b1(q+q2):5~563q+q2 =56=¢’—q-56=0=

qe {—8; 7} .
5. Sa se determine x € Rstiind cd 4, x-2si 2x+1 sunt termenii consecutivi ai unei
progresii geometrice ;

Rezolvare : Dacda 4, x-2 si2x+1 sunt termenii consecutivi ai unei progresii geometrice
b <b’=b, b

n—1 n+l >

atunci conform formulei b, = /b rezultd

n+l
5
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x—2=4/4(2x+1) = x>2. Din
(x-2) =4Q2x+1) = x* —4x+4=8x+4=>x’~12x=0=x=12.

6. Sa se determine x € Rstiind cd urmitoarele numere sunt termenii consecutivi ai
unei progresii geometrice cu toti termenii pozitivi :

a) 2x—3; x+3; 2x+6. b) x—2; x+2; 3x+6.
¢) x—1; V4x+4; 3x-1. d) x—3; V3x+4; 4x.
e) 2; x+6; x> +10x+8. f) x-3; V¥’ =7; |2x+1].

Rezolvare : a) Se aplicd formula b, =./b, ,-b,,, < b’>=b_ b, . Conditiile de
existenta care se pun sunt :  x+3)0, 2x—3)0, 2x+6)0 rezultand x>%.

Astfel, (x+3)" =(2x—=3)2x+6) = x” +6x+9=4x" +12x—6x—18= x* =9 = x=43.
Convine doar x=3.

b) Cum x+2=1/(x—2)(3x+6) , se pun conditiile x+2)0, x—2)0, 3x+6)0 rezultand
x)2.

Din (x+2)* =(x-2)(3x+6) = x’—2x—8=0=xe{-2;4}. Convine x = 4.

¢) Din x—1)0, 4x+4)0, 3x—1)0 rezultd x)1. Aplicind formula 5’ =5, ,-b,,, rezultd
\/4x+42 =(x-DBx-1) =4x+4=3x"-x-3x+1=3x"-8x-3=0=xe {—%,3} . Convine

x= 3.
d) x-3)0= x)3. Din \/’3x+42 =(x-3) ~4x:>4x2—15x—4=0:>xe{—%,4}. Convine x=
4,
e) Din x+6)2=x)~4; Cum (x+6) = 2(x* +10x+8) = x* +8x—20=0=>x € {-10;2} .
Convine, x= 2.

2
f) Din x-3)0 = x)3=[2x+1|=2x+1. Cum vVx* -7 =(x-3)-Qx+1)=x"-5x+4=0.
xe{1;4}. Convine x = 4.
cu b = 2.3". Si se arate ci (b,),» este progresie

geometrica si si se verifice dacd numirul 486 este termen al siu.
Rezolvare : (b,),., este progresie geometrica

7. Se considera sirul (b,)

nzl

n 2 Hn— n+
<:>an =b b, = (2\/5 ) :(2\/3 ])-(2\/5 l):> 4.3" =4.3" ceea este adevarat.

n+l
b,=2-\3" =486 <2.32 =2.3° :g:S:n:IODtermenul cautat este b, =486.
8. Sa se arate ca numirul 4= 99999...9333...34—é se poate scrie ca A =a’, unde
—_— —

nde 9 n—1 de 3

acQ.
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Rezolvare : 4= 99999...9333...347§ =999...99-6666...66 +1 o
—_— —_— — 9

n de 9 n-1de 3 2n de 9 nde 6

=910 +10*" +...+10+1)—6(10"" +10" +...+10+1)+1—§:

2n
g 101

10'-1.9 5_ 9:10” —6-10"=9+6+9-5 (3-10"—1)’
- - 2

6: . Asadar, 4=a’,
9 9 9 9 9
unde o= 31971
Exercitii propuse ||| =\|
1.01n progresia geometrica 1, 3,9, 27, ..... se cere sa se determine termenul de rang 6.

2. Sa se scrie primii cinci termeni ai progresiei geometrice (b,),,, daca bi=1 si ratia g=5
3. Sa se determine al cincilea termen al unei progresii geometrice (b,)

ratia este egald cu 3 si primul termen este egal cu 2.
4. Se considera progresia geometrica (b,),,, incare bi=3 si bo=12. Sa se calculeze al

, stiind ca

nzl

nzl1
cincilea termen.

5. Se considera progresia geometricd (b,),., incare bs=6si bs=24. Sa se determine bo.

nzl

6. In progresia geometrica (b,),., cu ratia g = 2iar b, =384, sa se calculeze b,.
7. Sa se determine produsul primilor trei termeni ai unei progresii geometrice (b,),.,,
stiind ca primul termen este egal cu 1 si ratia este ¢ =—2.

8. Sa se determine al patrulea termen al unei progresii geometrice in care primul termen

. . 1
este egal cu 16, iar ratia este 5

9. Sé se determine ratia progresiei geometrice (,),.,, stiind ca b, =3 si b, —b, =3.

10. Sa se determine suma primilor trei termeni ai unei progresii geometrice, stiind ci
suma primilor doi termeni ai progresiei este egald cu 8, iar diferenta dintre al doilea
termen si primul este egald cu patru.

11. Sa se determine primul termen al unei progresii geometrice stiind ca raportul dintre

primul termen si al patrulea este %si cd b, =3.

12. Se considera progresia geometrica (b,),., In care b =1 si b, =3.Sa se calculeze b,.

nzl

13. Se considera progresia geometrica (b,)
14. Sa se determine al patrulea termen al unei progresii geometrice, stiind ca ratia este

in care b, =2 si b, =6.S4a se calculeze b;.

nzl

egald cu %si primul termen este 27.

15. Se considerd progresia geometrica (b,),., in care b, =1si b, =6. Sd se calculeze b;.

nzl

16. Se considera progresia geometrica (b,),., in care b, =6si b, =162. Sa se calculeze b,.

nzl

17. Se considera progresia geometrica (b,),., in care b, =2si b, =16. Sa se calculeze b, .

nzl

18. In progresia geometrica (b,),., cu toti termenii pozitivi se cunoaste b, =18si
b, =162. Sa se determine primul termen b, siratia q.
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19. In progresia geometrica (5,),., cu toti termenii pozitivi se cunosc relatiile b, =95, si
b, +b, =72. Sa se determine primul termen b, siratia g.

20. Sd se gdseasca primul termen hsi ratia ga progresiei geometrice (b,)  daca
b,—b, =12, b,—b, =48.

21. In progresia geometrica (b,),.,cu toti termenii pozitivi se cunosc relatiile:

b +b,+b,+b, =780si1 b _ 25.Sa se determine primul si al cincilea termen al progresiei
3

geometrice.

22. Sa se arate ca numerele 1, log, 9 si 3f64 sunt termenii consecutivi ai unei progresii
geometrice.

23. Se considera functia f:R—>R, f(x)=3x+1. Sa se arate ca numerele f(0), f(1), f(5)
sunt termenii consecutivi ai unei progresii geometrice.

24, Sa se determine numarul real x stiind cd numerele 4; 6; x+6sunt termenii
consecutivi ai unei progresii geometrice.

25. Sa se determine numarul real x stiind cd numerele 4, x—2si 9 sunt termenii
consecutivi ai unei progresii geometrice.

26. Sa se determine x e Rstiind ca: a) 27, x+5 si 75 sunt termenii consecutivi ai unei
progresii geometrice ;

b) x-1, 2x, 5x + 3 sunt termenii consecutivi ai unei progresii geometrice ;

27. In progresia geometricd (b,),,, cu toti termenii pozitivi se stie cd numerele
x,10,25 sunt termeni consecutivi. Aflati-1 pe x.

28. Sa se determine xeR, stiind ¢d 5—x, x+7, 3x+11sunt termenii consecutivi ai unei
progresii geometrice.

29. Se considera functia f:R—>R, f(x):[;j. Sa se calculeze suma

S=fMO+f2)+f3)+...+ f(2013).

30. Se considera functia f:R—>R, f(x)=2x+1. Sa se calculeze suma
S=FD)+fQ)+ (2 +..+ f(2").

31. Se considera functia f:R—>R, f(x)=3x+2. Sa se calculeze suma
S=f+f @D+ @) +...+ f(4°)

32. Se considera progresia geometricd datd de formula termenului general b, =2-7". Se
cere suma primilor 10 termeni ai progresiei.

33. Si se calculeze sumele : a) S=1+2+2"+2°+...+2" ;
1 1 1 1

R +...+3W ;
34. Se considera progresia geometricd (b,),., cu termenii pozitivi in care b, =2si b, =8.
Sa se calculeze suma primilor zece termeni.

35. Sa se calculeze sumele:

a) S=1+2+27+2°+..+2%; b) §=3+3"+3"+..+3%
1 1 1 1 1 I 1 1 1

C) S=—4+—+—+—+.t— d)I+-+=+—=+—

) 2 22 2 2 2% ) 3 3 3 3
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36. Fie functia f(x)= (%j . Sasecalculeze f()+ f(2)+ f(B)+...+ (2014).

37. Sa se arate ca numarul a=1+l+i2+i3+....+%e(l;2) )
2 2 2 2
38. Sa se calculeze suma : S=3+33+333+...+333...3.
%
39. Sa se determine » € Nastfel incat 1+3+9+....+3" =1093.
40. Sa se calculeze suma S=7+77+777+..+7777...7.
—

2013 de 7
41. Sa se scrie formula termenului al n-lea al progresiei geometrice date prin :
a) b, =2b . =3b, b) b =4,b,, =-3b,
) b =9,b,, =2b d) b =10,b,,, = ébn
42. Sa se gaseasca primul termen bl si ratia q a progresiei geometrice (b, ), daca :
b,—b =—4 b,—b, =12 b, =25
a) 2 1 b) 3 2 C) 6
b, —b, =8 b, —b, =48 by =9
43. Sa se calculeze sumele :
a)1-2+2> -2 +....... +2%; b)%—ziz+2i3— ....... %
¢) I+11+111+1111+......... 111111...1 (denori 1);

d) 1+2-2+3-27 +4.2° +....100- 2% ;
44. Sa se verifice dacd un sir (b,),., este progresie geometricd daci se stie cd suma
primilor n termeni ai sdi este S, =2"—1.

45. Sa se calculeze sumele:

a) S=l+x+x"+x +..+x";

b) S=1+2x+3x"+4x" +....+mx"";

c) S=14+2-2+3-2>+4-2° +...+100-2”;
1 1 2 1 3 1 n-1
d) S=1+2|1+= |[+3|1+— | +4|1+— | +..4+n|1+=]| ;
n n n n

1Y 1Y 1Y
e) S:(x+—j +(x2+—2j +....+(x"+—ﬂ} , x#0;£1;
X X X

f)S‘_xl_*_yl x2+y2 xn+yn
(x+»' (x+y) (x+y)"’
g) S=n+(n—1)-x+(n—=2)-x"+...+2- x> +x"";
46. Sa se calculeze sumele:
a) S=9+994+999+...4999...99 ;
—
nde 9
b) S=1+12+112+1112+....+11....112;
—
n—1 de 1
C) S=2+422+222+2222+....+22...22;
—

n de 2

x, 1)0;

47. Se considerd progresia geometrica (b,),., In care P, = P,. Sd se calculeze produsul

n=l

primilor 50 de termeni ai progresiei, P,,.
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48. In progresia geometrica (b)), se cunoaste ratia q =4 . Sa se determine neN, n)3
stiiind cd b, +b, +b, +...+b, =1365.

49. Si se determine x e Rastfel incat numerele 2* —7; 2" —5; 4.2° +17 sa fie termenii
consecutivi ai unei progresii geometrice.

50. Se considerd sirul (a,),.,cu @, +a, +a,+..+a,=n"+5n+1, VneN*. Sa se arate ca
(a,), € progresie aritmetica.

51. Se considerd sirurile (a,),., respectiv, (b,),., definite prin a, =3n+2respectiv,

b, =2", neN*.

a) Ardtati ca (a,),,, este progresie aritmeticd iar (b,),., este progresie geometrica.

b) Sa se determine n e N* astfel incat b,-b, b, -....-b, =4".

52. Sa se determine patru numere in progresie geometrica stiind cd suma termenilor

extremi este egald cu triplul mediei aritmetice a termenilor egal departati de extremi, iar
primul termen este a.
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4. FUNCTII
4.1 Functii. Definitie. Proprietati

Una din notiunile fundamentale ale matematicii o constituie notiunea de functie, (de
la latinescul functio = realizare) aceasta fiind rezultatul unui indelungat proces de
abstractizare, in dorinta de a obtine o  descriere cit mai riguroasa, stiintificd, a
fenomenelor din natura.

In 1749, matematicianul Leonhard Euler(1701-1783) prezenta notiunea de functie
ca o marime variabila ce depinde de altd marime variabild, insd fundamentarea teoretica
a acestei notiuni la care au contribuit si Gottfried Leibniz(1646-1716) si Isaac
Newton(1643-1727), a tinut cont de corespondenta ce se poate stabili intre doud
multimi de obiecte, In cazul matematicii, multimi de numere, corespondentd ce face ca
unor elemente dintr-o multime A sa le corespunda alte elemente dintr-o multime B.

Sa consideram un mobil care se deplaseaza rectiliniu si uniform intr-un singur sens
pe o dreaptd incepand dintr-un punct O §i s3 masurdm cu ti, t2, t3,....momentele la care
ajunge parcurgand diferite distante di, d2, ds,...... Observam cd se cunoaste miscarea
mobilului daca in fiecare moment t se cunoaste distanta corespunzatoare d. Astfel,
spunem ca distanta parcursa este in functie de timp adica depinde de timp sau ca distanta
este functie de timp.

Curentul electric ce trece printr-o rezistentd la diferite tensiuni Ui, Uz, Us, ....U, va
avea diferite intensitati I, Io, I3,...,Is, iar modul in care variaza curentul electric esta dat
tocmai de corespondenta dintre valorile pe care le ia tensiunea si cele pe care le ia
intensitatea. Spunem astfel, ca variatia intensitatii depinde de tensiune sau cid este
functie de tensiune.

De asemenea, cercurile de raze diferite au arii diferite, adicd aria fiecarui cerc
depinde de raza sa, conform formulei 4= zr*adica aria unui cerc este functie de raza
sa.

Cum 7y (r, = 4, (A(4 Fig. 1

Matematica nu se poate limita la studierea unor corespondente particulare, asa
cum apar in fizicd, chimie si In alte domenii, ci studiazd aceste aspecte la un nivel
general ca mai apoi, rezultatele obtinute sa poata fi folosite de celelalte stiinte conform
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specificului fiecareia. Cercetarea acestor corespondente care se pot stabili intre doud
multimi de numere este introdusa prin urméatoarea definitie :

Definitie : Fie A si B doud multimi nevide. Se numeste functie definiti pe A cu valori
in B, un triplet de forma (A,B,f) in care, printr-un procedeu (lege, corespondentd) notat
cu f, fiecarui element x din A ii corespunde un singur element y din B.

Convenim sd notam o functie astfel, f:4— B sau A—f>B, unde

A se numeste domeniul de definitie (Dr), adica multimea de unde f ia valori ,

B se numeste codomeniu (Cds) sau multimea valorilor functiei, adica multimea in care
functia ia valori, iar legdtura pe care o stabileste functia intre elementele x e 4 si valorile
corespunzatoare y € Bse numeste lege de corespondenta.

Daca x este un element din A si daca lui x ii corespunde elementul y din B, se spune ca y
este imaginea lui x prin functia f sau ca y este valoarea functiei f in x i se noteaza cu
f(x). Asadar, y=f(x) adica, y este functie de x, in sensul cd y depinde de x.

Exemplu :

Fie f:R - R, f(x)= x>-3x+4. Si se calculeze valoarea functiei f in punctele :

2)-1; b)z;c>%;d>ﬁ;

Rezolvare :
a) f{(-1)= (-1)2-3(-1)+4=1+3+4=8 ;  b) f(2)=2%-6+4=2;

©) f(%)=i—%+4=1_64“6 =% L D F(NZ)(V2) “3V2+4=2-3V2+4=6-342.

Definitie: Fie /: 4 — B. Se numeste imaginea functiei f , multimea tuturor valorilor
functiei f pe care o notam cu f(A) sau Im .

Asadar, pentru o functie f:4—B, f(4)={f(x)|xed,y=f(x)eB}
Exemplu: Fie f: {—\/5;—1;0;3;} — R, f(x)=-2x+3. Sa se determine imaginea functiei f.
Rezolvare : Im, = { F(=N2); £(=1); £(0); f(3)} = {2J§ +3;5;3; —3} :

Definitie: Doua functii f si g sunt egale daca si numai daca, au acelasi domeniu de
definitie, acelasi codomeniu si stabilesc aceeasi corespondenta.

Exemplu: Fie functiile f:{-2;-1;0;1;2} —> Z, f(x)=5x+6 §i g: 4— Z, g(x)=(a-4)x+2b.
Sa se determine a si b astfel incat functiile f'si g sd fie egale.

Rezolvare: f =g A={-2;-1;0;1;2}sia—4=5,a=95i2b=6adicib=.

Observatie: Daca doua functii f si g au acelasi domeniu de definitie A dar au valori
diferite cel putin pentru un element x din domeniul de definitie, atunci f i g nu sunt
egale.

Modalit:iti de a defini o functie
O functie poate fi definita in urmatoarele moduri:

1) Cu ajutorul unor diagrame: Fie 4={1,2,3,4},B={1,4,9,16,20};

2) Cu ajutorul unui tabel de Yalori, numit tabelul de valori al functiei f.
3) Cu ajutorul unei formule: In cazul nostru, f este functia patratica, f(x)=x2.

FO=r=1, f(2)=2"=4, f(3)=3"=9, f(4)=4"=16.
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Exemple :
Care dintre diagramele de mai jos nu reprezinti functii si de ce ?

e
Rezolvare: Diagrama c) nu reprezinta o functie deoarece lui a nu-i corespunde niciun
element in codomeniu; Diagrama d) nu reprezintd o functie deoarece lui b ii corespunde
douid elemente in codomeniu; De asemenea diagrama e) nu reprezinta o functie deoarece
lui d nu-i corespunde niciun element in codomeniu.

Observatie : Fie /: 4— B si x e A un element arbitrar din A. Atunci, X se numeste
argumentul functiei f (sau variabila independentd a functiei f).

Dacia A si B sunt multimi finite sau A,B=R si f: 4 — B, atunci, astfel de functii se
numesc functii reale de o variabila reala sau functii numerice si au intodeauna valori
finite.

Unele functii pot fi definite pe o reuniune de intervale, in moduri diferite pe fiecare
interval in parte.

L), xel & . e -
fIuJ >R, f(x)=1" . In acest caz, fi si f2 se numesc restrictiile functiei f.
fr(x),xed
De exemplu,
—x+4,x € (-o,1] STTSE .. .
f:R—>R, f(x)= . Restrictiile in acest caz sunt functiile, fi(x)= -x+4 si
2x+1,x € (1,+0)
H(x)=2x+1.
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Graficul unei functii

Definitie : Fie A si B doud multimi (finite) de numere reale si /: 4 — B. Graficul
functiei f reprezintd multimea tuturor punctelor de forma (x, f(x)) unde xe A4 iar f(x)
este valoarea functiei f in punctul x. G, = {(x f(x)|xed, f(x)e B} C AxB.

Ecuatia y=f(x) se numeste ecuatia graficului functiei f. Reprezentarea grafica a unei
functii se face intr-un sistem de axe de coordonate sau sistem de axe ortogonale.

! Gy

Ordonata punctului P Px:y)

SN

| Axa abciselor

NN

f— 0 x X

Axaordonatelor P y- y)€E Gf =3 f(x)= y

Exemplu: Sa se reprezinte grafic functia /:{-2,0,1,3} > R, f(x)=x-1;

Rezolvare: Se determind multimea valorilor functiei, astfel, f(-2)= -3, f(0)= -1, f(1)=0,
f(3)=2 si se reprezintd intr-un sistem de axe de coordonate, punctele: A(-2 ;-3), B(0 ;-1),
C(1:0), D(3;2).

2 ey DE2)

' Asadar, daca f(x) este definita pe o
1 . . .

o 01 3 iy multime finitd de puncte atunci graficul

A -1 lui f(x) este format tot dintr-o multime

- finitd de puncte.

;
!
i
!
L]
i
i
i
i
L.

SO
A-2-3)

Definitie : Un punct M(a,b) apartine graficului unei functii f,
M(a,b)eG, < f(a)=b.

Exemplu: Si se determine m e R astfel incat punctul A(m;3) sa apartind graficului
functiei /:R —» R, f(x)=5x-2.
Rezolvare : A(m;3) e G, < f(m) =3 = 5m-2=3, adicd m=1.

Definitie : Fie D o mulfime simetrica. O functie f/: D — R se numeste para daca
f(=x)= f(x), Vxe Dsise numeste impard dacd f(—x)=—f(x), VxeD.
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Exemple: Sa se studieze paritatea functiilor :

a) R R, f(x)=5x*-3x*;b) f:R—>R, f(x)=2x"—x;

Rezolvare : a) f(—x)=5(—x)° =3(-x)*> = 5x° —3x” = f(x) = f este functie para ;
b) f(—x)=2(-x)’ —(=x) =-2x+x=—(2x" —x)=—f(x) = f este functie impara ;

Activitate independenti | Raspuns

2016
Sa se arate ca functia f:R—> R, f(x)=

este para.

X +9

=+ Erercitii rezolvate

1. Sa se determine x € R astfel incat:

a) A(x—4;6)eOy; b) A2x+6;1)eOy; ¢) A3;x+2)eOx; d) A(-2;4x—8)eOx.
Rezolvare:

a) Pentru ca A sa apartina axei ordonatelor trebui ca abcisa punctului A si fie 0 adica
x—4=0, de unde rezultd cd x=4; b) Analog, 2x+6=0= x=-3; c)Pentruca A sa
apartind axei Ox trebuie ca ordonata punctului A sa fie 0 adica x+2=0=x=-2; d)
Analog, 4x—-8=0=>x=2;

2. Sa se reprezinte in plan dreptele de ecuatii:
a) x=4;, b)y=3; ¢)x-2=0, d) y+4=0; e)2x—-5=1; f)4x-3=2x+9;
Rezolvare:

a) Dreptele de forma x=a, a e Rsunt drepte care A
trec prin punctul de abcisa a si sunt paralele cu axa
Oy;

b) Dreptele de forma y=a, a <R sunt drepte care
trec prin punctul de ordonatd a si sunt paralele cu

axa Ox;

) x—2=0=>x=2; d) y+4=0=y=-4;

e) 2x—5=1=2x=6=>x=3;

f) 4x—-3=2x+9=2x=12=x=6.

y:

v

o] X=2 | x=4 X

=4

3. Si se determine imaginea functiei /:{-3;—1,0;3} >R, f(x)=3x+1;

Rezolvare: Imaginea functiei f sau multimea valorilor functiei f este egald cu multimea
Im /' ={/(=3); f(=D; £(0); f (3)} = {~8 -2 1;10};

4. Sa se arate cd  f(x)=g(x)unde:

a) f(x)=(x—-H(x+2) si g(x)=x"-2x—-8;

b) f(x)=

X

*-4
si g(x)=x-2;
x+2
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x -8

si g(x)=x"+2x+4.

Q) f()="—

Rezolvare:

a) Se desfac parantezele rezultand
F)=(x—H(x+2)=x"+2x—4x-8=x"-2x-8=g(x);
x*—4 C(x=2)(x+2)
x+2 x+2 a
x -8 _ (x=2)(x* +2x+4) _
x-2 x—2 -

b) Evident, f(x)=

x—=2=g(x);

X +2x+4=g(x);

) f(x)=

5. Si se determine a,b,c € Rastfel incit f(x)=g(x), unde f:[0;3a+8] >R,
g:[2b+4;ll]—>R, f(xX)=(@4a—-6)x+c-2, g(x)=2c+4)x+2b-1.

Rezolvare:

0=2b+4
f)=glx) < Sat+8=11 =>b=-2;a=1 c=-3.

4a-6=2c+4

c—2=2b-1
6. Sa se arate ci functia /R R, f(x)= . 4):;2 este o functie para.
Rezolvare:

(—x)° x° < = <

f(=x)= = >~ = f(x), rezultd ca f(x) este pard pe R.

(=x)* +(=x)? Xt +x

Exercitii propuse || =\|

1. Fie f:R - R, f(x)= x>-3x+4. Si se calculeze valoarea functiei f in punctele :
D13 6)230) 1) V2 ;

2. Fie f: {—«/5;—1; 0;3;} — R, f(x)=-2x+3. Sa se determine imaginea functiei f.

3. Fie f: {—2;0;;;\/2_; J%} — R, f(x)= x>-3x+2. Si se determine imaginea functiei f.

4.Fie f:R—R, f(x)=x’-1000. Si se calculeze produsul
P=f0)-1(2)- fO3)-....- f(49)- £(50)

5.Fie f:N—>Z, f(x)=(-1)""+(-2)"". Si se calculeze f(-1)+ £(0)+ f(1);
6. Sa se determine domeniile maxime de definitie ale functiilor :

a) f,(x):)’:z; b)]g(x)=#+:_4; ) filx)=x% d) f.(x)=2x+6;

7. Sa se determine domeniile maxime de definitie ale functiilor :
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xX+5 3x x+2 .
a) f()=—>:  b) gly)=——; ¢) h(x )= g d) i(x)=7x-9;
x—4 X" - —6x+8
Jj(x)=2sinx+3cosx;
8. Sa se determine domeniile maxime de definitie ale functiilor:
Q) f0=-6x-3; b) f)=VEHT6: ) f(0=21
9. Sa se determine domeniile maxime de definitie ale functiilor Fie /:D—> R, in
urmatoarele cazuri:
3x-1 1 x—1

) f=—si b f@er 9 S D) =

. x _ 1 )
e) f(x)_x2+4’ f) f('x)_ 2—8x,
10. Fie /:D >R, f(v)_if

+
a) Sa se determine domeniul de definitie a lui f;
b) Sa se calculeze produsul P= f(0)- /(1)- f(2)-....- £(49)- £ (50).
c) Sa se determine a € Z astfel incat f(a)eZ.
11. Fie functiile f:{-2;-1;0;1;2} - Z, f(x)=5x+6 si g:4—>Z, g(x)=(a-4)x+2b. Si se
determine a si b astfel incat func‘;iile f si g sa fie egale
—6x+8

12. Fie f,g:R\{-2;2} >R, f(x)=—5i g(x )—74 Si se arate ¢ f(x) = g(x).
+ —
13. Sa se determine intersectiile graficului functiei f:R\{4} >R, f(x)= 2x +48 cu

axele de coordonate.
14. Sa se determine coordonatele punctelor de intersectie a graficului functiei f cu axele
OX si OY in urmatoarele cazuri:

D f=4r-8 b 0= 0 sm= @) = (-2x—4);
x+1 x+2
o fm=""2  p rw=2"1
x—2 x +1

15. Fie f:R—>R, f(x)=x"—(a+2)x+a. Determinati valoarea numarului real a, stiind
ca punctul A(-2;5) apartine graficului functiei f;

16. Fie f:R >R, f(x)=ax"’+(1—a)x’ +5. Si se arate ca punctul M (—1;6)apartine
graficului functiei f, pentru orice numar real a;

17. Fie functia /: R > R, f(x)=-2x+8. Sa se calculeze distanta de la punctul O(0,0) la
graficul functiei f.

18. Sa se arate cd graficul functiei /:R—>R, f(x)=x

2016 4 4x? +2015 nu intersecteaza

axa OX.
. . x+4, x<a . . A
19. Fie functia f:R —> R, f(x)= . Sa se determine a e R astfel incat
-x+6, x)a
f@+a*—4a+1=0.
3
20.Fie /f:R—>R, f(x)= Demonstratl cd f(—x)=—f(x), VxeR
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21.Fie f:R—>R, f(x)=x"+5x. Sd se arate cd f(—x)=—f(x), VxeR.
22.Fie f:R—>R, f(x)=x""+3x. Calculati
FED)+f( D+ f(3)+oet+ f(O)+...a+ £(5).

23. Sa se arate cd urmdtoarele functii sunt impare:
2015

8) f(1)=x 48 b) f() =2 +4x; ©) f()=2s d) f(¥)=x+;
x“+9 X
24.Fie f:R—>R, f(x)=x"+3x>+2015. S se arate ca f(~2)= f(—2).

2013
25. Sa se arate cd functia /:R\{0} >R, f(x)= L}x este o functie para.
X
, , 2x* -4, x<0
26. Se considerd functia /:R >R, f(x)= * =0
x+2, x)0

a) Sa se caleuleze £(0), (2, /&), /(2), /(-2), f@ -2

b) Sa se calculeze f(1)+ f(2)+ f(3)+ f(4)+....... + f(20);

¢) Sa se calculeze f()+ £(2)+ f2))+ f(2) +..oo..+ £(2);

27.Fie f:R—>R, f(x)=4x-12. Sa se calculeze f(1)- f(2):- f(3)-......- /(20).

28.Fie f:R—>R, f(x)=x+4.Sdse calculeze f(1)+ fQ3)+ f(3) +.cc..+ £(3").

29. Fie f:R — Rcu proprietatea 3 f(x)— f(—x) =2x* +6x”. Sa se demonstreze ca f este 0
functie para.

4.2 Functii monotone

Definitie : O functie /:D—R, Dc Rse numeste strict crescitoare pe D (respectiv
strict descrescitoare pe D < (V)x,,x, € D,x,(x, = f(x){(f(x,) (respectiv 1 (x,))f(x,)).

O functie care este strict crescatoare sau strict descrescatoare pe D se mai numeste strict
monotona.

Definitie : O functie /:D—>R, DcRse numeste crescatoare pe D (respectiv
descrescitoare pe D < (V)x,,x, € D,x,(x, = f(x) < f(x,) (respectiv f(x,) = f(x,)).
O functie care este crescédtoare sau descrescatoare pe D se mai numeste monotona.

Exemplu: Functia f:R—>R, f(x)=4x+5este crescitoare pe Rdeoarece din
X, Sx, =>4x, <4x, = 4x, +554x,+5= f(x) < f(x,) ;

Definitie: (0] functie f:D->R, Dc Rse numeste constanta
S Vx,x,eD= f(x)=f(x,).

Exemplu: /:R—>R, f(x)=5
In general, pentru a determina monotonia unei functii se utilizeaza semnul ’raportului
de variatie’’ asa cum rezultd din urmatoarea teorema:
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: O functie /:D—>R, Dc Rse numeste strict cresciatoare pe D (respectiv

strict descrescitoare pe D < (V)x,,x, e D= M)O (respectiv M(O ).
X=X, 17 %
Exemplu: Si se studieze monotonia functiei f:[2;+00) >R, f(x)=+2x—4 ;
Rezolvare : Fie x,,x, €[2;+0).
Din f(xl)_f(xz):V2x1_4_\/2x2_4: 2(x, —x,) _ 2 Y0 =
X, - X, X, =X, (o —X%)(2%, —4 +2x,-4)  [2x -4+ 2x, -4

f este strict crescatoare ;

. . . Si(x),xeAd . .
Observatie: Dacd o functie f:AUB >R, f(x)= este monotona si pe A si

fr(x),xeB

pe B, nu rezulta obligatoriu ca f este monotond sipe AUB.

3x+1, x<4

x+4, x)4

Rezolvare : Se observa ca restrictiile lui f sunt functii strict crescatoare. Restrictia f1(x)=
3x+leste strict crescatoare pe (—0;4], iar restrictia f>(x)= x+4 este de asemenea strict

Exemplu: Si se studieze monotonia functiei /:R—>R, f(x) :{

crescitoare pe (4;+w0). Pentru a putea spune cd f este strict crescatoare pe intreg
domeniul de definitie R, trebuie verificata definitia, astfel

S Mx,x, € Rox, <Kx, = f(x) < f(AXS(x,). In cazul nostru, S(x)<f(4)=13 si ar
trebui ca 13 = f(4){f(5) =9ceea ce este fals, asadar, f nu este strict crescatoare pe R.

Activitate independenti | Rispuns

Sa se studieze monotonia functiei f:R\{l} >R, f(x)= x—+i .

=4 Exercitii rezolvate

1. Si se studieze monotonia functiei /:R\{0} >R, f(x)= i};
X

. . 1.1 . <
Rezolvare: Fie  0(x(x, . Atunci, = x’(x,’ = —)— = f este strict descrescitoare ;
1 2

Analog si pentru x,(x,(0 sau x,(0(x,. Functia f este strict descrescitoare pe R\{0}.

2. Sa se studieze monotonia functiei /:R — Rin situatiile :

a) f(x)=4x-2; b) f(x)=—6x+2; ¢€) f(x)=(a"+3)x—4;

Rezolvare:

a) Utilizand definitia, fie x,,x, € Rastfel incat x,(x,. Rezulta, 4x,(4x, = 4x, —2(4x, -2 =
f este strict crescatoare pe R; Se poate folosi semnul functiei de gradul intai;

b) Analog, se observd cad pentru xi, X2 fixati, astfel incat  x(x, se obtine
—6x,) —6x, = —0x, +2) —6x, +2

Rezulta ca f este strict descrescatoare pe R.
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¢) Conform semnului functiei de gradul inti, cum a>+3 este pozitiv, rezultd ca functia
este strict crescatoare ;
3. Sa se studieze monotonia functiilor:
1
a) f:(l;+0) >R, f(x):—l ; b) f:R->R, f(x)=x+2x+4 ;
X—

{2x+l, x<2
¢) f:R-oR, f(x)=
x+4, x)2

. 1 1 . =
Rezolvare: a) Fie I{x,(x, =>——)——, f este strict descrescatoare ;
D x, +1

b) x,(x, = x(x,) = X7 +2x, +4x,” +2x, +4= f(x){f(x,) = f este strict crescitoare ;

x—4, x<3

;5 d) f:R>R, = .
)[R R, 1) {—2x+4, x)3

¢) Se aratd ca feste strict crescatoare pe (—oo;2]si (2;+0] deoarece restrictiile

fi(x) = 2x+1 si f2(x)= x+4 sunt functii de gradul intai ; Pentru a arata ca f este strict
cresciatoare pe intreg domeniul de definitie mai trebuie verificatd si relatia:
% <206 = f(x) < S (x,).

Fie x, <2{x, = f(x)) < f(2) =5(6{f(x,) asadar, f este strict crescatoare pe R.

d) Restrictiile functiei f sunt fi(x)= x - 4 care este strict crescatoare pe (—oo;3]si f> (x)= -
2x + 4 care este strict descrescitoare pe (3;+o0) prin urmare, fnu este monotona pe R;

4. Sa se determine monotonia functiei /:R—->R, f(x)= x—4| .

Rezolvare: Mai intéi se expliciteaza functia rezultand:

x—4, x—4>20, x>4
-t -

—x+4, x—40, x(4
Asadar, Vx,,x, €(—0;4), x(x, =>—x +4-x,+4= f(x))f(x,), f este descrescatoare pe
(—0;4) .
Pentru Vx,,x, €[4;0), x(x, = x —4(x,—4= f(x)(f(x,), f este strict crescatoare pe
(4;00).
5. Sa se studieze monotonia functiei f:R—>R, cu proprietatea
2f(x-2)+ f(1—-x)=x-15.

Rezolvare:

Se fac notatiille f(x—2)=u, f(1-x)=v, rezultdind 2u+v=x-15. Dupa ce facem
transformarea 1-x—>x-2=>x—>3-x=> 2v+u=—-x-12. Rezolvand sistemul
2u+v=x-15 . L. . .

, se obtine u=x—-6, adicd f(x—2)=x—6. Mai departe se face notatia
Uu+2v=—x-12

x—2=t=x=t+2si se obtine functia
f(@®)=t—4. Cum argumentul unei functii se ia cu x, obtinem ca functia data este
/' (x) =x—4iar monotonia se face usor rezultdnd ca f este strict crescétoare pe R.
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Exercitii propuse |+ =\|

1. Fie f:{,2;3} >R, f(x)=x"—2x"+x-3. Si se arate ca f este crescatoare.
2. Sé se arate cd functia f:R—> R, f(x)=4x+5este crescatoare pe R .
3. Si se studieze monotonia functiei f:[2;00) > R_, in cazurile:

a) f(x)=\2x=4 ;b) /(x)=3x-6.

4. Sa se studieze monotonia functiei /:R\{0} >R, f(x)= %;

5. Sa se studieze monotonia functiilor:

a) f:(l;+oo)—>R,f(x)=i; b) f:R>R, f(x)=x+2x+4 ;
241, x<2

c) f:R—)R,f(x):{ ; d) f:R—>R, f(x)z{
x+4, x)2

x—4, x<3
2x+4, ¥)3
x-3

6. Sa se studieze monotonia functiei / :R\{2} >R , f(x)= L
x+

7. Sd se determine monotonia functiilor:

a) [R-R, f(x):|x+5|. b) /:R—>R, f(x):|2x—4|;
¢) [:ROR, f(x)=|x+3+[x+2
8. Fie /:R—R. Si se determine m e R astfel incat f sd fie monotona, unde:

-3x+2, xe(-0;2]
b) f(x)=

B

) f<x)={x_3’ vetet,

mx+4, xe(l;oo)’ mx—35, xe(2;0)

Stiati ¢z ?

Matematicianul si filozoful francez Rene Descartes (31.03.1596 — 11.02.1650) este
considerat parintele geometriei analitice si reformatorul algebrei.

Inca de la virsta de 8 ani era poreclit ,.filozoful” céci dddea dovada de o buna
stdpanire a cunostintelor iar de la 14 ani era preocupat de studii matematice.

Cartea “La Geometrie”(1637) este fundamentald pentru geniul sdu matematic, caci
aici, este primul matematician care introduce notiunea de variabila gi foloseste metoda
coordonatelor prin care problemele de geometrie se reduc la probleme de algebra. A
folosit literele alfabetului latin pentru notatii , constantele cu primele litere iar
variabilele cu ultimele litere. Astfel, geometria analiticd pe care el a fondat-o este in
stransd legaturd cu sistemul de coordonate carteziane - de la numele lui, pe care el 1-a
introdus si unde a notat axele cu Ox si Oy. Astfel, un punct din plan se reprezinta prin
doud coordonate, abcisa pe Ox si ordonata pe Oy. Luand un segment al dreptei ca fiind
segment unitate, a descoperit cd pentru orice punct de pe dreapta se poate asocia un
numar real, introducand astfel axa numerelor reale ceea ce era o noutate pentru acel timp.

([6],p-34)
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4.3 Compunerea functiilor

Definitie: Fie /:4— Bsi g: B— C doua functii. Prin compunerea functiei g cu
functia f se intelege functia go /: 4 — C(si citim g compus cu f) cu proprietatea ca

(8o N =g(f(x), Vxed.

Exemplu: Fie f,g:R—>R, f(x)=2x+3, g(x)=x"+4. Atunci,
(goNX)=g(f(x) = f(x) +4=(2x+3)’ +4=4x" +12x+13 iar
(feg)x)=f(g(x)=2g(x)+3 =2(x" +4)+3=2x" +11.

Observatie:
Daca f:4— B, g:B'— C atunci, are sens (go f/)(x)daca si numai daci B=B".
BJ
C
A
B
i f ﬁf\ ;
y=f(x) z=g(y)=g(f(x))
Proprietiti:

1. Compunerea functiilor nu este comutativa: fog=gof';
2. Compunerea functiilor este asociativa: (fog)oh= fo(goh).

Activitate independenta | Raspuns

Fie functia /:R\{1} >R, f(x) =x—+1. Sé se calculeze (f o f)(x). (f o /)0 =x
o

=+ Erercitii rezolvate

1. Se considera functiile /,g:R >R, f(x)=4x-1, g(x)=x"—2x.Si se determine
functiile: (fog)(x), (g°/)(), (fo/)(x), (gog)).

Rezolvare:

(fog)®) =1 (g(x))=4g(x)~1=4(x" —2x)~1=4x" —8x—1;

(go /)@ =g(f(x)=,*(x)=2f(x)=(4x—1)* =2(4x—1) =16x" —16x+3;
(o)D) =f(f(x)=4/(x)-1=4(4x-1)-1=16x-5;
(gog)(x)=g(g(x))=2g"(x)—2g(x) =(x" —2x)" —2(x* —2x) =x* —4x” +2x* +4x.

2. Se consideri functia /:R >R, f(x)=x"—2x . Sa se calculeze (/o fo fo f)(1).
Rezolvare:
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Se calculeaza mai intai f(1)=-1 iar f(-1)=1. Atunci,

(fofefof)D=(Sofof)SM)=(Soff)=D=(ff)D=F(-D=1

3. Si se determine functiile (/og)(x), si (go f)(x)dacd f,g:R—>R,
f(x)=-2x+6, g(x) :{“4’ x=0
4x-2, x)0
Rezolvare:
xX)+4, f(x)<0 |-2x+10, x=3
(ge/)0)=g(/(0)= {4{;(1) —2,§ix))>o - {—8x+ 2, x3
2(x+4)+6, xSO_{—Zx—Z, x<0

(fog)(x)zf(g(x))z—2g(x)+6={_2(4x_2)+2’ x)O_ —8x+10, x)0 '

4.Fie /:R— R, f(x)=3x-2. Sa se determine functia g:R — Rastfel incat
(gOf)(x) =3x-2.

Rezolvare: Cum functia (go f)(x)=x+4 este de gradul inti inseamna ca si functia g
este de gradul intai, adica de forma g(x)=ax+5b. Din
2(f(x))=3x—2=aBx-2)+b=3x—2= 3ax—2a+b=3x—2=

3a=3=a=1=-2+b=-2=b=0= f(x)=x.

5.Fie f:R—R, f(x)=x—8m. Si se determine m < R astfel incét s aiba loc
egalititile:
(feof)(x)=x+16, VxeR;

Rezolvare: f(f(x))=x+16<x—8m—8m=x+16=>-16m=16=m=—1.

6. Fie /,g:R—>R, f(x)=ax+6, g(x)=x+2m, a,m<R. Sa se determine
a,meRastfel incit (fog)(-1)=18, (gol)(1)=-6.

Rezolvare: g(-1) =—1+2m:>(fog)(—l) = f(-1+2m)=a(-1+2m)+6=—a+2am+6.
Din (fog)(-1)=18=-a+2am+6=18=—a+2am=12. (1)
fH=a+6=g(f(1)=gla+6)=a+6+2m. Din

(ge)(D=—6=a+2m=-12=>m= —6—% si inlocuind in relatia (1) se obtine:

—a-12a-a’ =12=a’ +13a+12=0. Se obtine a e{-12;-1}.

121



Exercitii propuse |+ =\

1.Fie f,g:R>R, f(x)=2x"—4x+5 si g(x)=x-3. Si se calculeze
(fog)®), (g°f)X).
—2x+3, x<0

2.Fie f,g:R—>R, f(x)=3x-1 s1 g(x)= . Sa se calculeze
x+2, x)0

(/°g)2), (2°/)0).
3.Fie f:R—>R, f(x)=4x—2. Sa se determine functia g:R — R, astfel incat
f(g(x))=8x—-10.

4 .Fie f:R*>R, f(x)=

(o) H(Fof ) +o(fof)EDH(fof YD+t (fof )R +(fof)@).
5. Fie f:R—>R, f(x)=3x+m+2.S4 se determine m e R, astfel incat
(fo'f)(x) =9x+8.
6.Fie f,g:R>R, f(x)=3x-2, g(x)=x>+x+3. Sa se calculeze
(/2 8)(x),(g°/)x),(f o)D), (g°/)2).
7.Fie f,g:R >R, f(x)=4x+3, g(x)=x>—3x+1. Si se calculeze
(f e g)(x),(g°f)Nx),(fog)3).(g=/)D).
8Fie /:R—>R, f(x)=3x-2. Sd se determine functia g:R — Rastfel incat:
a) (gof)(x)=x+4, VxeR;;b) (gof)(x)=3x"-8, VxeR.
9. Fie f,g:R— R Si se rezolve ecuatia (g /)(x)=01n cazurile:
a) f(x)=x+5, g(x)=x-3; b) f(x)=2x-1, g(x)=4x+6;
¢) f(x)=x"+2x, g(x)=x-2; d) f(x)=x-2, g(x)=x>+3x+1;
e) f(x)=x"—1, g(x)=x>+2x;
10. Fie f/:R — R.Sa se rezolve ecuatia (/o f)(x)=0 in cazurile:
a) f(x)=5x-10; b) f(x)=4x+6; ¢) f(x)=x"—-2x.
11.Fie /:R—> R, f(x)=x—4m. Sa se determine m < R astfel incat s aiba loc
egalitatile:
(fOfOf)(x) =x+2m—6, VxeR;
12. Fie /:R —R. Sa se calculeze(fo fo....o fo f)(x), unde:
NIRRT Ay

. Sa se calculeze

==

nde f
a) f(x)=x+2; b) f(x)=3x+1;
13.Fie f:R—R. Dacd (fofofo...0of)(x)=8x—14, Vxe R,neN. Sa se calculeze
|

nde f

J@.
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5. FUNCTIA DE GRADUL I

5.1 Functia de gradul I. Definitie. Graficul functiei

Definitie: Se numeste functie de gradul intii, o functie de forma
[ R>R, f(x)=ax+bh, a,beR. Dacd a =0, atunci functia se numeste constanta.

Graficul functiei /: 4 — B este multimea G, = {(x;y)|x €d, y= f(x)} < AxB.

Intersectia graficului functiei de gradul intii cu axele de coordonate, OX, OY:
y=ax+b

a#0 y=ax+b ﬁOX:yzO:x:—ézA(—é,O)
a a

B(0;b)
b/ AOY :x=0= y=bh= B(0,b)
a
>X

b
G N Ox = A(-—30),

G, MOy = B(0;b)

Exemplu. Si se reprezinte grafic functia /:R — R, f(x)=x+3;
Rezolvare : Graficul unei functii definite pe R este o dreapta, de aceea pentru a trasa
graficul unei astfel de functii este necesar sa determinam doar doua puncte prin care sa

treacd dreapta.
Asociem lui f(x), ecuatia graficului lui f.  f(x) nor y , y=ax+b

Este suficient sa se facd intersectia cu axele de coordonate dupa modelul :
y=ax+b y=x+3

b b
mOX:y=0:>x=—;:>A(—;,0) NOX :y=0=>x=-3= A(-3,0)
AOY :x=0= y=h= B(0,h) NOY:x=0=y=3= 5(0,3)

Atunci, graficul este

Exemplu: Si se reprezinte grafic functia f:[-2;4] >R, f(x)= x+2.
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Rezolvare : In situatia in care functia f este definitd pe un interval I, avem urmitoarele
situatii :

Daca I este marginit, atunci graficul este un segment iar daca I este nemarginit la un
capit si marginit la celalalt atunci graficul este o semidreapta.

In cazul exercitiului nostru , graficul este un segment, de aceea este suficient si
cunoastem valorile functiei la capetele segmentului.

Conditia ca trei puncte A(x1,Y1), B(x2,y2), C(x3,y3) sa fie coliniare:
se determina functia f(x)=ax+b, al carui grafic este determinat de doua puncte si se
verifica dacd si cel de-al treilea punct apartine graficului lui f;
cu ajutorul lungimilor distantelor dintre puncte , se verifica dacd lungimea segmentului
cel mai mare este egald cu suma lungimilor celorlalte doud segmente.
Exemplu : Sa se arate ca punctele A(-3 ;-1), B(2 ;4), C(3 ;5) sunt coliniare.
Metoda I. Se determina functia de gradul intai, f(x) = ax+b, al cérei grafic trece prin
douid puncte de exemplu, prin punctele A si B.
{A(—3;—1) €G, {f(—3) =-1 {—3a+ b=-1
= =

B(24)€G, f(2)=4 2a+b=4
In continuare, se verifica daci cel de-al treilea punct C(3 ;5) apartine graficului functiei f.
Cum f(3)=3+2=5, rezulta ca A, B, C sunt coliniare.
Metoda a II-a. Daca suma lungimilor a doud segmente determinate de cele trei puncte
este egala cu lungimea celui de-al treilea segment, atunci punctele sunt coliniare.
Sa aratam ca AB+BC=AC. Se calculeaza fiecare segment cu formula distantei dintre

doud puncte A(x1,y1), B(x2,y2): AB= \/(xz —x)2+(y, —1,)?, AB=\5>+5* =52,

BC=NP+1 =2, AC=+6"+6" =62 ;

= a=1,b=2.Rezulta, f(x)=x+2.

Activitate independenta | Réspuns

Fie f:R->R,f(x)=(m-3)x+4m-5. S& se determine | me{-7;3}
m € Rstiind cd punctul P(m+3; 7) apartine graficului lui f;

=4 Exercitii rezolvate

1. Fie /:R—>R, f(x)=5x-30.Si se calculeze /(1) /(2)- /(3)-......- f(20).
Rezolvare: Deoarece 5x—30=0=x=6= f(1)- f(2)- f(3)-......- f(20)=0;
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2. Sa se determine f/:R—R, f(x)=ax+bstiind ca

w:m f3)=10.

Rezolvare: 3a+2b=8, b=-2= f(x)=4x-2.

3. Se considera functia /:R—>R, f(x)=2x+1. Sa se determine a < R astfel incat
punctul P(a’,4a+1) si se afle pe graficul functiei f.
Rezolvare: . P(a*,4a+1)eG, < f(a’)=4a+1= 2a" +1=4a+1= a<{0,2}.

4. Se dau punctele A(-1;4), B(-5;0), C(3 ;0). Se cere :

a) Sa se reprezinte intr-un sistem de axe de coordonate ;

b) Sa se calculeze lungimea segmentului AB ;

¢) Sa se calculeze aria triunghiului ABC ;

d) Sa se calculeze unghiul facut de dreapta AB cu sensul pozitival axei OX ;

e) Sa se determine functia f(x) =ax+b al carei grafic trece prin punctele A si B ;

f) Sa se determine m e R astfel incat punctele A, B si E(-7 ;m) sa fie coliniare ;

g) Sa se determine punctul de intersectie al graficelor functiilor f(x) si g: R —> R, g(x)= -
2x+6, unde f(x) este functia determinata la punctul ) ;

3x-2

h) Sa se rezolve ecuatia f'( )+ f(x+2)=0unde f(x) este functia determinata la

punctul e);

1) Sa se determine functia #:R — R, h(x)=ax+b stiind ca h(x+3)=f(x+2)-3x+f(-1), unde f
este functia determinata la punctul e) ;

Rezolvare : a)

b
4
C(3:0) y
5 1 |° 3
b) AB=\[(-1+5) +4 =16+16 =42 ; ) Ay =¥=%=16 ;

d) Se observa ca triunghiul ABC este dreptunghic isoscel in A, atunci masura unghiului
ABC este 45°;

{A(—l;4)e G, { f(-D)=4 {—a+b:4
c = =
B(-50)eG,  |f(-5)=0  |-5a+b=0

f) La punctul ¢) s-a gasit ecuatia dreptei ce trece prin punctele A si B, atunci ,
E(-T;meG, < f(-T)=m=>m=-2;
Pentru m= -2, punctele A, B si E sunt coliniare;

= a=L1b=5. Rezulta, f(x)=x+5 ;
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=x+5 . . .
g) {y * =>x+5="2x+6=>x= %, y= % ; Punctul de intersectie al graficelor

y=-2x+6
.. . 116
functiilor f'si g este P(E;?) ;

h) 3x-2

1) h(x+3)=-2x+11. Notam x+3=t, atunci x=t-3 si se obtine g(t)= -2t+17, sau g(x)= -
2x+17.

+5+x+7=0, 7x+46=0, jx:_g;

5. Fie functiile f,g:R—>R, f(x)=ax+b, g(x)=bx+a—3. Determinati numerele
reale a gi b astfel incat punctul A(2;3) sa fie punctul de intersectie a graficelor celor
doué functii.

Rezolvare: Cum 4=G, NG, rezultd f(2)=3si g(2)=3. Din cele doua rezulta

. {Qﬂ +b=3

2a+b=3, 2b+a—-3=3. Din =a=0,b=3.
a+2b=6

6. Fie f:Ro>R, f(x)=(x—-2)"-(x-3)(x+3)-5.S4 se determine o functie
g:R— Rastfel incat g(x+2)=f(x)+3.
Rezolvare: Se aduce mai intai f(x) la forma cea mai simpla.
f(X)=x"—4x+4—-x"+9-5= —4x+8.
Cum f(x)+3=—-4x+8+3=—4x+11este o functie de gradul intai rezulta ca si functia g(x)
este de gradul intai. Fie g(x)=ax+b, a,beR. Atunci, g(x+2)=a(x+2)+b. Din
g(x+2)= f(x)+3rezultd ax+2a+b=-4x+11= a=-4sidin 2a+b=11=b=19.Asadar,
g(x)=—4x+19.

4x-1, x(-1
7.Fie f:R>R, fxy=1 > ¥

ax+4, x>-1
a) Sa se determine a € R astfel incit punctul A(2,-8) sd apartina graficului lui f;
b) Pentru a = -6, si se determine multimea A = {x eR|f(x)>-2 }e

Rezolvare:
a) A2,-8)eG, & f(2)=-8=2a+4=-8=2a=-12=a=—6,

b) Pentrua=-6, f(x)>—1< —6x+4>-2=—-6x>—6=>x<1.Asadar, M =(-o1].

APLicAy PracTICE

O cultura de bacterii creste dupi o lege liniara de
forma c(f)=at+b, a,b R, exprimata in functie de timpul
t care este dat in ore. Astfel, dupi o ori sunt 600 de bacterii
iar dupa doui ore sunt 800 de bacterii. Si se determine cate
bacterii sunt dupi 10 ore ?

Rezolvare:
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Cum c(?) =at+b, atunci cind t=1 h rezultd 600 =a+b, iar cand t =2 h rezultd 800=2a+5.
Scéazand ecuatiile se obtine a = 200 iar din prima ecuatie se obtine b = 400. Asadar, legea de

crestere este de forma
c(t) =200z +400. Peste 10 ore vor fi ¢(10)=200-10+ 400 = 2400bacterii.

Exercitii propuse |+ :\I

1. Fie f:{-3;-2;-1;0;1;2} >R, f(x)=-2x+3. Sa se determine imaginea lui f.
2. Fie f:{-2;-1;0;1;2} > Z, f(x)= -3x+2. Sa se determine imaginea functiei f.
3. Se considera functia /:R >R, f(x)=2x+1. Sa se calculeze

S22+ fED+ O+ 7D

2x+1 —o0;1
4.Fie f:R>R, f(x)z{ N xe o ). Sa se calculeze f(-2) + f(2).

x> —=3x+5,x e[l;+0)
5.Fie f:R—>R, f(x)=2x—4.Sa se calculeze f(~10)- £(=9)-...- £(0)-...£(9)- £(10).
6. Se considera functia, /:R —R f(x)=x-3. Sa se calculeze
S (D) fO) (A
7. Se considerd functia /:R >R, f(x)=2x+10. Sa se determine
F(=10) £(=9)-erers F(O)-ovvev £(9)- £(10) .
8.Fie f:R—>R, f(x)=3x-1.Sasecalculeze f(1)+ f(2)+ f(3)+....+ f(50).
9.Fie f:R—>R, f(x)=x+3.Sasecalculeze f(1)+ f(2)+ f(2)+ f(2})+...+ f(2%).
10. Se considerda functia f/:R —>R, f(x)=2x+5. Sa se calculeze
T+ (D) + oot LO) e f( D)+ £(5) .
—Sx+2, x<0
3x+4, X0
a) Sa se calculeze 7(-3)+ f(0)+ f(3); b) Sa se calculeze
SD+fQ)+fB)+...+ 1(20);

12. Fie functia /:R >R, f(x)z{

11. Fie functia /:R—> R, f(x):{

—x+3, x(1

2x+5, x>1

. Sa se calculeze :

a) f(—%)+f(~/§—1)+f(%); b) f(D+/B)+fB*)+...t [3).

2x-3, x€Q FQ)+1@)
13. Fi ‘R->R = . Sa Icul ;
1e f:R—>R, f(x) %’ feR\O a se calculeze f(l+«/§)—f(l—«/§)

14. Sa se determine functia de gradul intdi /:R >R, f(x)=ax+b, stiindca f(1)=2
st f(=2)=-7.

15. Sa se determine a,b,m,neRastfel incat functiile f:[a;b]—> Rdefinita prin
f(x)=mx+4 si g:[0;1] > R definitad prin g(x)=3x+n sa fie egale.
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16. Fie f:R—>R, f(x)=ax+b. Sd se determine a,heR stiind ca graficul lui f

intersecteaza axa OX in -2 si axa OY in 2.
17. Sa se determine punctele de intersectie ale graficului functiei 7/ :R—>R,

f(x)=3x—6cu axele de coordonate.

18. Sé se determine m e Rastfel incat punctul A(m;3) sd apartind graficului functiei
fR—>R, f(x)=5x-2.

19. Fie /:R—>R, f(x)=(m+2)x+2m-3. Sa se determine m e Rstiind ca punctul A(-
1; 4) apartine graficului lui f;

20. Fie functia /:R >R, f(x)=4x+8. Sa se determine numarul real m e R astfel incat
punctul P(m+4,16) sa apartind graficului functiei f.

21. Fie f:R—>R, f(x)=mx—-2. Sd se determine m e Rstiind ca punctul A(m+1; 0)
apartine graficului lui f.

22. Fie [f:R->R, [f(x)=(m+4)x—4m+3;Sa se determine me Rastfel incat
(2:2-m*)eG, ;

23. Se considera functia f:R—> R, f(x)=2x+1.5a se determine punctul care apartine
graficului functiei f si are abcisa egald cu ordonata.

24. Sa se determine meRastfel incit punctul A(—1;/2)sa apartind graficului functiei
FRSR, f(x)=(a-3)x+4.

25. Fie functia /:R—> R, f(x)=4x—6. Sa se determine punctul de pe graficul functiei f

care are abcisa egald cu ordonata.
26. Sa se determine punctele de intersectie ale graficului functiei f(x) cu axele de
coordonate Ox, Oy, 1n cazurile:

a) f:R>R, f(x)=2x-6; b) f:RHR, f(x)=x2—x)+x(x+4);
©) f1RSR, f(x)=|x-3; d) FR>R, f(x)=x—4;
e) [1R-R, f(x)=(x+2)"; f) /:R>R, f(x)=x>—6x;

g) fiR>R, f(x)=(x-5+(x-5).
27. Sa se determine punctele de intersectie dintre graficele functiilor f,g:R - R, In
cazurile:

a) f(x)=3x-7, g(x)=x+3; b) f(x)=2x-1, g(x)=3x+6;

¢) f(x)=x-2, g(x)=x"—4x+8; d) f(x)=x+3, g(x)=x"+x;
28. Fie f:R >R, f(x)=02m—-4)x+m—3. Sa se determine m € R astfel incat graficul lui
f sa fie paralel cu axa OX.
29. Sa se determine numarul real aeR  astfel incdt  punctele
A(a-3;-4), B(1;a), C(2;a+3)sa fie coliniare.

5.2 Ecuatii reductibile la ecuatii de gradul inti

Reactualizam o serie de cunostinte anterioare:

Definitie: Se numeste ecuatie, o expresie algebricé cu una sau mai multe necunoscute si
in care apare o singurd datd semnul egal.
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Exemplu: (x-2)(y+1)=2 este o ecuatie cu necunoascutele X si y;

3 ER)

Definitie: Un numar “a,, este solutie a unei ecuatii daca inlocuind pe x cu ,,a”,
obtinem o propozitie adevarata.

Exemplu: Ecuatia 4x+12=8 are solutia -1 deoarece punand in loc de x pe -1 se obtine -
4+12 =28.

Definitie: Se numesc ecuatii echivalente, ecuatiile care admit aceeasi multime de
solutii.

Exemplu: Ecuatiile 2x+6=0 si (x+3)>=0 sunt echivalente deoarece au aceeasi solutie si
anume x= - 3;

‘Deﬁnigie: Se numeste domeniu al unei ecuatii , multimea in care ecuatia admite solutii. ‘

Daca solutiile unei ecuatii nu sunt din domeniu, atunci spunem ca ecuatia nu are
solutii in acel domeniu. De exemplu, ecuatia 3x+8=2, avand solutia x= -2, spunem céd nu
are solutii in multimea N, deoarece -2 nu apartine lui N , dar are solutie in Z.

Definitie: A rezolva o ecuatie inseamnd a determina multimea solutiilor acesteia
dintr-o multime data.

Activitate independent: | Réspuns
Fie f:R-R, f(x)=(x-3)"—(x+4)>. Sa se rezolve ecuatia s _{ 1}

£(x)=0. 2

«# Exercitii rezolvate

1. Determinati m e R astfel incat ecuatia (3m+5)x—6(m+1)=0sa admita solutia
x=3.
Rezolvare:

x =3este solutia ecuatiei (3m+5)x—6(m+1)=0, aceasta inseamna ca 3 verifica ecuatia
datd: (3m+5)-3—6(m+1)=0= 3m=-9=>m=-3.
2. Sa serezolve in R ecuatiile:

a) 4x+8=24; b) 3(x—4)—2=x+6 ; o =4

e 2x—1 :

x

3 6
x+2 x+4
d) St e) [x|=6; f) [2x-5/=3;

g) 2B3x—V12=\Bx+33;5  h) 3V2(x—2)-2V2 =x-32;

D) (x—4) +2(x+1)* -3(x=2)(x+2)=0; ) XZ+9_x+l x
x=9 x+3 x-3

5

Rezolvare:

a) 4x+8=24=4x=24-8=4x=16}4=>x=4; S={4}.

b) 3(x—4)—2:x+6:>3x—12—2:x+6:>3x—x:6+12+2:>2x:20|:2:>leO;
s ={10}
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Ix—4 x4 2x-1
— =T a4 =204 6=2x-12 2x=20= x=10; s ={10}

d) iﬁ=i‘2‘:>(x+2)(x—2)=(x—3)(x+4):> ¥ —4=x +4x-3x—12= x=8 S={8)
X — X —

e) [x[=6=x=46; S={-66}.

f) |2x—5|:3:>2x—5:3:>x=4 sau 2x—-5=-3=x=1; S={l;4}

g) 2B3x =12 =3x+3B = 2Bx = Br =3B +2B = -Br=5B=x=-5; S={-5}.
h)

IW2(x-2) =202 =x-3V2 = x(3V2 - 1) =6 -2 = x = 36\/_5‘/51 - (6_‘/51(73‘/3?”) 2.
D) (r—4) +2(x+1)* —3(x—2)(x+2) =0 = x> —8x+16+2x> + 4x +2-3x> +12 =0 =

—4x+30=0:>x=£=2. S = 1—5 .
4 2 2

L X+9 x4+l X
D X9 x+3 x-3
§={-2}.

3. Fie functiile /,g:R—>R, f(x)=x+4, g(x)=3x-2.5S4 se determine solutiile reale
ale ecuatiei 3 /(x)—2g(x)=7.

Rezolvare: 3/(x)—2g(x) =7 <>3x+12-6x+4=7= 3x=-9=x=3.5={3}

2x+1 4x+2

3x  6x-1"

Rezolvare: Din 2x+1)(6x—1)=3x(4x+2)= 12x> —2x+6x—1=12x>+6x= x= —%.

=0=>x+9-(x+D(x-3)+x(x+3)=0=> 6x=—12=>x=-2;

4. Si serezolve in R ecuatia

x+1 1 x+ 3
3x-12 2 2x-8°
Rezolvare: Dupa aducerea la acelagi numitor (numitorul comun este

6(x-4) ) rezultd 2x+2-3x+12=3x+9= —4x=—5:>x:%. S:{S}.

5. Sa se rezolve in R ecuatia

4
6. Fie functia /:R >R, f(x)=[3x+6|+|4—x|. Si se rezolve ecuatia
f(x)=10, VxeR.
Rezolvare: f(x)=10<>[3x+6|+|4—x|=10. Dupa explicitarea modulelor care se poate
vedea direct pe tabel, se rezova ecuatia pe fiecare interval obtinut.

X -2 4
3x+6 | -3x-6 0 3xt+6 3x+6
4-x x- 4 x4 0 4- x

Pentru x e(—o0;-2)= -3x—-6+x-4=10=-2x=20=x=—10.

Pentru xe[—2;4):> 3x+6+x—-4=10=4x=8=>x=2.
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Pentru x €[4;0) = 3x+6+4-x=10=2x=0=x=0¢[4;2).

Asadar, singurele solutii sunt —10 si 2.  §={-10;2}

APucayu pracTICE

1. Un stalp a fost rupt in timpul unei furtuni la o indltime de 1,5 m fati de sol.
Varful sau atinge acum pamantul la o distanta de 4 m fata de baza stalpului. Care a
fost iniltimea stalpului ?
Rezolvare: X

Daca notam cu x portiunea din stalp a cérei lungime
nu o cunoastem , atunci, conform teoremei lui Pitagorase ~ 1m

obtine:
x* =1,5% +4% = x = /18,25 ~4,27m . Iniltimea stalpului —
erah=15+x=5,67Tm. m

2. Un vas cu capacitatea de 48 litri este plin cu api la temperatura de 50°. Cita apa
din vas trebuie inlocuitii cu api la temparatura de 80° pentru a obtine un vas plin
cu api la temperatura de 70° ?

Rezolvare: Se realizeaza urmatorul tabel in care se pun in evidenta cantitatile de apa si
temperatura corespunzatoare lor precum si a amestecului final. Notdm cu x cantitatea de
apa avand temperatura de 80’ care trebuie inlocuita.

Amestec
temperatura | 80° 50° 70°
Cantitatea X litri 48 — X |48 litri

litri

~ 80°-x+50° - (48—x)
48
temperatura de 80° care trebuie Inlocuita.

70° = 70-48=80x+2400—50x = 960 =30x = x=32litri de apa la

Exercitii propuse |+ =\|

1. Determinati m e R astfel incat ecuatiile de mai jos sa admita solutiile indicate n

dreapta:

a) 4mx—-2+m=8; x=1;
b) (m—3)(x+3)-2(x+1)=6; x=-2;
c) mx’+3x" =Q2m+6)x’; x=2;
d) |mx+2|:4; x=1;
e) X’ —mx+6=0; x=6;

2. Sa se arate cd urmatoarele ecuatii sunt echivalente:
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a) 3x—6=x+4 si 2 2 =2;

b) (x—4)(x-2)=0si |x-3|=1;

¢) x> =25 si (x—5)(x+5)=0;

3. Sé se determine m e R astfel incat urmatoarele ecuatii sa fie echivalente:
a) 2(x=5)—m=x+6 $i 3x+8=x-10; b) x*=m si (x—4)(x+4)=0;
4. Saserezolve in R ecuatiile:

a) 6x—2=16; b) 4(x—3)-5=x+16 ; o X3 _xl,_xrl
2 4 8
d) 1 _x3 e) |x|=10; f) [7x-2|=12;
x+2 x+1

g) 2V2x—8=\2x+5J2;  h) (x=3) +2(x+2)’ —3(x+4)(x—4)=0;
i x+6 x-=2 x+1_
! -4 x-2 x+2
5. Sé se rezolve in R ecuatia4(2+x)—3(2x—3)=2(8—x).

6. Se considera functia /:R —>R, f(x)=x-4.Sa se rezolve ecuatia [f(x)]2 +2=x;

7.Fie f:R—>R, f(x)=2x-1.Sa se determine functia #:R — R, stiind ca
h(x+3)= f(x+1)=3x+ f(=1).

8. Se considerd functia /R —>R, f(x)=(x—2)"—(x—3)(x+3)-5.

a) Si se rezolve ecuatia: f(x+3)+ f2x+1)=f(2);

b) Sa se determine o functie g:R — Rstiind cd g(x+2)= f(x)+3;

¢) Sa se determine functia #:R — R astfel incat g(f(x))=2x-6.

9. Se considera punctele A(-3;0), B(4;4).

a) Sa se determine functia al carei grafic trece prin punctele A si B;

b) Sa se determine m e R astfel incat punctele 4, B, M(12;m)sa fie coliniare;
¢) Sa se determine functia #:R — R stiind cad A(x+4) = f(x+1)—2x+ f(-1).
2 X

o o . x=3 a
10. Sa se arate cd ecuatia =2 -————=0 nu are solutii in R.
x+1 x -1 x-1

0;

5.3 Monotonia si semnul functiei de gradul intéi

Monotonia functiei de gradul intai

Definitie: Fie /:R—>R, f(x)=ax+b, a,pbeR Dacd a)0, atunci f(x) este crescitoare
in sensul cd atunci cand x parcurge multimea numerelor reale, valorile functiei cresc.
Daci a(0, atunci f(x) este descrescatoare.
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Exemplu: Si se determine monotonia urmétoarelor functii:

a) f:RoR, f(x)=5x-6; b) /f:R>R, f(x)=-6x+10.

Rezolvare:

a) functia este crescatoare deoarece a=5 ) 0; b) functia este strict descrescatoare
deoarece a=—6 ( 0.

Teoremi: Fie f:[a;b] >R o functie de gradul intii.
Daca f este crescatoare atunci f(a) < f(x) < f(b);
Daca f este descrescatoare atunci /(b)) < f(x) < f(a).

Semnul functiei de gradul intai

Definitie: A studia semnul unei functii inseamna a indica multimea de puncte in care
functia este pozitiva sau negativa.

b
fxy=axtb | T e
a)0 - - - - 0+ + + + +
a(0 - + + + + 0 - - - --

In concluzie, semnul functiei de gradul intai este:

—00

f(x)= ax+b

b

a

+00

Semn contrar semnului luia 0

semnul lui a

Asadar, pentru x e (—oo;—éj, daca )0 atunci functia are valori negative (ax+b(0)iar
a

dacid a{Oatunci functia are valori positive (ax+b)0)

Exemplu: Si se determine semnul functiei /:R >R, f(x)=4x-20;

Rezolvare: Se rezolvi mai intii ecuatia f(x)=0, adica 4x-20=0 de unde rezulta x=5.

Asadar, f(x)>0< xe[50) si f(x)0< xe(—0;5).

Activitate independenta | Raspuns

Fie /:R—>R, f(x)=(5-a)x+8. Sa se studieze monotonia lui f
in functie de a.
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«# Exercitii rezolvate

1. Sa se studieze monotonia functiei /: R — R in raport cu parametrul m :

a) f(x) = (m+2)x +1; b) f(x) = (5-m)x + 4; o)f(x) = (m+2)x+m;
Rezolvare: a) Daca m+2)0adica m)—2 = f este strict crescatoare;

Daca m(—2 = f este strict descrescatoare ;

b) Dacd 5—m)y0adica m(5 = f este strict crescatoare;

Daca m)5 = f este strict descrescatoare ;

¢) La fel ca la a) deoarece conteaza doar coeficientul lui x in studiul monotoniei functiei
de gradul intéi ;

2. Sa se determine semnul functiilor: a) /R >R, f(x)=-2x-8; b)

FRSR, f(x)=4x—12;

Rezolvare: a)

X —o0 -4 +00

f(x)= -2x-8 + 4+ +4++ 0--------

b)
X —o0 3 +00
f(x)=4x-12 e (i s i i sl &

3. Se consideri functia f:[-3;2] >R, f(x)=4x-2.Si se determine minimul
functiei.

Rezolvare:  Cum functia este strict crescatoar, atunci, minimul functiei este egal cu
F(=3)=4-(3)-2=-14.

4. Se consideri functia f:[-1;4] >R, f(x)=-3x+4.Si se determine maximul
functiei.

Rezolvare : Cum functia este strict descrescatoare, atunci, maximul functiei este egal cu
SED=(3)-(D+4=7.

5. Sa se rezolve inecuatiile:

— 2_

2550, b)) -d2-m<0; o T @ s
X
Rezolvare:

x+2

a) Fie f:R\{-2} >R, f(x)= 4;; . A rezolva inecuatia data este echivalent cu a
x+

determina semnul functiei. Pentru aceasta realizam tabelul de mai jos, unde pe fiecare
rind se stabileste semnul functiei de la numdrator si numitor iar pe ultimul rind se gaseste

semnul functiei. Asadar, 4;; 20 xe(-2;4]
X+

X | —oo -2 4 +00
4X| ++ +++++ +0-- - -- -
X+2|---=----0++++++ + + +
fx)|- -- |++++0------




b) Fie f:R—>R, £(x)=(x-3)2-x).

X | —oo 2 3 +00
D 0 +++++
2-X | +++++ 0 -ccmmmmmeoo -
fx)| - --- 0++++ 0-----

Conform semnelor din tabel se obtine ¢i (x—3)(2—x) <0 < x € (—o0;—2]U[3;0).

¢) m( 2<:>6+x—2< 0©6+x_2x< 0= 6_x< 0. Mai departe se obtine cd
X X X

x &(—0;0)U(6;00).
2
x —4x S0 x(x—4)

d) — > > 0. Dupa ce se stabileste semnele de la numarator si
x =9 (x—=3)(x+3)
2
numitor, din semnul functiei f(x)= o - Y se obtine ca x e (—o0;—3)U[0;3) U[4;0).
-

6. Si se determine semnul functiei /:R >R, f(x)=[2x—4|—|x+3].

.. . n e —2x+4,x(2
Rezolvare: Se expliciteaza mai intdi modulele, 2x— 4\ =

2x—4, x>2’
33 —x+7,x(-3
x+3:{x+3 ’x>_3.Asadar, f()=[2x—4|=|x+3|={-3x+1,x€[-3;2)
U x=7,x>2

Semnul functiei inseamna sa studiem semnul fiecarei restrictii pe domeniul ei de
definitie : —x+7)0,Vx e (—oo; —3) , 3x+1)0,Vxe {—3;;} si —3x+1(0,Vx e [;;2) ,

x—7(0,Vxe[2;7)si x—7)0,Vxe[7;0)

Exercitii propuse |+ :\

1. Sa se determine meRastfel int functia f:R—>R, f(x)=Bm—-6)x—2m+8sid fie
constanta.
2. Fie f:R—>R, f(x)=(m-3)x+6. Sa se determine meR astfel incat f si fie

crescatoare pe R
3. Fie f:R—>R, f(x)=Qm+4)x+3. Sa se determine meR astfel incat f sa fie
crescdtoare pe R.
4. Fie /:R—>R, f(x)=(-3m+9)x—m+2. S se determine meR astfel incat f sa fie

crescdtoare pe R.
5. Fie f:R—>R, f(x)=Qm—-4)x+2. Sa se determine meR astfel incat f sa fie

descrescatoare pe R.
6. Fie f:R—>R, f(x)=(-6m+12)x—3. Sa se determine meR astfel incat f sa fie

descrescatoare pe R.
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7. Fie f:R—>R, f(x)=@m—4)x+m+1. Sa se determine meR astfel incat f sa fie
descrescatoare pe R.
8. Fie f:[-3;3] >R, f(x)=2x+1.Sasearateca —-5< f(x)<7.
9. Fie f:[-2,4] >R, f(x)=-3x+2.Sasearate cd —10< f(x)<8.
10. Se considera functia f:[-2;7] >R, f(x)=3x—2.Sa se determine multimea valorilor
functiei f.
11. Sa se studieze monotonia functiei f:R — Rin situatiile :
a)f(x)=4x—-2; b)f(x)=— 6x+2; c¢)f(x)=(a’3)x— 4;
12. Sa se studieze monotoma functiei f/:R — R 1n raport cu parametrul m :
a) f(x) = (m+2)x +1; b) f(x) = (5-m)x + 4; ¢) f(x) = (m+2)x+m;
13. Fie functia /R —> R, f(x)=(m+5)x+3. Pentru m = - §, si se studieze monotonia si
semnul functiei f.
14. Sa se determine m e Rastfel incat functia /:R >R, f(x)=(m—3)x+2m—5sa fie:
a) strict crescatoare; b) strict descrescatoare; ¢) constanta.
15. Fie functia /:R—>R, f(x)=B-9m)x+6. Sa se determine me R astfel incat f sa
fie crescatoare

16. Sa se determine meR astfel incat functia f(x)= 4m_+; -x+7 sa fie strict
crescatoare.
17. S se determine semnul functiei, /:R\{-1} >R , f(x)= +16
18. Sd se rezolve in R inecuatiile: a) 4x—7 <—5x+1 1;b) 32x—4)-8>x+10;
)7“ f>2)‘+1 d) [7-82/<9;¢) < O,
x+2 3-x

19. Se con51dera func‘;la /R—>R, f(x)=3x-1.8a se rezolve inecuatia:

J()<3- f(x+D)=5;

20. Sa se stabileasca semnul functiilor:

a) /:R* >R, f(x):i; b) £:R\{3} >R, f(x)—ﬁ
T 1. _ 1 : : _x_3
¢) /:R\{1;2) >R, f(x)—( o d) £ R[S} >R, f(v) ot
e) £ R\{I} >R, f(x)= %, f) TROR, f(x)=(x—4)(x+2).
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5.4 Sisteme de ecuatii

Definitie: Forma generali a unui sistem de doud ecuatii liniare cu doua necunoscute

+by =
este vy =c¢ , a,a'b,b',c,c'eR;
a'x+b'y=c'

Geometric, fiecare ecuatie a sistemului reprezintd ecuatia unei drepte.

Definitie: Perechea ordonata (x,, y,) este o solutie a sistemului, daca punand in loc de x,

respectiv y pe x,respectiv y,se obtin propozitii adevarate in cadrul sistemului:
ax,+by,=c

{a'x0 +b'y,=c'

. . L |3x—y= 3-1-2=1
Exemplu: Perechea (1;2) este o solutie a sistemului Y
2-1+3-2=8

deoarece
2x+3y=8

Definitie: Un sistem admite solutie unici daca intre coeficientii sistemului exista relatia

b . . . o . . -
i. # E Geometric, solutia sistemului este data de punctul de intersectie al celor doud
a

drepte ce caracterizeaza sistemul.

y

N

Yo PR ADy)

/°xo\x

Definitie: Un sistem nu admite nicio solutie daca intre coeficientii sistemului exista
. a b ¢ . e . . .. -
relatia — = > #—. Geometric, ecuatiile sistemului reprezintd ecuatiile a doua drepte
a

Cl

paralele.

Definitie: Un sistem admite o infinitate de solutii daca intre coeficientii sistemului
. .. a b ¢ . . . . . 5
exista relatia — = oo Geometric, ecuatiile sistemului reprezinta doua drepte
a C
confundate adica ce se suprapun.
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y =S
3 y
2k R
/ 3 *‘?‘0 ’
/ o X

Rezolvarea in R xR a sistemelor de doui ecuatii liniare cu doui necunoscute

ax+by=c

Sisteme de forma { » a,abb'cc'eR;

a'x+b'y=c
Pentru a rezolva un sistem de doua ecuatii liniare cu douda necunoscute inseamna a

determina necunoscutele care apar in cadrul sistemului.

Se pot folosi metoda substitutiei, metoda reducerii sau metoda grafica.

Metoda substitutiei

x+y=4 y=4-x y=4—-x
= = =
Sx—-2y=-1 S5x—-2(4—-x)=-1 Sx—8+2x=-1

@{y x@{y x@{x :>S:{(1;3)}.
Tx="7 y=3

x=1
Metoda substitutiei presupune rezolvarea unui sistem de doua ecuatii liniare cu doua
necunoscute procedand astfel:
1. Se scoate o0 necunoscuta dintr-o ecuatie in functie de cealalta;
2.Se inlocuieste necunoscuta scoasa in cealaltd ecuatie obtinandu-se o componenta a
solutiei sistemului;
3. Cealalta componenta se obtine dupa ce se revine la substitutia facuta.

Metoda reducerii

x=3y=2 x=3y=2
S
2x+y=1 1|-3 6x+3y=33 Din prima ecuatie rezulta,
(+) 7x=35=x=5
5-3y=2=3y=-3=y=1=5={(51)}.
A rezolva un sistem prin metoda reducerii presupune :

1. Inmultirea convenabila a fiecarui termen dintr-o ecuatie sau din ambele ecuatii cu
acelasi numar; 2. Adunarea sau scidderea membru cu membru a celor doud ecuatii

pentru a elimina una din necunoscute; 3. Dupa ce se determina una din necunoscute, se
inlocuieste in cealalta ecuatie.

Activitate independenti \ Raspuns

2x—(m+3)y=0 _ m=-75,
sa

Sa se determine m, n € Rastfel incét sistemul
4x+ny=10 n=9

admita solutia (-2;2)
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«# Exercitii rezolvate

. . 2 =3 2y=1
1. Sa se rezolve sistemele de ecuatii: a) { Xy 5 b {x+ Y

4x-2y=-2 " 2x+5y=4
2x+y=3 |-2
. oo |4x-2y=—2 g1,
Rezolvare: a) Se foloseste metoda reducerii: +— =2 — = ;S = 5,2

+) 8x=4:>x=%:>y=2

b) Se foloseste metoda substitutiei: Din x + 2y = 1 rezultd x = 1- 2y si inlocuind in a
doua ecuatie se obfine: y = 2 dupd care se afla x = -3; S = {(—3;2)}.
2. Sa se determine coordonatele punctului de intersectie a dreptelor de ecuatii :

(d): 2x+3y+7=0 si (d,)): 3x—4y+2=0;
Rezolvare: A determina coordonatele punctului de intersectie a dreptelor inseamna sa

2x+3y+7=0 2x+3y=-7|4 8x+12y=-28
= = =

3x—4y+2=0 3x—4y=-2|3 9x-12y=-6

17x=-34= x=-2 = y=-1. Asadar, punctul de intersectie este A(-2;-1).

rezolvim sistemul

3. Sa se determine numarul real m stiind ca dreptele de ecuatii (d,): 5x+4y—-2=0 si
(d,): mx+2y+3=0 sunt paralele.

Rezolvare:

Dreptele sunt paralele daca si numai daca S 4 # 2 =>m= 19
m 2 3 4

(m=2)x+2y=3

6x+(m+2)y=1

N | o

4. Si se determine m < R astfel incit sistemul { , 4 aibd solutie unica

Rezolvare:

Sistemul are solutie unica daca si numai daca dreptele de ecuatii date se intersecteaza

-2 2

n . .. m
intr-un singur punct adica *

. Pentru a determina pe m, rezolvdm mai intai
m+2
. om=2 2 ) ) . . o
ecuatia = =>m —-4=12=m’ =16=>m=+4. Solutia ca sistemul sa aiba
m+

solutie unica este meR—{-4;4}.

xy =127
5. *Si se rezolve sistemul: {yz=6" .

=47
Rezolvare: Din (xyz)2 =12%.6"-4> = xyz=+12-6-4. Din aceasta si din fiecare ecuatie a
sistemului rezultd S ={(8;18;2),(-8;—18;-2)}

2 2
6. *Sa se rezolve sistemul: {
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Rezolvare: Prin adunarea ecuatiilor rezulta
27 =18= ¥ =9=x=43= )" =6= y=+/6.

5= (38 (3 (-3:5).(3-36)).

APLicayn pracTICE

1. Un bazin este umplut de la doui robinete, unul cu api rece si altul cu apa calda. in
timp ce robinetul cu apa caldi este deschis 5 minute, cel de api rece este deschis 6 minute
iar in bazin se strang 120 1. Daca apa calda curge 2 minute si apa rece curge 3 minute,
atunci in bazin se striang 54 1. Citi litri de apa curg intr-un minut din fiecare robinet.
Rezolvare:

Pentru a rezolva problema se noteazd necunoscutele problemei cu x — debitul in litri pe minut
al robinetului de apa calda si cu y debitul robinetului de apa rece (in I/min). Se obtine astfel un
sistem de doud ecuatii liniare cu doud necunoscute.

Sx+6y=120 Sx+6y=120 S5x+6y=120 x=12 //min
= = =
2x+3y =54{«(-2) —4x—-6y=-108 x=12

y=10 //min

2. Pentru sitemul de riacire al unui autovehicul pentru a
evita inghetul apei in blocul motor se foloseste un amestec de /
apa distilata cu antigel cu densitatea 1,6 g /cm?® . Daci aceasta
are densitatea de 1,1 g/cm?, atunci se evitd inghetarea panai la N
temperatura de -10° C. Cati litri de antigel sunt necesari la
aceastd temperatura pentru a obtine 30 litri de amestec ?
Rezolvare.

Aceastd problema presupune notarea celor doud necunoscute —
care se cer si anume, notdm cu x cantitatea (in litri) de antigel si -
cu y cantitatea (in litri) de apa distilata, obtindndu-se sitemul:

x+y=30(-1) —x—y=-30 x=5 x=51
= = = .
1,6x+ y =1,130 1,6x+y=33 1,6x+y=33 y=251

Rezolva singur

Un amestec de metan (CH,) si etilena (C,H,) ocupa un volum de 100 cn’.

Combustia completd a celor doud gaze di 180 cm’de CO2. Care este compozitia
amestecului in volume ?
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Exercitii propuse |+ =\

2x+4y=-8
1. Sa se determine numarul real m astfel incat sistemul { 4 | sd admita solutia
X+my=
(-2;-1).
2. Sa se rezolve sistemele de ecuatii:
x+3y=-1 2x+y=2 2x+3y=-1 2x+3y=5
a g S R ST SR Q)T
2x+4y=-4 3x+2y=5 x+4y=2 x=2y=6
2x+3y=-4 4x+y=-1 x+3y=5 2x—-y=-2
e) ;D ; 2 ;0 b ;
3x—y=8 2x+3y=17 3x-2y=— 3x-2y=-1
o |x=2y=5 i 2x+4y=2 K 3x+y=-3 N x+2y=-1
1 5 5 > .
3x+4y=-5 x=2y=-7 x+2y=4 2x—-4y=14

3. Sa se determine coordonatele punctului de intersectie a dreptelor de ecuatii :

a) (d): 2x—y—8=0 si (d,): 3x+2y+2=0 ;

b) (d): 2x+y+2=0 si (d,): 3x+4y-7=0;

c) (d): 2x+y+4=0si (d,): x—2y+7=0;

d) (d): 2x+4y+2=0 i (d,)): x+2y+1=0 ;

4. Sa se determine functia /:R —> R, f(x)=ax+b al cérei grafic trece prin punctele :
a) A(L-1), B(ZD); b) ALS), B(-2;-1); ¢) A(L-1), B(-L5);
d) 4(2;4), B(-L-5); e) A(-28), B(L;2);

5. Sa se determine functia f/:R —>R, f(x)=Ba+2)x+2bh-1, a,beR, stiind ca punctele
A(-1;-2), B(1;8) apartin graficului functiei f(x).

6.Fiec f:R—>R, f(x)=(a+)x+b —a’, a,bR. Si se determine a,b € R, stiind ¢ f
intersecteazd axa Oy in punctul A(0;1) iar punctul B(3;10) € G,.

7.54 se determine numdrul real m stiind ca dreptele de ecuatii (d,): 3x+2y—4=0 si
(d,): 9x+my+2=0 sunt paralele.

8. Sd se determine numarul real m stiind cd dreptele de ecuatii (d,): 3x—2y+4=0 si
(dy): mx+4y+5=0 sunt paralele.

. . 3x-2y=4 N
9. Sa se determine m < R astfel incat sistemul Y , sa nu admita nicio
(m+Dx+(m+2)y=1
solutie;

mx—3y=4

10. Sa se determine m e R astfel incat sistemul { , sa aiba solutie unica ;

(m+2)x-2y=6
Cm—-Dx+@Bm+4)y=28

, s nu admita
2x—y=-2

11. Sa se determine m < R astfel Incat sistemul {

nicio solutie;
12. Se considera dreptele de ecuatii  (d,): (m—3)x+4y—-5=0 si
(d,): Cm+1Dx+2y+3=0 ; Sase determine meR astfel incat dreptele sa fie paralele.
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13. Si se determine valorile parametrilor a si b astfel incat sistemul
+b)x+2a+b)y=2 . .
(a+8)x+(2a+0)y sa admita solutia (-2;2).
(a—=b)x—(a+2b)y=-10

mx—3y=9

14. Sa se determine m e R astfel incat sistemul { sd aiba solutie unica.

(m+2)x-2y=6
(m=2)x+4y=2

sa aiba solutie unica.
3x+(m+2)y=1

15. Sa se determine m < R astfel incat sistemul {

. X +2y*=9

16. *Si se rezolve sistemul: Y .

2x*+3° =6

2x+y+2 _1
x—y+1

17. *Sa se rezolve sistemul: .
x+2y+2 1

2x+y+1 2

2(x-y)-3 1

Cx+y+2 5

3x—2(x+y)+1:1'
x=y

18. *Si se rezolve sistemul:
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6. FUNCTIA DE GRADUL AL DOILEA

6.1 Functia de gradul al doilea. Definitie. Graficul functiei

Definitie: Forma generala a functiei de gradul al doilea este /: R >R,

f(x)=ax* +bx+c, ab,ceRa#0.

Exemplu: Sa se aduca la forma generala urmétoarea functie de gradul al doilea:
FRSR, f(x)=(x—-4)"-3(x+2)" +(x—5)(x+5).

Rezolvare:

Cum (x—4)’ =x"—-8x+16, (x+2) =x>+4x+4, (x—5)(x+5) = x> —25, atunci, f(x) este
egalcu f(x)=x"—8x+16-3x" —12x—12+x* —25=—x" —20x—21.

Definitie: Forma canonica a functiei /:R >R,

2
f(x)=ax> +bx+c, a,b,ccR,a=0este f(x):a(x+2bj —A,VxeR;
a

4a
Exemplu: Forma canonici a functiei f:R —R, f(x)=x"—4x—12, este
4Y 64 )
X)=|x——=| ——=x-2)"-16;
J(x) ( 2) 2 (x-2)

Graficul functiei este o parabola de varf V(— ;,—
a

a

AJ,unde A=b2 —4dac .

Pentru a)() f este convexa;

A0 A =0 ADO

X ., &= IR X, = X, X, = 2,

IR IR, (X)) —=ax> +bx+c., adO

A0; x1,x2 € C A=0,x1=x2eR A)0,x, #x, €R
f(x) >0, Vx e R; f(x) 20, VxeR; f(x) >0,
Vix € (—oo,x; JU[x,,+00) ;
b A . b
V| ——,—— | - punct de minim; f(x)=0 < x=-—— f(x)<0, Vx € (x,,x,)
2a  4a 2a
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Pentru a <0 functia este concava

A0 . A=0
x5, X, & R X, =X,

[ Ro>R, f(X)=ax’ +bx+c, a {0

AO0; x1,x2 € C A=0,x1=x2eR A)O,x, #x, €R
f(x) <0, Vx e R; f(x) <0, VxeR; f(x) >0, Vx e[x,,x,];
V(— b,—AJ - punct de maxim; f(x)=0 < x = _b f(x)<O0,

2a  4a 2a
Vx € (—0,x,) U (x,,+%0)

Definitie: Fie /:R >R, f(x)=ax’ +bx+c, a,b,ceR,a+0.

g . . . .. A . g . .
Daca )0 atunci, functia admite un minim egal cu 13’ iar dacd a(0, functia admite
a

. A
un maxim egal cu ——.
4a

o . A . A b
Asadar, valoarea minima sau maxima este —7, Sise realizeaza in punctul ~2a
a a

Exemple :
1. Se considera functia /:R >R, f(x)=x>—6x—10. Sa se determine minimul functiei.
Rezolvare: Minimul functiei de gradul al doilea este dat de valoarea lui —4A =1;
a
2. Se considera functia f:R - R, f(x)=-x"+4x+6.Sa se determine maximul functiei.

Rezolvare: Maximul functiei de gradul al doilea este dat de valoarea lui —4A =10;
a

Activitate independenta ] Raispuns

Fie f:R—R, f(x)=x"—7x+6.Sa se reprezinte grafic functia
indicand minimul functiei, punctul de minim si punctele de
intersectie ale graficului functiei cu axele de coordonate.
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«# Exercitii rezolvate

1. Fie functia /:R—>R, f(x)=x>+2m+1)x+m" —m—1.Si se determine m < R astfel
incat f(x) sd admitd un minim egal cu —% H

Rezolvare:
Minimul functiei de gradul al doilea este

—A ! —8m+5=—%:>8m+5:1:m:—%.

— =
d4a 4 4

2. Fie functia /:R —R, f(x)=x"+(m-3)x+n+4.Sa se determine m,n c Rastfel

incit punctul de minim sa fie 2 si minimul lui f sa fie 10.

Rezolvare:

Punctul de minim este i=2<::> =2=-m+3=4=>m=-1.

_(m-=3)
2a 2

— — 2 —
Minimul functiei este % =10 —w
a

3. Fie functia /:[-1;1] >R, f(x)=2x>-3x+1. Sd se determine multimea valorilor

=10=n=10.

functiei f.
Rezolvare: Multimea valorilor unei functii de gradul al doilea este identica cu imaginea

functiei, iar in cazul nostru, Im f = f([—l;l]) = {—“A,Oj = {—;,Oj .
a

4. Si se determine m <R astfel incat punctul A4(m;2)sa apartind graficului functiei
" R>R, f(x)=x2 —-3x+4

Rezolvare:.

Am;2)e G, < f(m)=2< m =3m+4=2= m’ -3m+2=0 =m=1 m=2;

5. Si se determine functia /R 5> R, f(x)=ax’ +bx+c, a,b,c € R,a#0 in cazurile:

a) punctele A(-1;9), B(0;4),C(1;1) sa apartina graficului functiei f;

b) graficul taie axa OX in punctele de abcisa 1 si 4 si axa OY in punctul de
ordonati 4;

¢) graficul este tangent axei OX in punctul de abcisi 2 si trece prin punctul
A(-1;9);

d) graficul trece prin punctele 4(1;2), B(2;0) si are ca axi de simetrie dreapta x = % ;

e) graficul trece prin punctual 4(0;1) si are varful V(%;—é);

Rezolvare: . a) Fie /R >R, f(x)=ax’+bx+c, a,b,ceR,a=0;

A-59eG,  (f(-)=9 [a-b+c=9

B(0;4)eG, =1f(0)=4 = c=4| = a=1b=-4c=4; = f(x)=x"—4x+4;
C(l;l)er f(H=1 a+b+c=1
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b) Daca graficul lui f taie axa OX in punctele de abcisa 1 si 4 aceasta inseamna ca
punctele A(1;0), B(4;0) apartin graficului functiei adica f(1)=0, f(4)=0sidin faptul ca
graficul intersecteazd axa OY in punctul de ordonata 4 adica in punctul C(0;4) rezulta
AL0) e G, f=0 a+b+c=0
B(4,0)e G, =1 f(4)=0=>716a+4b+c=0| =a=1b=-5,c=4; = f(x)=x>—5x+4
C(0;4)eG, f(0)=4 c=4

c) Gf.mOX:{(—i;Oj}; :—izz; Cum A(-1,9)eG, = f(-1)=9.
: 2a 2a

Cum varful parabolei este situat pe axa OX rezulta f(— zi) = —4A < f(2)=0. Din cele
a a

a-b+c=9
trei conditii rezultd: { 4a+2b+c=0 | = a=Lb=-4,c=4; = f(x)=x>—4x+4;
—-b=4a

A1;2) e G, fy=2 a+b+c=2
d) {B(2,0)0eG, =1 f(2)=0=>14a+2b+c=0 | =>a=1,b=-5,c=6;

b 5 b=-5a b=-5a
2a 2
= f(x)=x>-5x+6;
£(0)=1 c=1
e) b3 = b:—éa :a:E,b:—§,c: ;
2a 4 2 9 3
3 1 9 3
)=—— —a+=b+1=0
TP="5 6“3

APLicAy pracTICE

1. in figura aldturati, in punctul A este pozitionat un tun a cirui obuz descrie o
traiectorie dati de functia f(x)=-x"+8x, unde x reprezinti distanta in linie
dreapta fata de punctul A.

a) Sa se arate ca obuzul trece peste zid de 10m aflat la 2 m de punctul A si sa se
verifice daci obuzul ar putea depisi un zid inalt de 8 m aflat la o distanti de 1 m
fata de B;

b) la ce iniltime maxima ajunge obuzul ?

Rezolvare:

a) f(2)= 12m si este mai mare decat cei 10 metri

ai zidului, asadar, obuzul trece peste zid.

Daca zidul ar fi la 1 m fatd de B atunci este la o

distantd de 7 m fata de A. Intrucat f(8)= 0 atunci 10m 8m
A

[vs)

2m Zid Zid
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distanta intre A si B este de 8 iar f(7)= 7 care este mai micad decat lungimea zidului, prin
urmare obuzul nu trece.

b) Inaltimea maxima la care ajunge obuzul este _A_ 6 16m

4a 4

2. Dintr-o bucata de tabli triunghiulara ca in figura alaturati avand baza BC =4 m
si inaltimea AD= 2 m se doreste obtinerea unei suprafete dreptunghiulare de arie
maxima. Cum trebuie realizata tiierea astfel incat sa se piardi cit mai putina
tabla.

Rezolvare:
Notam HG=EF =y, EH=FG=x. A
Cum A4BC ~ MEF = EE _AF

BC AC |

E
AAIF ~ AADC = Al = AF . De aici, rezulta F
AD AC
_ X

E:ﬂ’:zz_z x:>y:4_2x, B D C
BC 4D 4 2 H ! G
Atunci, aria suprafetei '
dreptunghiulare Y

A=x-y=x(4-2x)=4x-2x",
devine o functie de gradul al doilea in x, A4(x) =-2x" +4x avand maximul
A b —4ac 16 . b 4
—-—= =— =2 care se realizeaza pentru x=——=— =1.
4a 4a 4.(=2) 2a 2-(-2)
Asadar, pentru a se obtine un dreptunghi de arie maxima ca sa se piarda astfel cat mai
putina tabla trebuie ca dimensiunile dreptunghiului sa fie de 1m si respectiv 2 m.

Rezolvsingur
. 1 . I .
Functia f(x)= sz —2x+ 68 reprezintd costul in mii de euro pentru producerea unui

numar x (exprimat in sute ) de telefoane mobile. Care este numarul minim de produse
pentru a minimaliza costurile de productie ?

Exercitii propuse |+ :\

1. Se considera  functia fR—>R, f(x)=x’-9. Sda se calculeze
S(3) f(2)- f(0)- S (2)- F3).

2.Fie /'R R, f(x)=25-x". Sa se calculeze f(0)- f1)- £ (2)-....- £(10).

3.Fie fR—>R, f(x)=x"-x—6. Sdse calculeze f(0)- f(1)- f(2)-....- f(2012);

4. Se considera functia fR >R, f(x)=x’-5x-6. Sia se calculeze
f0)- D) f(2)-....- f(100).

5. Se considera functia /R >R, f(x)=x"—-7x+10.
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Sa se calculeze f(1)- £ (2)-.....- f(2009)- /(2010)
6. Fie fR >R, f(x)=x"—4x-5. Sase calculeze f(0)- f(1): f(2)-.... f(2012);

7.Fie f:R >R, f(x)=x"—4x+1. Si se calculeze 72-);
8.Fie /:R >R, f(x)=x"-3x-10. Sa se calculeze f(—1)+f(—%);
(x

9.Fie /:R >R, f(x)=x"—-2x+5. Sa se calculeze (f° f)(1)—f(4);
10. Fie f:R >R, f(x)= 3x>-2x+1. Si se calculeze valoarea functiei f in punctele :

9250350 ;1) V3 ;
11. Se considera functia /:R — R, f/(x)=x*-3x+1. Sa se calculeze:
a)f(-2)+/(2); b)f(_?lJ+f(—l); of (3v2)+ 1 (v2).

12. Sa se determine imaginea functiei f': {—3;—1;1;«/5; 2\/5} >R, f(x)=x"-3x+1.
13. Sa se determine forma canonica a functiilor:

a) fR >R, f(x)=x>-6x+8; b) fR >R, f(x)=—x"+4x+1;

c) fR—>R, f(x)sz2 —x+1;
14. Sa se determine forma canonica a functiilor:

a) fR—>R, f(x)=2(x=1)+(3-x)(2+x); b) FR->R, f(x)=(2x-3)(x+1);
15. Sa se determine intersectiile cu axele de coordonate si varful parabolei graficului
functiei:

a) f:R>R, f(x)=2x>-5x-3; b) f:R>R, f(x)=x>-3x-10;

¢) f1RoR, f(x)=x"—6x+8; d) fF:R>R, f(x)=01-x)°-x(3-x)
16. Sa se determine intersectiile cu axele de coordonate si varful parabolei graficului
functiei:

a) f1RoR, f(x)=x"—6x+9; b) f:R—>R, f(x)=x"—-4x+3;
¢) f1R->R, f(x)=x"+10x+25; d) /' RoR, f(x)=x>—4x-12;
e) f RoR, f(x)=x"+6x-7; )RR, f(x)=x>—4x;

g) RS R, f(x)=(x+2)—2(x+3)(x—-3)

h) f:R—>R, f(x)=(x+D)(x-2)+(x+2)(x—1);

) T RoOR, f(x)=x"+2x-1; )/ RoSR, f(x)=2x(x—2)-6;

17. Se considera functia /:R—R, f(x)=—x"+7x—10. Si se determine distanta dintre

punctele de intersectie ale graficului functiei f cu axa Ox.

18. Sa se determine meRstiind cd punctul de abcisd a varfului parabolei functiei
fR—>R, f(x)=mx’—(m+3)x+1 este egal cu 5.

19. Sa se determine mulfimea valorilor functiei f(x) (imaginea functiei f) si coordonatele
varfului parabolei asociate functiei:

a) 1RSR, f(x)=x"—4x—12; b) f:RHR, f(x)=—x>+4x—3
20. Fie functia /:R >R, f(2x—6)=x>—x+2;Si se calculeze f(-4), f(0), f(2), f(x).

21. Se considera functia f:R—R,f(x)=x"+x-6. Sd se determine distanta dintre

punctele de intersectie ale graficului functiei f cu axa Ox.
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22. Se considera functia f:R—>R, f(x)=—x’+3x+4. Sa se determine distanta dintre
punctele de intersectie ale graficului functiei f cu axa Ox.

23.Fie f:R—R, f(x)=x"—-4x—1 Sase determine meR astfel incat punctul A(m; - 4)
sd apartind graficului lui f.

24. Fie f:R—>R, f(x)=x"—mx+3. Sa se determine meR stiind ca A(;5)e graficului
lui f.

25.Fie f:R >R, f(x)=x"+4x+m. Sa se determine m e Rastfel incat, punctul A(-3;2)
sd apartind graficului lui f.

26. Fie f:R—R,f(x)=x"-2x+5. Sa se determine meR astfel incat A(m;4) si
apartind graficului lui f.

27. Si se determine m e Rastfel incat punctul A(m;2)sa apartind graficului functiei
fR—>R, f(x)=x2—2x+3

28. Sid se determine m e Rastfel incat punctul A4(-1;4)sa apartind graficului functiei
T R->R, f(x)zmx2 —3x+2

29. Si se determine functia f:R >R, f(x)=ax’ +bx+c, a,b,c €R, a=#0astfel incat:

a) punctele A(-2;2),B(0;-2),C(1;—1)sa apartina graficului functiei f;

b) punctele A4(—1;6), B(1;0),C(2;0) sa apartina graficului functiei f;

¢) punctele A(—1;5), B(0;1),C(2;5)sa apartina graficului functiei f;

d) graficul taie axa OX in punctele de abcisa - 2 §1 5 si axa OY in punctul de ordonata
-10;

e) graficul taie axa OX in punctele de abcisa - 3 si 1 si axa OY in punctul de ordonata 3;
f) graficul este tangent axei OX n punctul de abcisa -3 si trece prin punctul A(-2;1);

g) graficul este tangent axei OX in punctul de abcisa 4 si trece prin punctul A(2;4);

h) graficul trece prin punctele A4(0;8), B(1;3) si are ca axa de simetrie dreapta x =3;

1) graficul trece prin punctul 4(0;,—4)si are varful (%;—1741);

30. Sa se determine multimea valorilor functiei f(x) (imaginea functiei f) si coordonatele
varfului parabolei asociate functiei:

a) f:R>R, f(x)=x"—6x+8; b) f:R-R, f(x)=—x"+3x—4;

¢) f1R>R, f(x)=x—4x-5 d) f:RoR, f(x)=Cx-1)(x-2);

&) R HR, f(x)=2x-17+2-3x)1-x); 0 f:R >R, f(x)=(x—-2)-3x-D(x+1);
g) f 1 RoR, f(x)=8+xQ2x—-1)—(x+2)*;

h) £ RHR, f(x)=(x+3)—T—4dx+x(2x+3);

) f:RR, f(x)=Cx—D(x+2)-2(x+1)’—x-5;

31. Se considerd functia f:R —>R, f(x)=x"—-6x-10. Si se determine minimul functiei.
32. Se considera functia f:R-—>R, f(x)=-x>+4x+6. Si se determine maximul
functiei.

33. Se considerd functia f:R—>R, f(x)=mx’—5x+6. Si se determine m < Rstiind ci
valoarea minima a functiei f este egald cu 5;

34. Sa se determine m e R stiind cd valoarea maxima a functiei /:R — R,
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S(x)=-2x"—(m+1)x+m+2 este egald cu % ;

35.Fie /1R >R, f(x)=4x>—8x+1. Si se determine valoarea minima a functiei f.
36. Sa se determine valoarea maxima a functiei f:R —>R, f(x)=-x"+6x-9.
37. Fie f:R—>R, f(x)=mx’-5x+3. Sa se determine meR—{0}stiind ca valoarea

minima a lui f este egala cu —é.

38. Si se determine m eRstiind ¢d minimul functiei f:R >R, f(x)=x"+Q2m—1)x-2
este —4;
39. Se considerd functia f:R >R, f(x)=2x"—4x+3. Si se determine minimul functiei.
40. Se considera functia f:R—>R, f(x)=—x"+7x+8. Sd se determine maximul
functiei.
41. Se considera functia f:R—>R, f(x)=x"+Cm+1)x+m+2. Si se determine

m e Rstiind ca valoarea minima a functiei f este egala cu —% ;

42. Se considerd functia f:R—>R, f(x)=3x"—-(m+2)x+m. Si se determine
.. - . .. .11

m e Rstiind cd valoarea minima a functiei f este egala cuE;

43. Sa se determine m e R stiind ca minimul functiei
f:R—>R, f(x)=3x>—(m-3)x+m+1 se realizeazi in punctul 1.

44. Fie functia f:R—>R, f(x)=2x>—mx+m+2. Sa se determine m<cR, astfel incat
minimul lui f sa fie egal cu 4.

45. Sa se determine m e Rstiind cd maximul functiei /R —>R, f(x)=—x"+(m+2)x—3
este egala cu 1;

6.2 Ecuatia de gradul al doilea

Teorema: Formula de rezolvare a ecuatiei de gradul al doilea

—b+~JA

ax’* +bx+c=0, a,b,ceR,a=0este x,,zzz—,unde A=b"—4ac , se numeste
a
discriminantul ecuatiei de gradul al doilea.
Demonstratie:
b
ax2+bx+c:0|:a:x2+—x+£:O:>
a a
2 2 2 2
—4
x2+2-i+b—2+£—b—2:0:> x+i b zac=0:
2a 4a” a 4a 2a 4a
2 2 2
- —4 —b+
+A) Bdae b e _bENA
2a 4da 2a 4a ’ 2a

Exemplu: Sa se rezolve in R ecuatia x> —7x+6=0.
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Rezolvare: Mai intaui se identifica coeficientii ecuatiei dupa care se calculeaza
A=b"—4acsi se inlocuieste in formula de rezolvare.
a=1, b=-7, c=6, A=b>—4ac=(-7)"—4-1-6=49-24 =25 . Atunci,

_—btJA 725 745

b2 2a 2 2

= x, =1 x,=6.

Definitie: Un numir o e R este solutie a ecuatiei ax’ +bx+c=0daca si numai daca
a-a’+b-a+c=0.

Exemplu: Si se determine m < Rstiind ci ecuatia 2x* —3mx+4 = 0 admite solutia
x=2.
Rezolvare: Vom inlocui pe x cu 2 rezultdnd: 2-2> —3m-2+4=0=>-6m=-12=m=2.
Numirul de solutii ale ecuatiei ax’ +bx+c=0, a,b,ceR,a+0, este dat de
discriminantul ecuatiei:
e Dacd A=b"—4a-c ) 0, atunci, ecuatia are doud solutii reale distincte. Altfel spus,
graficul functiei are doud puncte de intersectie cu axa Ox.
e Dacid A=b"—4a-c =0, atunci, ecuatia are o singura solutie. Altfel spus, graficul
functiei este tangent la axa Ox.
e Dacid A=b"—4a-c ( 0, atunci, ecuatia nu are solutii reale. Altfel spus, graficul
functiei nu are niciun punct de intersectie cu axa Ox.

Daca A= | S=U Ecuatia nu are solutii
reale

Daca sl b Ecuatia are solutie

A=0= 2a dubld x, =x,

Daca —b—JA —b++/A| | Ecuatia are doua

A>20= S= 20 24 solutii reale diferite

Activitate independenta ] Raspuns

S3 se arate cd ecuatia x> —mx+m’ +3=0nu are solutii reale.

«# Exercitii rezolvate

1. Si se determine m <R stiind ci ecuatia mx” —(m—3)x+9 =0 admite solutia 3.
Rezolvare: . Deoarece 3 este solutie a ecuatiei date , se Inlocuieste x cu 3 si rezulta:
IMmM—-3m+9+9=0= 6m=—-18=>m=-3.

2. Sa se rezolve ecuatiile:

a) x> —7x+10=0; b) —x’+x+12=0;
3 _ 2_
) (x—3F +(x+1F = (x +2)(x—2)+10; d) %—1:%+XTI;

e) x' —7x*+10=0;
—b+JA 70

Rezolvare: a) x,= 5 5
a

=>x =2,x,=5;
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b) x1,2 = = —3,x2 = 4;

—b+JA  —1+/49
= =X,
2a -2

€) X —6x+9+ X" +2x+1=x"—4+10 2x —4x+10-x"—6=0=x"—4x+4=0=>x=2;
x*=3x-4 —9x+2x° -2
4

xl=9%7=8, x2=9%7:1.

d) > 6x> —18x—24=-36x+8x"-8=>x>-9x+8=0 .

e) Observam cid ecuatia datd este una bipatratdi. Ea se poate scriec de forma
(x2 )2 —7x*+10=0prin urmare putem face substitutia x* =)0 de unde rezulta ecuatia in
t: 2=7t+10=0 cu solutiile 7 =2=x’=2=x=%25i £,=5=>x’=5=>x=+5.
Asadar, solutiile ecuatiei sunt: x e {—«/g; —\/E, «/5; \/g } .

3. Fie functia /:R—R, f(x)=x"+Q2m+1)x+m>—m—1.Sa se determine m c R astfel
incét ecuatia f(x)=0 sa admita ridacini reale si distincte;

Rezolvare:  Ecuatia x* +(2m+1)x+m’ —m—1=0admite rddacini reale distincte daca si
numai daca discriminantul ecuatiei este pozitiv.

A) 0<:>(2m+1)2—4(m2—m—1)>03m>_§

4. Se consideri functia f:R >R, f(x)=x"—-7x+2.Si se determine punctele de
intersectie a dreptei de ecuatie y=-8cu reprezentarea grafici a functiei f.
Rezolvare: Punctele de intersectie se afla rezolvand ecuatia f(x)=y,
x*=7x+10=0=>x{2;5}. Asadar, punctele de intersectie sunt A4(2;-8), B(4;-10) .

APuieayn prACTICE

1. Fie / inaltimea (in metri) pe care o parcurge o minge aruncati in sus, 7 — timpul
(in secunde) in care mingea s-a aflat in zbor. Dependenta variabilei / de variabila ¢
se exprima prin formula /=87-27.

Peste cite secunde, dupi ce a fost aruncata in sus, mingea va ciidea pe pamint.
Rezolvare: Din f(x)=0=-2x"+8x=0=>x,=0 si x, =4. Aceasta inseamna c3 mingea

va cidea jos dupa 4 secunde.

2. Un plop inalt se rupe la o distanta de 6 m de
la pamant ca in figura aliturati. Stiind ca
partea cizuti atinge cu varful piméntul si
formeazi un unghi de 60 ° si se determine
lungimea initiala a plopului.

Rezolvare. Notam cu x lungimea dintre baza
copacului si punctul unde varful sau atinge
pamantul.

Atunci, lungimea partii rupte este 2x deoarece
devine ipotenuza intr-un triunghi dreptunghic cu un Xxm
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unghi de 30 °.  Aplicand teorem alui Pitagora, putem forma o ecuatie de gradul al
doileainx. Din 2x)’=x’+6"=x’=12=x=12~3,4 m.
Asadar, 1ndltimea initiala a plopului era 9,4 m.

Rezolva singur

Pentru a masura adancimea unei mari se foloseste
ecoul cu ajutorul ecolotului. Astfel, un vapor este dotat cu
un emitator de sunet (A) si un receptor (B) puse simetric la
extremitatile vasului ca in figura aldturatd, masurarea
facanduse cand vaporul sta. Daca latimea unui vas este de
20 m iar viteza sunetului n apa este de 1600 m/s, sa se
determine adancimea apei (BD) cand timpul intre emitere

si receptie este de 0,2 s.

Exercitii propuse ||+ :\I

1. S# se determine m <R stiind ci ecuatia urmitoare x>— mx + 6= 0 are solutia x = 3.

2. Se considerd ecuatia x> —(m” +1)x+10m+2=0. Sa se determine valorile reale ale lui
m stiind cd ecuatia admite solutia x=-2.

3. Determinati m e Rastfel incat ecuatia x?-2(m-1)x+m-1=0 si aiba solutii egale.

4. Sa se determine m e R astfel incét ecuatia de gradul al doilea x* +(m—3)x+m—4=0sa

admita doua solutii egale.
5. Sa se determine

m e Rstiind

ca reprezentarea grafica a functiei

fR—>R, f(x)=x"—mx+m+3este tangentd axei OX.
6. Se considerd functia f:R—>R, f(x)=x"—-6x+3. Si se determine punctele de
intersectie a dreptei de ecuatie y =—5cu reprezentarea grafica a functiei f.

7. Sa se rezolve ecuatiile:

a) 3x*—x—10=0;

¢) —10x* +4x—-1=0;

e) (x+3) —11=4x—x(2x+3);
g) x* —10x*+9=0;

i) x*-2x*-8=0;

k) (x> +1)* —6(x* +1)+5=0;

8. Sa se rezolve in R ecuatiile:
a) ¥’ +6x=0; b) x* +8x=0;

e) (x+4) +(x—2)* —(x+3)(x—3)=25;

b) 2x* —6x-8=0;

d) x* -3J/2x+4=0;

) Gx-1(x+2)-2(x+1)" =x+5;

h) x*-9x* +8=0;

j) 4x* —25x> +6=0;

) (x> =3 =7(x*=3)+6=0;
C)Lzz‘/%- d)ﬁz x_.

5\/33 x X ﬂ’

f) (x=3)> +(x+2)’ —(x—5)(x+5) =37
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x—-2 x-3 2x—1 3x+2
g 12 X3, SELALY

=2, h) = ;1) X' =9x*+20=0; j) x'-10x*+9=0;
2x+1 x+3 x+1 x-4
K) (X" +4x+4)" —18(x* +4x+4)+81=0; ) (& +x-8)(x* +x—4)+4=0;

10. Sa se arate ci ecuatia x’+2x+1-m?=0 are radicini reale.

11. Sa se determine m < Rastfel incat graficul functiei f:R >R, f(x)=x"—mx+2si
intersecteze axa OX 1n doud puncte .

12. Se considerd functia /:R—>R, f(x)=mx’—(2m+1)x+m+1. S se arate ca pentru
orice meR—{0}, graficul lui f intersecteazd axa OX in doua puncte distincte.

6.3 Monotonia si semnul functiei de gradul al doilea

Monotonia functiei de gradul al doilea este caracterizatd de urméatoarea teorema :

Teoremd: Fic /f:R—oR, f(x)=ax’+bx+c, a,b,ceR,a=0.

Dacid )0, functia f este strict descresciatoare pe (—oo,—zi] si strict crescatoare pe
a

b
——,4o0).
[ 2a )

Daca «(0, functia f este strict crescitoare pe (—oo,——zb ]si strict descrescitoare pe
a
b
——,+0).
[ oy )

Observatie: Intervalele (—oo,—zi], [—zi,+oo) se numesc intervale de monotonie.
a a

In concluzie, se poate realiza urmatoarea sinteza cu ajutorul tabelului de variatie:

b
X —0 - 400
2a
a0 f(x) +oog —A/ 400 V —ﬂ,—A - punct de minim
44 2a  4a
a(0 f(x —o0 ¥ —A\ —o0 V(—b,— A) - punct de maxim
4a 2a° 4a

Exemplu: Monotonia functiei /:R—R, f(x)=x"—4x—12este:
feste strict descrescatoare pe (—o0,2]si strict crescatoare pe [2,+o0).

Semnul functiei /:R >R, f(x)=ax’ +bx+c, a,b,ceR,a#0.
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—o0 X1 _2 X2 +00
X 2a
AYO semnul luia 0 semn contrar ssmnuluiluia 0 semnul lui a
A=0 | f(x) semnul lui a 0 semnul lui a
A0 semnul lui a

Exemplu: Semnul functiei f:R >R, f(x)=x"—4x—12este:
f(x)=0,Vx e (—o0,-2]U[6;+0) s1 f(x){0,Vx e (-2;6) deoarece in cazul nostru

A=64)0, a=1)0 iar solutiile ecuatiei sunt x, =-2, x, =6;
A0 A=0 A0

Xy Xo z R Xy = X x, =X,

T IR—-IR, f(x)=ax*+bx+c., a {0

Activitate independenta \ Raspuns

Fie f:R—>R, f(x)=(m>-3m-10)x+2. Si se determine | 7<(-2;5)
m € R astfel incit f si fie descresciitoare pe R ;

155




«# Exercitii rezolvate

1. Si se determine m R astfel incat functia
i RS>R, f(x)=m—Dx"+2mx+m<0, VxeR
m—1{0 < m(l
A0S 4m* —4m* +4m<0=>m<0
2. Sa se determine m <R astfel incat functia
i RSR, f(x)=x*+(m—3)x+m=0, VxeR
Rezolvare:  Pentruca f(x)>0, VxeRR,trebuie ca
A<0 (m=3Y—4m<0=m’ —10m+9£0:>me[1;9].
3. Se considerd functia /:R >R, f(x)=(m—4)x>—2x+1. Si se determine meR
astfel incat f(x)>0, VxeR.
m—4)0 & my4
A<O<4—4(m—4)<0=>m>5
4. Se consider functia /:R >R, f(x)=(m—1)x"+(m—2)x+(m—2). Si se determine
meR astfel incat f(x)>0, VxeR

m—1)0 < m)l

Rezolvare: f(x) SO@{ |=>m<o0.

Rezolvare: f(x)>0< { |=>m=5.

Rezolvare: f(x)>0< . Asadar,

As0<:>(m—2)(—3m+2)so:me(—oo;ﬂu[z;oo)

m22.

5. Se consideri functia /:R >R, f(x)=2x"+(m—3)x+m. Si se determine meR
astfel incat 7(x)>0, VxeR.

Rezolvare: f(x)20=A<0< (m—3)"—-4-2-m<0=>me [7—2@;7+2\/EJ )

6. Sa se rezolve inecuatiile:

2 _ 2 _
a) (x—2)(x*~9)>0; b) 350, o = %0; 4 Z 0,
x—2 x +1 X +x+1
2_ —
e) (x* —4x)(x* —3x+4)<0. ) ﬂgl; g) 2x+1) —x(x+2)<(x—2)*+5;
x+2
2
m = —x+1021;
3x+6
Rezolvare: a)
X —00 -3 2 3 o0
x—2 e+ |+
¥2—-9 + + + + + o N 0+ + + +
(x—2)(x2—9) _____ 0+ + + + 0____ 0+ ++ +

Din tabelul semnelor, rezultd x e[-3;2]U[3;).
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x+3,
x=2
xe (—oo;—3]u[2;oo) .
x*—4
2 X+l
d) Cum x*+x+1)0,Vx eR, deoarece discriminantul ecuatiei asociate este negativ,
atunci,
x> —=7x+10
X +x+1
€) (x2 —4x)(x2 —3x+4) <0< x* —4x<0< xe[0;4], deoarece x* —3x+4)0,VxeR.

0o (x+3)(x-2)

® (x-2)’

>0 (x+3)(x—2)>0; De aici rezulta,

(0 x> —4H0 = (x—2)(x+2)0 < x e(=2;2) . Se stie ¢d x* +1)0,VxeR.

S0<:>x2—7x+10£0<:>(x—2)(x—5)S0:>xe[2;5].

2 2 2
x°=2x 2S1<:>x 2x—2—x 2S0<:>x 3x 430.
x+2 x+2 x+2
X | —o -2 -1 4 o0
x> =3x—4 |++ + + + +++++ 0 0 +++ +
x+2 | _ _ _ o_ ____ |___ __ + + + + +
x=-2)x*-9) | _ _ _ _ _ /[ ++++ |0 _ 0+ + + +
. g . xr=3x-4
Conform tabelului, observam ca 5 <0=xe(—0;-2)u[-14].
x+

g) 2x+1)° —x(x+2)<(x—2)’ +5 = 4x* +4x+1-x" —2x— x> +4x—4-5<0
2x? +6x—8£0:>xe[—4;1].
X —x+10 (x—2)°
3(x+2)

x° —x+10_
3x+6

120

>20=>x)—-2.

Exevcitii propuse

1. Fie f:R>R, f(x)=(m"+m—-6)x+5. Si se determine m < Rastfel incat f si fie
crescdtoare pe R;

2. Sd se arate ca functia /:R—>R, f(x)=(m"—m+2)x+m—3este crescatoare pe R
pentru orice m real;

3. Sa se arate cd functia /:R >R, f(x)=(-m"+3m—4)x+6este descrescitoare pe R
pentru orice m real;

4. Fie f:R->R, f(x)=(m"-25)x+m+2. Sa se determine m <R astfel incat f si fie
crescdtoare pe R;

5. Sa se arate ca functia /:R >R, f(x)=(2m" —4m+3)x+16este crescitoare pe R
pentru orice m real;

6. Si se arate ca functia /R >R, f(x)=(-m"+m—3)x+4m+3 este descrescitoare pe
R pentru orice m real;

7. Sa se determine intervalele de monotonie si semnul functiei /:R—>R, f(x)=x"+3x-10.
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8. Sa se studieze monotonia functiei f:R — Rin situatiile :

a) f(x) =x>-9; b) f(x) =x>-3x; o) fx)=x*+x-6; d)f(x)=—x>—2x+8.

9. Sa se studieze monotonia functiei f: R — R in raport cu parametrul m :

a) f(x) =mx?+2x+3; b) f(x) = (m*+1)x> 2mx+1; c¢) f(x) = (m?-1)x> +H(m+1)x+2.
10. Si se determine m eRastfel incat f:R >R, f(x)=mx’ +2(m—Dx+m—-10, VxeR.
11. Sa se determine meR astfel incat
fRoR, f(x)=(m+2)x* —(m—1)x+m—-1<0, VxeR.

12. Si se determine m € Rastfel incat x* + (2m—1x+m’ —2m)0,VxeR.

13. Sa se arate ca functia f:R—>R, f(x)=Qm’—4m+3)-x+16 € crescitoare pe
R pentru orice numar real m.

14. Sa se determine m e Rastfel inct ecuatia x* +mx +m+3 =0sa aiba solutii reale.

15. Sa se rezolve inecuatiile pe R.

a) x’ —7x+10>0; b) —x* —4x+5(0;
-3
¢) @x+1)? —x(x+1)<x*+10 d X2 >o0;
) @x+D x(x ) * ) 2x+8
X —x+2 2 3
-~ <0; -———( 1
x*—4x-5 D x+3 x—2<

16. Sa se rezolve pe Rinecuatia f(x)>0in situatiile:
a) 1RSSR, f(x)=x"-8x+12; b) f:R>R, f(x)=—x"+4x+5;
¢) [1R->R, f(x)=2x"+8x+6;

- N . . X —4x+9
17. Sa se rezolve in Rinecuatia; —— >1.
2x+1
18. S se rezolve inecuatiile pe R.
a) x> —4x+5)0; b) —x’-x-120; ) 3(x—1)"+4(x+3)-16) 0;
d) (x=1)+3(x+3)" 2(x+57°  e) 2(x+2) =3(x+1)’ <1+(x-3)(2-3%);
3x-6 x -1 2x% —6x+6 N X +x—6

0; >0; h) ————<1; 1) ———=>0;
2 x+4< & 9—x’ ) X —x x> =3x+3
. x> —16 3 4 3x* +3x-6 X

0; k)——-—+1)0; ) —F—>0; m) ——>0;
) 4-x’ ¢ ) x—1 x+2 ) ) x> —3x ) (x—l)(x2—4)

19. Sa se rezolve in Rinecuatia (x—4)(x—1)<2(x-1).
20. Si se rezolve in R inecuatia (x—2)* +(x—2)(x—3)(1.
21. Sa se rezolve pe R inecuatia f(x)>01n situatiile:

a) f:R>R, f(x)=x"—-8x+12; b) f:R—>R, f(x)=—x>+4x+5;
¢) f:R-R, f(x)=2x"+8x+6; d) f:RH>R, f(x)=x"—4x+3.
22. Sa se rezolve inecuatiile n R :
_ 2
a) 2x* —5x+320; b) (x=2)(x—1)<3(x-1); ¢) 2’“—2>1; d) X% <.
X +x-2 x—1
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6.4 Relatiile lui Viete

Definitie: Fie ecuatia de gradul al doilea ax” +bx+c=0, a,b,c, a=0,cu solutiile x,,x,.

Relatiile lui Viete fac legatura dintre coeficientii ecuatiei de gradul doi si solutiile
acesteia:

XX, =——
a

_c
XX, =—
a

Demonstratie: ax® +bx+c:0<:>a(x—x])(x—x2)=0<:>a(x2—(x] +2X,)X+X, -xz):0|:a3

S=x+x,=——
xX*=Sx+P=0, unde a.

c
P=x x,=—
a

Exemplu: Si se determine relatiile lui Viete pentru ecuatia: 2x* —6x+4=0.

b
S=x+x,=——=——-=
a

Rezolvare: 2

4
P:xl-x2:§:5:2

Exemplu: Sa se determine ecuatia de gradul al doilea care are solutiile x, =4, x, =5.
Rezolvare: Ecuatia care are solutiile x,,x,, se scrie sub forma x* —Sx+P=0, unde

S=x+x,=4+5=9 iar P=x,-x, =4-5=20=>ecuatia este x’ —9x+20=0.

Alte formule utile:
x,2 +x22 =(x +x2)2 =2, %,
x13 + xz3 =(x +x2)3 =3x%,(x, +x,)

4 4 _ 2 252 2 2
XU Hx =" +x,7) —2x " -x,

Activitate independenta | Raspuns
Se considerd ecuatia x* —5x+2=0cu solutiile x,x,. a) 21;
Fara a determina solutiile, sa se calculeze: b)95;
’ c) 433;

a) xl2 +x22; b) x13 +x23; c) x]4 +x24.
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«# Exercitii rezolvate

1. Se considerd ecuatia x’—(m+4)x+3=0cu solutiile x,x,. Sd se determine

m e R astfel incat 2(x, +x,)—5xx, =7.
. [ b
Rezolvare: Se scriu relatiile lui Viete: x, +x,=——=, x,-x, = €, de unde
a a

X +x,=m+4, xx,=3sile
inlocuim: 2(m+4)—5-3=7=2m+8—15=7=2m=14=>m=7.

2. Se considerd ecuatia x2-3x+7=0 cu solutiile x,,x, ¢ R . Firi a determina solutiile,

< 1 1
si se calculeze: a) x> +x,°; b) x’+x’; ¢ x*+x'; d) —+—;
xl x2
3 3
XX, X0 X, x+1  x,+1,
e) —+—+; f) —+—=3 g) ——+ ;
X, X X, X X +2 x+2

e .. < b c
Rezolvare: Se vor utiliza relatiile lui Viete: ax’ +bx+c=0, x,+x,=——, X' X, =—;
a a

In cazul nostru, x, +x,=3; x,-x,=7.

a) x°+x,"=(x +x,)° —2x,-x,=3"-2-7=-5;

b) x’+x =(x, +x,)"=3x-x,(x, +x,)=(3)’-3-7-3=-36;
©) x*+xt = +x°) —2x"x,” =(=5)"—2-49=-73

I 1 x+x, 3 X, X, X +x,” 5
d —+—="1"2==, e) Ly z="1 2 -~
XX, x-x, 7 X, X XX, 7
xox) xtext 73 ) X+l o+l XA +x +x, 44 —5+43+4 2

oAt B,

X, X X, X, 7 X+2 x+2 xx, +2(x +x,)+4 C 7+6+4 17

b

3. Si se determine m < R stiind ci solutiile ecuatiei x* —»x+m+2=0 verifica relatia
x4 +xx, =4,

X + X, =—
Rezolvare: Se scriu mai intai relatiile lui Viete, = { , dupa

c X x,=m+2
XX, =—
a

care, relatia data este echivalenta cu (x, +x, )" —2xx, +xx, =4 =
m’ —m—6=0:>me{—2;3}.
4. Pentru ce valori ale lui m R, ecuatia x* +(3—4m—m’)x—m—2016=0, are suma

ridicinilor ecuatiei, minim4, si care este valoarea minimi?
Rezolvare:

< s b L b .
Suma radacinilor x, +x, =——=m’" +4m—3 este minimd pentru m = 5. -2, 1ar
a a

o N A
valoarea minima este egala cu i sau f(-2)=-7.
a
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Exercitii propuse |+ =\|

1. Sa se scrie relatiile lui Viete pentru ecuatia x> —7x+8=0.
2. Sa se scrie relatiile lui Viete pentru ecuatia x*-x-3=0 si sa se calculeze

X X. .. o .. ..
~L4+22 stiind cd@ x,, x, sunt solutiile ecuatiei date.
x2 xl

3. Se considerd ecuatia x’+3(m—-Dx+m=0.S3 se determine meRstiind ca
x’+x,=10.

Ca . - . .. .11
4. Se considera ecuatia x* —(2m+1)x+m=0.S3 se determine m € Rstiind cd —+—=3.

xl x2

5. Se considera ecuatia x* —(m+1)x+5=0cu solutiile x,,x,. Sa se determine m e Rastfel
incat x, - x, +3x, +3x, =10.
6. Determind meR dacd solutiile x,x,eR ale ecuatiei x’-4x+m=0 satisfac
relatia:

a) x”+x,”=10; b) x’+x,’ =16 ; ¢) x°—x,"=8;
7. Se considerd ecuatia x>-3x+1=0 cu solutiile x,,x, e R—Q . Fari a determina solutiile,
= 2 2 11 XX 4 4 3 3
sd se calculeze: a) x” +x,°; b) —+—; c¢) L+2; d) x'+x°;  e) x’+x;
X X X
1 2 2 1

1 1
+

Dx’+x’ 5 g x"+x" h) ;
x-1 x,-1

8. Se considerd ecuatia x*- 2x +3 = 0 cu solutiile x,,x, ¢ R . Fara a determina solutiile,

o I 1 X X
sdse calculeze: a) x*+x,”; b) —+—; ¢ L+=2; d) x*+x'; e) x’+x’;
XX XX
5 5. 6 6. h 1 1
D x’+x" 5 g X +x"; ) +

x -1 x-1
9. Sa se determine meRdaca solutiile x,x, eRale ecuatiei x’—6x+m=0 verifica
relatia x> —x,> =12.

- X, X .. - .. ..
10. Sa se calculeze ~L+ =2 stiind ca x,,x, sunt solutiile ecuatiei x* —5x+3=0.

X, X

11. Se considera ecuatia x* —7x+8=0cu solutiile x,,x, e R. S se calculeze x;* +x,’.
12. Se considera ecuatia x’—mx+2=0cu solutiile x,x,eR. Sa se determine

1
+ =3.
x+1 x+1

m € Rpentru care
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6.5 Sisteme de ecuatii

. . . x+y=S§
1. Sisteme simetrice de forma Y
x-y=P
Pentru a rezolva un astfel de sistem se asociaza sistemului, ecuatia de gradul al
doilea x* —Sx+P =0, solutiile ecuatiei x,,x, fiind chiar necunoscutele sistemului.
Exemplu: Sa se rezolve sistemele de ecuatii:

{x+y:8 {X+y:—5
_ 2, 2 _
a) x-y=12 . b) X +y —13'

Rezolvare:
a) Necunoscutele sistemului x, y sunt solutiile ecuatiei x*—8x+12=0. Se rezolva

b+ + :
bz_\/Z:8;4:>xl =2, x,=6. Cum sistemul
a

este simetric in x si y rezultd cd solutiile sistemului sunt S = {(2;6),(6; 2)} )

ecuatia, calculand A=5*—-4ac=16, x, =

b) Cum x*+)’ =13 (x+y) —2xy =13 (-5 -2-xy=13=xy=6. Asadar, avem de

. +y=-5
rezolvat sistemul {x Y 6 de unde rezultd x=-2, y=-3sau x=-3, y=-2.
xX-y=
. . y=mx +n
2. Sisteme de ecuatii de forma R ,m,n,a,b,ceR;
y=ax"+bx+c

n

Y

Interpretarea geometrica

Sistemul are doua solutii diferite daca dreapta (de ecuatie y =mx+n) este secanta

parabolei;
Sistemul are o singurd solutie daca dreapta este tangentd parabolei;
Sistemul nu are nicio solutie daca dreapta nu intersecteaza parabola.
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y=2x+4

Exemplu: Sa se rezolve sistemul de ecuatii: R .
y=2x"+Tx+1

Rezolvare: Din 2x* +7x+1=2x+4, rezultd 2x* +7x+1-2x—4=0=2x"+5x-3=0, se

b+ -5+ .
bt A: 5_7:> xlzl:yl:2-1+4=5 si
2a 4 2 2

obtin solutiile: x,, =

x,=-3=y,=2-(-3)+4=-2. Asadar, solutiile sunt S = {(%;5],(—3; —2)}.

ax+by+c=0
s a,b,c,mn,peR.

3. Sisteme de forma
mx’ + nxy + py2 =0

. Lo x+y=2
Exemplu: Si se rezolve sistemul de ecuatii: * . ;
X +y +xy=7
Rezolvare: Din prima ecuatie se scoate y = 2 — X si se inlocuieste in a doua ecuatie
rezultand:

¥ +(2-x)+x(2-x)=7=x>-2x-3=0. Rezultd, x, =—1,x, =3. Mai departe se afla y:
¥, =3,y, =—1. Solutiile sistemului sunt: § = {(—1;3),(3;—1)} .

Activitate independenta | Réspuns

y=3x-2 S ={(11),(8:22)}
y=x —9x+6

Sa se rezolve sistemul de ecuatii: {

=+ Erercitii rezolvate

1 1
+y=2 x 70
1. Sa se rezolve sistemele de ecuatii: a) x+y ;5 b) Y ;
x-y=—15 1
Yey=—
7%

Rezolvare: a) Sistemului dat i se asociazi ecuatia x* —2x—15=0. Solutiile ei sunt chiar
solutiile sistemului: x, =-3, x, =5; S= {(—3;5),(5; —3)}.

5
x+y=>5xy X+y== 5
= =x'-Zx+-=0.
6 6

1
X-y=—
6 y 6

b) Sistemul dat este echivalent cu
xX-y=

Rezulta,
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2. Si se rezolve in R x Rsistemele:
x+y=3 x+y=5 3(x+y)+xy=9
Y {x'yy=—10; P {x2+y2=53; ¢ {x(+yi)2xyxi—7;
Rezolvare: a). Asociem sistemului de ecuatii liniare ecuatia de gradul doi de forma
x> —Sx+P=0 unde §=x, +x,, P=x,-x,. In cazul nostru, necunoscutele x si y ale
sistemului sunt solutiile x,,x, ecuatiei x*—3x—10=0. Rezolvand ecuatia se obtine
x, =-2,x, =5. Asadar, cum sistemul este simetric rezulta S ={(-2;5),(5-2)}.
b) . Ecuatia a doua a sistemului se mai scrie astfel x* +y” =53= (x+y)> —2xy=53.Cum
x+y=5rezultd xy=—14= {;”y - 514 = () € {(-27),(T:-2)}.

c).Notamcu S=x+y si P=x-y.
3S+P=9(-2)
Sistemul dat este echivalent cu |S+2P=-7

(+) =58 /=-25=8=5=P=-6.

. . |x+y=35
Din rezolvarea sistemului {x Y 6= () e{(=1;6),(6;—D)}.
x-y=

. . .. y=x+4 3x—y=2
3. Sa se rezolve sistemele de ecuatii: a) b

y:x2+7x—12’ x2+2xy—y2:4,

Rezolvare:

a) Din x* +7x—12=x+4, rezultd x> +7x—12—x—-4=0=x"+6x—16=0, se obtin

—biJZ:—6ilo:>

solutiile: x,, = 5 5
a

x,=—8=y =-4six,=2=y,=6.

Asadar, solutiile sunt S = {(—8;—4),(2;6)} )
b) Din prima ecuatie se scoate y=3x—2si se inlocuieste n a doua ecuatie,

x* +2x(3x—2)—(3x—2)* =4, de unde se obtine —2x* +8x—-8=0[:(-2) =

x’ —4x+4=0 cu solutiile x, =x, =2. Asadar, din y=3x—2se obtine cd y=3-2-2=4.
Solutia sistemului este S = {(2;4)} .

4. Sa se precizeze pozitia dreptei y=2x+1 fati de parabola y=x>—6x+17;
Rezolvare:

Din x* —6x+17=2x+1=(x—4)> =0=x=4= y=9. Asadar, dreapta va avea un singur
punct de tangenta cu parabola data.

5. Sa se rezolve sistemele de ecuatii:
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x+y=-3

P43 =256 33 =28 x+y=1
ay TV gy Y I I R
x+y=-2 X Hxy+yi =7 _+_=_E x'+yt=17

y X
Rezolvare:
a) Din x’ +)" = (x+y)’ =3xp(x+ y)rezultd —56 = —8+6xy = 6xy = 48 = xy =-8. Asadar,

¥ V=2 Se obtin solutiile: S = {(—4:2),(2-4)}.

ramane de rezolvat sistemul:
x-y=-8

b) Din x* -y’ =(x—p)(x’ +xy+)°)obtinem (x—y)-7=28=x-y=4=y=x—4siil
inlocuim pe y in a doua ecuatie: x> +x(x—4)+(x—4)* =7 de unde, obtinem ca

3x* —12x+9= O|:3 =

x* —4x+3=0cu solutiile x, =1si x, =3. Mai departe, din y=x—4 se afld y, =1-4=-3si
v, =3—4=-1. Asadar, solutiile sistemului sunt: S = {(1;—3),(3; —1)} .

3 3

+¥ 9 G oyy’) 9
Xy 2 Xy
6[ (x+)’ =3xy | =9xy = 2(9-3xy) =31y =18—6xy =3y = xp=2.

¢) Din a doua ecuatie obtinem:

=

xX+y=-3
Asadar, { 7 =>x=-2, y=—lsaux,=-1, y,=-2.
x-y=2
Solutiile sunt, S = {(—2;—1),(—1;—2)} .
d) A doua ecuatie este echivalentd cu (x* +1°)* —2x*y* =17 i mai departe,
[(x+p) —2xy]2 —2x*y*=17= (1-2xy)*—2x*»*=17 . Fiacand notatia xy=r, obtinem
ecuatia
t*=2t—-8=0 cu solutiile ,=-2, ¢, =4. De aici, se obtine ¢ xy=-2sau xy=4.Asadar,
se obtin sistemele:

=1 =1
{x+ y , cusolutiile: S= {(—1;2),(2;—1)} si {x+ V=" care nu are solutii reale.
xy=-2 xy =4

6. Sa se rezolve sitemele de ecuatii:
xt+yt =21 x+y=26
a) g ; b ;
x-y=2 Jx+ \/; =6
Rezolvare:

2
a) x4+y4:21<:>[(x+y)2—2xy} —2x’y*=21.Cum x-y =2, rezultd

[(x+y)2 —4]2 —4:2:>(x+y)2 —4:i\/§:>

x+y=3 G {x+y:—

3 ..
. Solutiile sunt
x-y=2 x-y=2

(x+y)2=9:>x+y=i3:> {

S ={(1:2).(2:D).(-1;-2),(-2-D}.
b) Din \/)_c+\/;:6|()2 :>x+y+2\/E=363\/x_y:5:xy:25.
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= (x;) €{(1;25),(25;1)} .

+y=26
Asadar, Y
x-y=25

Exercitii propuse | 1113

1. Sa se rezolve sistemele:

5
+y=-—4 =— +y=— =

a) {x y ; b) {x-i—y 3\/5; °) X+y 2: d) {x-i—y 2\/5;
x-y=-5 x-y=6 xoy=1 x-y=2

2. Sa se rezolve sistemele:

2) x+y+x-y7 b 2Ax+y)—x-y=-2_ ) 3(x+y)—x-y=1_
2(x+y)—3x~y:—1’ (x+y)-(x-y)=12 ’ 2x+2y—xy=4 ’
l+l+i:l

dx y xy 3
2(x+y)=—xy
1 1 Xy Xy
—+—=1 X +y* =10 Z+==2 —+Z=2 X +2 =10

e x ;D{xf_3;g)yx,h)yx,){x_f4
x+y+2xy=4 B X+y=6 x-y=9 =

3. Si se rezolve sistemele de ecuatii:

)C+y_9 x+y—1
x+y=7 T2 +v=33 3

ORI ' TP R e ) 3

X'y=—8 X _l X y:6 x __z
y > y 9

¢ 2(x+y)+xy=17
x+y-3xy=-9

X y_ 2 2 —
x+y:3 —t+==2 X+ +xy=7 x+y—15
4-21){2 , s D)y x ;C){ rory ;d{2 s 3
X +y =5 xoy=4 x+y+4xy=-10 X +y =13

5. Si se rezolve sistemele:

3 3 3 3 3 3 3 3
X +y =9 X +y =7 x+y =7 x+y =0

) R T R SR I T R A s
x+y=3 x-y=-2 x+y=1 X —xy+y’ =12

¢ X+ =-26
¥ —xy+y’ =13

6. Sa se rezolve sistemele:

y=x+4 y=x-2 y=2 y=x
a) s s b) R ;0 © R ; d) R ;
y=x —-2x y=x"—-3x+2 y=x"—4x+5 y=x"-Tx+7
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x+y=0 x+y=2 x—y=3 2x—-y=1
©) : > Do i_gt 990 c_ o WL ;
y=x"+5x+9 y +5x—x"=0 X +3xy+y =-1 X +xy—2=0

o |y=x+8 o ly=x+1 y=2x-1 y=x-1
) s )] , ;K , ; ) s :
y=2x"—-6x+4 y=3x"—4x+3 y=2x"—-7x+3 y=3x"-T7x+4
se rezolve sistemele de ecuatii:
=2x+3 x+y=1 2x+y=4
¢4, 3o A 5
y=x +4x+4 y +xy+y=4 x =3xy+y=-3
xX+y= 2 xz—xy+y2:3 . X+y—5=0 . x+2y=1
; - . .
X+ +xy= 7’ y=x+1 ’ xz—xy+2=0’ x*—6y" =1

Fie functiile f,g:R—>R, f(x)=x"—4x+6, g(x)=2x+1. Sia se determine
coordonatele punctelor de intersectie a graficelor functiilor f'si g.

9. Fie functiile f,g:R—>R, f(x)=x"—x+1si g(x)=x+4.53 se calculeze coordonatele
punctelor de intersectie a graficelor functiilor f'si g.

10. S& se determine coordonatele punctelor de intersectie dintre graficele functiilor
£,g  R>R, f(x)=2x"—4x+3, g(x)=—x+2.

-y=5=0 . ){x—y:—_’).

X
11. Sa se rezolve: a) { 0’
xX-y=

y=3x>+5x—4"

12. Sa se precizeze pozitia dreptei y =mx+n fatd de parabola y=ax’ +bx+c in
cazurile:

a) y=3x—2, y=x"—4x+8 b) y=x+2, y=x"+3x-6
c) y=x-3, y=x>-3x+3 d) y=3x-3, y=x>-2x+4
e) y+5=0, y=x"-9x+13 D y+x+1=0, y=x"+4x+3
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PARTEA all-a. 5
ELEMENTE DE GEOMETRIE PLANA

1. CALCUL VECTORIAL

1.1 Vectori sub forma algebrica. Vectori egali

Definitie: O pereche ordonata de puncte din plan (A;B) se numeste segment orientat. A se
numeste originea si B extremitatea segmentului orientatat (AB).

Lungimea segmentului [AB] se numeste lungimea, modulul sau norma segmentului orientat;
Dreapta AB se numeste dreapta suport a segmentului orientat;

Definitie: Se numeste vector multimea tuturor segmentelor orientate din plan care au aceeasi
directie, sens si lungime.

Un vector AB se caracterizeazi prin modul (sau norma adica lungimea sa, |AB ), prin directie
definita de dreapta suport a vectorului, AB si de sens care este indicat de sageata, de la A spre

B;
Vectorul nul 0 are lungimea zero si reprezintd orice punct din spatiu;
Scrierea vectorului v (sau E)

Sub forma algebrica : \ﬂz(x2 —X;¥, —)))sau

Sub forma de descompunere dupa versorii i
si ; ai axelor Ox si Oy:

;=pi’0X;'_l:+pVOy;']=(X2 _xl);+(y2 _yl)})

Baza (', ]) se numeste baza ortonormata.

Versorii axelor de coordonate au modulul egal cu 1, directiile axelor si sensurile semiaxelor
pozitive OX si OY.

Vectori egali

Definitie: Se numesc vectori egali, vectorii care au aceeasi directie, acelasi sens si acelasi
modul. Doi vectori se numesc opusi daca au aceeasi directie, acelasi modul si sensuri contrare: -
AB=BA .

Pentru vectorii u(x;;3,),v(x,;¥,) sau u=x,-i+y,-j, v=x,i+y,- j,

U=VEX =X, SI Y=Y,
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Exemplu: Sa se determine m,n € R astfel incat vectorii u= 5- m);+ 4} siv=8i+ (n— 6)} s
fie egali.
Rezolvare: u=v<>5-m=8 si 4=n—6=m=-3, n=10

Activitate independenti | Réspuns
Sa se determine m,n € R astfel incat vectorii u = (m* —6)i+4, m = -3, m=3
v=3i—(n+5)/; si fie egali. =-9

=4 Exercitii rezolvate

1. Sa se reprezinte intr-un sistem de axe XOY urmatorii vectori:
a) v(4); b) v,(=2:2)3 ) v(—4-2); d) v,(3;-3).
Rezolvare:

2. Sa se determine m,n € R astfel incat vectorii urmatori sa fie egali:

a) u(m;4), v(3;n); b) u(m+2;n-5), v(4;6); ¢) u(8;-5), v(m+6;n-3);
Rezolvare:

a) u=vesm=3 si n=4;

b)u=vesm+2=4=m=2 sin-5=6=n=11;

) u=v<8=m+6=m=2si ~5=n-3=n=-2;

3. Si se determine 2, n € R astfel incat vectorii urmatori sa fie egali:

a) u=4mi+(n—2)j, v=12i+3; b) u=6i+4j, v=(m+2)i+nj;
) u=(m*—9)i+(4—n)j, v=16i+27;
Rezolvare:

a) u=vedm=12=m=3 sin-2=3=>n=5;
b) U=v<6=m+2=>m=4si d=n=n=4

)u=vem-9=16=>m’=25=>me{-55) si 4-n=2=n=2;

Exevcitii propuse |1+ =\

1. Sa se reprezinte intr-un sistem de axe XOY urmatorii vectori:
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a) %(26); b) v,(-34); ) M(=5-D;  d) v(4-2).

2. Sa se reprezinte Intr-un sistem de axe XOY urmatorii vectori:

a) v, =2i+5); b)v,=-3i+2j; c¢)w=—4i-3j; d)v,=5i-4;.

3. Sa se determine m,n € Rastfel incat vectorii urmatori sa fie egali:

a) u(m;6), v(=2;n); b) u(m—4;n+3), v(52);  ©) u(m+6;8), v(10;n—2);

4. Sa se determine m, n € Rastfel incat vectorii urmatori sa fie egali:

a) u=(m-3)i+2j, v=3i—(n+1)J; b) u=C2m+8)i+6/, v=(m—4)i+(n-2)/;

¢) u=4i+3j, v=03Bm-8)i—(2n+9)/: d) u=(m*+2m)i+(n—4)j, v=3i+5;

5. Si se determine m,neR astfel incat vectorii u =6i+ (n—4)}' si v= (m+4)lT+10} sa fie
egali.

1.2 Operatii cu vectori

Adunarea vectorilor

Definitie: Pentru vectorii ;l(xl; yl),;(xz; ¥,)suma lor este vectorul u+ ;()c1 +X,;,+y,) sau

pentru vectorii ;tzx] -;+y1 “J, V=X, ~_z"+y2 ~}, suma lor este ;1+;:(xl +x2)-;+ 6 +y2)~};

Inmultirea cu scalari

Definitie: Produsul dintre un scalar 4 € R si un vector ;(xl, »,) este un vector de coordonate
(Ax;, Ay)saud-u=A-x-i+A-y-j, VAeR. De

asemenea,/1~;:6<:>/'L:O sau ;:6,V16R;

Daca A+ O,\: £0= ‘/1 . \:‘ = W . ;,/1 v are directia si sensul vectorului vdaca A)0 si sens

opus lui v daca (0.
Exemplu: Se dau vectorii u= 5;—3;, v=—4i+ 7}' . Sa se calculeze 2u+3v;
Rezolvare: 2u+3v=2(5-3/)+3(—4i+7/)=10i—6—12i +21j =—2i+15 ;

Produsul scalar a doi vectori nenuli

Definitie: Produsul scalar a doi vectori ;l(xl; ), ;(xz; ¥,) sau

u=x-i+y-j, v=x,-i+y,-j, esteegalcu uev=x-x,+y,-y,

Exemplu: Sa se calculeze produsul scalar al vectorilor u= 4;—3], v=3i+ 2} .
Rezolvare: usv=4-3+(=3)-2=12-6=6;

Teorema cosinusului:

z;-\jz‘;:‘-i;‘-cosa = cosa = N6 T , undeca = m(u,v),c €[0, 7).
\lixl2 +y12 '\ixz2 + y22
Activitate independenti | Raspuns
Sa se determine cosinusul unghiului facut de dreptele suport ale vectorilor 1

u=2i+6j, v=i+3].
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=4 Exercitii rezolvate

1. Se consider3 vectorii u = 5i + 4}, v=3i— 2} . Sa se calculeze:

a) u—v; b) 2u+4v; ) 3u—2v;

Rezolvare:

a) u—v=5i+4;—-(3i-2/)=5i-3i+4j+2j=9—j ;

b) 2u+4v=2(5i+4))+4(3i—2/)=10i+8 +12i -8 =22/ ;

) 3u—2v=3(5i+47)—23i—2/)=15i+12j—6i +4=9i+16 ;

2. Se considera vectorii ;(—3; 2), ;(4; 1), . Sa se calculeze:

a) u+v; b) 2u+v; ¢) 3u—4v;

Rezolvare:

a) u+v=(-32)+41)=(3+42+1)=(1;3);

b) 2u+v=2(-3;2)+(41) = (=6;4) + (4:1) = (-2;5) ;

©) 3u—4v=3(=3;2)—4(41) =(-9;6)—(16;4) = (-25;2).

3. Sa se calculeze produsul scalar al vectorilor:

a) u(4:2), v(3;5); b) u(=3;5), W(24); ¢ u=2i+3j, v=4i+5j; d) u=6i—4;, v=3i-2].
Rezolvare:

a) uov=4-3+2.5=12+10=22; b) uev=-3-2+5-4=-6+20=14;

) usv=2-4+3-5=8+15=23; d) uev=06-3+(—4)-(-2)=18+8=26.

Exercitii propuse || *\

1. Se considera vectorii u = 2;—3}, v=4i+ 3} . Sa se calculeze:

Q) u+v; b) u—2v; ¢ 3u+dv; d) 2u—5v.
2. Se considera vectorii ;1(2; 4), \7(—2; 3), . Sa se calculeze:
a) u+v; b) 2u+3v;  ©) 3u-2v;

3. In reperul (O;;; }) se considerd vectorii u=>5i— 2} si v=2i+ 4} . Sa se determine
coordonatele vectorului 3u +4v .

4. In reperul (O;;; }) se considerd vectorii u=-3i+ 5} si v=3i+ 2} . Sa se determine
coordonatele vectorului 4u+2v .

5. In reperul (O,;, }) se considerd vectorii u =6i— 2} si v=4i+ 3} . Sa se determine
coordonatele vectorului 3u—2v .

6. Se considera vectorii = 5;—3}, v=—4i+ 7} . Sa se calculeze : a) 3u—2v ;b) —4u+5v ;

7. Sa se calculeze produsul scalar al vectorilor: a) 21(5;—4), ;(3;—2) ;

b) u=-3i-2j, v=2i+4; .

8. Sa se determine cosinusul unghiului facut de dreptele suport ale vectorilor

u=3i+4j, v=12i+5].
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1.3 Modulul unui vector

Modulul unui vector

R - . JE— 3

Definitie: Pentru vectorul AB=xi+yj (sau AB(x;y)) modulul ¥
(sau norma ) vectorului AB este ‘Ei =x*+* . Daca v
A(x3¥,), B(xy;yy)atunci ‘AB‘:\/()CB _‘xA)2 + (s _yA)2 . o x
Modulul sau norma unui vector reprezinti lungimea vectorului.
Exemple. Sa se calculeze modulul (norma) vectorilor:
a) u,(2;3); b) u, =-2i+6j;
Rezolvare:
) [ =2’ +3* = J13;
b) |Z\ = (=2 +6* =40 = 2410 ;

Activitate independenti | Réspuns

Se considera vectorul u = (m —4);+ 3}. Stiind cd norma sa este egala cu 5, | M= 0,
sa se determine m. m=8.

«# Exercitii rezolvate

1. Sa se calculeze modulul vectorilor:

a) v =6i+87;  b) v,(-5:2v6);

Rezolvare:

) || =|6i+87| = 6> +8* =100 = 10;

b) |Z\ = (=52 +(2J6) =25+ 24 =49 =7;

2. Se consideri vectorii ;1(5;—2) si ;(3;—1) . Si se determine modulul vectorului 2z —3v.
Rezolvare: 2-u(5;-2) = (10;—4)si —3-v(3;—1)=(-9;3). Atunci,

(20-3v)(10-9;4+3) = (1;-1).

[2u =3 ="+ (-1 =2.

3. Se considera vectorul v =m-i+3j. Sa se determine m € R astfel incat modulul

vectorului sa fie egal cu 3.
Rezolvare:

|vj = ‘m it 3}‘ =+/m* +3* =3. Prin ridicare la puterea a doua rezulta m* +9=9=m=0;
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Exercitii propuse |+ =\|

1. Se considera vectorii u =i + 3} si v=-2i+ 2}. S se determine modulul vectorului 3u —v.

2. Se considerd vectorii 21(2;3),5(3; 5).Sa se calculeze modulul vectorului 2a+3b.

V2

3.S4d se calculeze norma vectorilor: a) ;(6;8) ;b) u=-3i+ 5}; c) u= %;+7] ;
d) u=4i-5;;
4. Fie vectorii 21(2;3),5(3; 5).Sa se calculeze modulul vectorului 2a+3b.

5. Se considerd vectorii u :32—}$i v=2-i— a}. Sa se determine a € R astfel incat modulul

vectorului u—3v sa fie egal cu 3.
6. Se considera vectorii ;(8;—2) si \7(3;01) . Sa se determine a € R astfel incat modulul vectorului

3u—2v si fie egal cu 30.

1.4 Vectori coliniari. Vectori necoliniari

Definitie: Doi vectori se numesc coliniari daca cel putin unul este nul sau dacd amandoi sunt
nenuli si au aceeasi directie (indiferent de modul si de sens). In caz contrar se numesc
necoliniari.

Ll .
n]
- Vv v
vectori coliniari vectori necoliniari

Definitie: Fie Zt(xl; ) #0 si ;(xz; ¥,) un vector oarecare.

Vectorii u si v sunt coliniari <31 e€R ai. v=A4-u sau
X _n

X, N

= =k,x,,y, #20. & xy, —x,y, =0.

Exemple: Verificati daca urmatorii vectori sunt coliniari a) ;1(1; 1), ;(3;—1) ;b)
u=2i+3j, v=4i+6

Iy 1 - - S
Rezolvare: a) Deoarece Ex—c\— = u si vnu sunt coliniari,

b) Cum %: % <12=12=>u si v sunt coliniari;
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Vectori ortogonali

Definitie: Vectorii ;(x, 3D ;(xz; »,) sau u= X, Qi » ~}', v= X, Qi+ ¥, j, sunt ortogonali,

ulve XX, +y-y,=0.

Exemplu: Sa se determine m e R astfel incat vectorii u="2i+ 4}, v=-3i+ m} sa fie
ortogonali.

Rezolvare: u Lv <> 2~(—3)+4'm:0:>4m:6:>m:%;

Descompunerea unui vector dupa doui directii date

Definitie: Fie a si b doi vectori necoliniari. Oricare ar fi vectorul v, exista
a, f € R(unice) astfel incat v =« -a+ - b adicd vectorul v se scrie ca o combinatie liniara a

vectorilor a si b care formeaza o bazd. «,f se numesc coordonatele vectoruluiv in baza

il

Exemplu: Si se scrie vectorul V= 4;—3} ca o combinatie liniard a vectorilor a = 2_1:+} si
b=i-2j.

Rezolvare: v=a-a+B-b<>4i-3j=aRi+ )+ pfi—2))<=4i—-3j=Qa+B)i+(@—-2p)].
De aicirezulta o =1, ﬂ=2:>;=;t+213;

Vectori liniari independenti

Definitie: Vectorii #=x,-i+y,-j, v=x,-i+y,-j sunt liniar independenti adica necoliniari

< 3dx,yeR ai. .r~;+y~;=6<:>x=y=0.

Exemplu: Sa se arate ca vectorii u= 2;—3}, V=it 2} sunt liniar independenti.
Rezolvare: x-u+y-v=0<>x-(2i—3/)+ (i +2/)=0< (2x+ )i +(-3x+2y)- j=0=>
6=0~;+0-}32x+y =0si —3x+2y=0, asadar x =0, y = 0 deci u, v sunt liniar
independenti;

Activitate independenti | Réspuns
Se considera vectorii u = (m —2);+ (m+ 5)} si u=3i+ 4} . Sase m=23
determine m astfel incat vectorii sa fie coliniari.

E/ Exercitii rezolvate

1. Si se determine m < R astfel incét vectorii u(4;—2) si v(m+1;3) s fie:

a) coliniari; b) ortogonali;

Rezolvare:

a) 13(4;—2) si v(m+ 1;3) sunt coliniari dacd si numai daca il = _?2 =4-3=(m+1)-(-2)
m+

=l4="2m=m=-7,
b) u(4;-2)si v(m+1;3) sunt ortogonali daca si numai daca 4-(m+1)+(-2)-3=0

:>4m+4—6:0:>4m:2:>m:%;
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2. Si se determine m < R astfel incat vectorii u(m+3;m—1)si v(4;3)sa fie:

a) coliniari; b) ortogonali;

Rezolvare:

a) u(m+3;m—1)si v(4;3)sunt coliniari daca si numai daca

mTH=mT_l:>3'(m+3)=(m—1)«4:>3m+9=4m—4:>m:13;

b) w(m+3;m—1)si v(4;3)sunt ortogonali daca si numai daca

4-(m+3)+3-(m—1):0:4m+12+3m—3:037m:—9:>m:_79;

3. Si se determine m < R astfel incat vectorii u(m’ —4;m+2)si v(3;1)si fie:

a) coliniari; b) ortogonali;

Rezolvare:

a) Vectorii u(m® —4;m+2)si v(3;1)sunt coliniari daca si numai daci

m’ —4 m+2
3

b) Vectorii u(m’ —4;m+2)si v(3;1)sunt ortogonali daci si numai daci

= m*—4=3(m+2)=m* -3m-10=0=me{-25};

(m2—4)-3+(m+2)~12033m2+m—10203me{—2;§};

4. Si se determine m < R astfel incit vectorii v =5-i+3-jsi v=(m—4)-i+2-j si fie:
a) coliniari; b) ortogonali;

Rezolvare:

a) Vectorii #=5-i+3-si v=(m—4)-i+2- sunt coliniari daci si numai daca
i=§:>10=3m—12:>3m=22:>m=2;

m—4 2 3

b) Vectorii u=5-i+3-jsi v=(m—4)-i+2- sunt ortogonali daci si numai dac

5-(m—4)+3-2=0:>5m:14:>m=%;

Exevcitii propuse |1+ =\

1. Si se determine m e Rastfel incat vectorii u=2-i—m- j si v=m-i—8-jsi fie:

a) coliniari; b) ortogonali;

2. Si se determine m e Rastfel incat vectorii u=(m*—9)-i+(m+3)-jsi v=4-i+2-jsd
fie:

a) coliniari; b) ortogonali;

3. In reperul cartezian XOY se considera vectorii OA=(a+2)i+3/si OB=-2 i+ j. Si se
determine numarul real ,, a” astfel incat vectorii sa fie coliniari.

4. In reperul cartezian XOY se considerd vectorii u=3i+ 2} si v=(a-2) i+ 3}'. Sa se
determine numarul real ,, a” astfel Incat vectorii sa fie coliniari.

5. In reperul cartezian XOY se considera vectorii u=2i—4/si v=3i—(a—1)j. Si se
determine numarul real ,, a” astfel Incat vectorii sa fie coliniari.
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6. In reperul cartezian XOY se considera vectorii # =(2a—1)i+5/si v= i+(1+a);j. Sa se
determine numarul real ,, a” astfel incat vectorii sa fie coliniari.

7. Si se determine m e Rastfel incat vectorii u=(3—m)i—(2+m)jsi v=4i+4)sa fie
ortogonali.

8. Si se determine a e R astfel incat vectorii u=(1—a)i—aj si v=23i+2sa fie ortogonali.
9. Sa se determine a € R astfel incat urmatorii vectori sa fie coliniari:

a) u(a—2;4) si v(2;3); b) u=2a+4)i+3j si v=4i+2] ;

¢) u=(a—6)i+Q2a+4)j si v=4i+6; ;

10. Si se determine m e R pentru care vectorii » =2i+3/si v=—3i+m, sunt coliniari.

11. Sa se determine meR astfel incat urmatorii vectori sa fie ortogonali:

a) u(3;-5), v(6;2m);b) u=4i+mj, v=3i-2j ;

12. Sa se scrie vectorul v=4i—3jca o combinatie liniard a vectorilor a=4i—6;si
b=3i+2j.

13. Sa se verifice daca urmatorii vectori sunt liniar independenti:

a) u=4i+37, v=-3i+5j ;b) u=2i+j, v=—4i+8; ;

14. Si se determine a € R pentru care vectorii #=5i+3/si v=(a+2)i+a, si aiba acelasi
suport.

Stiati ¢z ?

Thales din Milet (c. 624 — 576 i.e.n), considerat primul dintre Cei
Sapte Tntelep‘;i ai Antichitatii, este intemeietorul celei mai vechi
scoli filozofice din Milet, scoala ioniand care a dezvoltat ideea de
materialism in filozofie, reprezentand primii pasi in constituirea
unei culturi stiintifice.

Thales cunostea cd diametrul imparte cercul in douda parti

congruente sau ca unghiul inscris intr-un semicerc este drept. De
asemenea, stia cd suma masurilor unghiurilor unui triunghi este cit masura a doua
unghiuri drepte, precum si congruenta triunghiurilor precum si teoria figurilor asemenea,
teorie dezvoltata de el si in care o teorema ii poartd numele(zeorema lui Thales). A
masurat Tnalfimea unei piramide prin lungimea umbrei ei si distanta dintre doud puncte
din care unul inaccesibil cu ajutorul proportionalitatii laturilor in triunghiuri asemenea.
Insusi faraonul Amasis rimasese uimit de felul cum Thales  masurase inaltimile
piramidelor, ajutandu-se doar de o vergea infiptd in pamant si de cateva masuratori
simple.

Este primul care a afirmat ca Luna primeste lumina de la Soare si a prezis eclipsa de
Soare din anul 585 1.e.n. ([6], p.7)
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2. APLICATII ALE VECTORILOR IN GEOMETRIE

1. Operatii cu vectori

Adunarea vectorilor se poate face dupa regula triunghiului sau dupa regula
paralelogramului:

Y Cx1+x2; y1+y2)
B(xz; y2)
y2 = ’
A(x13 ya) 1 B(xz; y2)

vi[ A |
i ! !

xz X oO|j x o2 ve

OA+AB=0B OA+0OB=0C

Descompunerea unui vector dupi doi vectori necoliniari

OC=0A+0B=0C=(x,+x)i+(»,+3,)J) 3

Coordonatele unui vector AB , unde A(x,;v,), B(x,;yy), sunt date de formula
AB(xB X4 Vp _yA)'

Modulul unui vector 4B unde A(x,;v,), B(xy;y,), este egal cu

‘AB\ = \/(xB _xA)2 +(Vp _YA)2 .

2. Conditii de coliniaritate

Definitie: Doua drepte sunt paralele, AB| |CD daca si numai daca ele sunt suporturile a doi

vectori coliniari. AB| |CD < AB si CD suntcoliniari<3 k eR ai. AB= k-@;

3. Vectori de pozitie.

Daca r,,r, sunt vectori de pozitie, atunci: AB =r, —r,

y

»

ra,

Vectorul de pozitie al unui punct care imparte un segment intr-un raport dat

Definitie: Daca punctul M €[ A4; B] astfel incat % =k)0=OM = OA;L—kkOB *)
+
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r,+k

. . . . . . - -7 -
Relatia (*) se mai poate scrie cu ajutorul vectorilor de pozitie astfel: » = likB unde r este
+

vectorul de pozitie al vectorului OM .

B(Xz2; y2)

Exemplu: in reperul cartezian XOY se considera punctele A(—1;2), B(3;6). Determinati

. MA
coordonatele punctului M [ AB]astfel incat VB =2.

Rezolvare:

%:ZQA:M:2<:>E:mundek=2.

MB MB 1+k

X, :xA+k~xB :—1+2~3:§, » :yA+k-yB =2+2'6=E,asadarseob;ine M é’ﬁ
1+k 1+2 3 1+k 1+2 3

4. Mijlocul unui segment/ vector

Definitie: Fie A(x,,y,), B(x,,y,) puncte intr-un reper cartezian XOY.

Vectorul corespunzator mijlocului M al segmentului [AB] este OM = 04+0B

+7

rA B

Vectorul de pozitie corespunzator mijlocului vectorului AB este a =

Coordonatele vectorului de pozitie corespunzator mijlocului M al segmentului [AB]

sumo—M(m uj
2 7 2 )

>

Exemplu: in reperul cartezian xOy se considera vectorii a(2; 6) si @(4; 8) . Sd se determine
coordonatele vectorului OM unde M este mijlocul segmentului [AB].

Rezolvare: Cum W=%:x =2L24=3, yM=$=73W(3;7).

M

5. Centrul de greutate al unui triunghi

Definitie: Fie A(x,,),), B(x,,y,), C(x;,»;) puncte in plan.

Vectorul ¢ orespunzator centrului de greutate al triunghiului este OG = 04+ 0B+0C
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Vectorul de pozitie corespunzator centrului de greutate al triunghiului ABC este
— rtr A+
o=l
3
Coordonatele vectorului centrului de greutate al triunghiului ABC sunt
OG[X +x, +x, y1+y2+y3j

>

3 3

Exemplu: in reperul cartezian xOy se considera vectorii @(2; 6) si @(4; 8) si @(IO; -5).Sa
se determine coordonatele vectorului OG unde G este centrul de greutate al triunghiului ABC.

Rezolvare: Cum W=W:x6 =#=6, Yy = 6+§_5 =3= 0G(6;3).

Exemplu: Fie A(1,2), B(3,6), C(5,-2). Sa se determine coordonatele vectorului centrului de
greutate al triunghiului ABC.

Rezolvare: 0G(x1+’;2”3,y1+y32+y3j OG(1+§+5,2+§ 2) 0G(3,2);

6. Teorema cosinusului

x|x2+yly2
V-cosa = cosa =

2 2 2 2’
YRR VR RS

EoE:‘EHﬁ‘ocosA :cosAz@'

U= undea:m(ﬁ,;),ae[o,ﬁ].

AB? + AC* — BC?

; AB-AC=
2

N
<
I

Exemplu: Se considera in plan punctele A(1,2), B(3,6), C(5,-2); Sa se calculeze cos A;
Rezolvare: E(Z' 4), E(4' —4)
2-4+4-(-4) -8

=cosAd=
Tdm e
Activitate independenti | Réspuns
Fie ABCDEF un hexagon regulat Sa se arate ca: AB+ AE = AD;

AC + AF = AD;

b) AB+ AC+ AD+ AE + AF =3AD;

-,E/ Erercitii rezolvate

1. Fie A(3;-2), B(—L1), C(2;4) puncte in plan. Sa se determine coordonatele punctului
D(a;b) astfel incat AB+CD =0.
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Rezolvare: Cum E(—4; 3); C—D(a -2:b-4)=
AB+CD=0<(a-6b-1)=(0;0)=a=6,b=1.

2. Se consideri in plan punctele 4(-2;1), B(2;3), C(a;b). Sa se determine a,b € R astfel
incat 2-04—4-0OB=0C, unde O(0;0).

Rezolvare: Din (—4;2)—(8;24) =(a;b) =>a=-12, b=-22

3. In triunghiul ABC, punctele D, E si respectiv F sunt mijloacele segmentelor
[BC].[AC]si respectiv [ AB]. Si se calculeze: AE+CD+ BF ;

Rezolvare: Evident AE +CD+ BF = %(/TC+ @+E4) = 6;

4. in triunghiul ABC se cunoaste ci 2A4B+8CB =0. Si se determine valoarea raportului
ic

BC'

Rezolvare:

Din regula triunghiului AB = AC+CB rezulti ci 24B+8CB =0 2(AC+CB)+8CB=0=>
24C+10CB =0=>2A4C =-10CB = 24C =10BC = g = % =
5. in pitratul ABCD de centru O si se calculeze OA+OB+0C+OD.

Rezolvare: Cum vectorii sunt opusi doi cate doi rezulta: 0A=-0C,0B=-0D=

OA+OB+0C+0D = 0A+OB—0A—0B =0.
6.in triunghiul ABC se considera M, respectiv N, mijloacele laturilor [AB] , respectiv

[4C].

Si se calculeze in functie de AB si AC vectorii:

a) AC+3BC—-4BA4; b) AM +BN ; ¢) MN;
Rezolvare:

a) AC+3BC—4BA=AC+3(BA+ AC)+4AB =4AC + AB.

b) AM + BN = 4B+ (BA+ AN) =L AB—AB+ - 4¢ -~ L 4B+ 1 ac .
2 2 2 2 2

5) W:m+m:—%ﬁ+%ﬁ.

7. Se considera triunghiul ABC. Si se determine m € R stiind ca §E+%A_C" = AB+mBC.
Rezolvare:

Cum TC’:E+B—Catunci, §E+§A_C;:E+m3_c<:>§ﬁ+%(A_B.+B_C):ﬂ?.+mB_C.'<:>
AB+BC=AB +mBC=m =

8. Fie ABCD un patrulater in plan. Si se demonstreze ci ci:

a) AB+DC = AC + DB. b) AC+BD=AD+BC.

Rezolvare:

a) Aplicind regula triunghiului se obtine: BC=AC— 4B, BC = DC - DB. Din cele dous relatii

rezultd ci AC — AB=DC~DB=> AC+DB=AB+DC.
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b) AC+BD=AD+BC < AC—BC = AD—BD <> AC+CB = AD+ DB . De aici rezulta ci
AB=AB asadar relatia initiala este adevarata.

9. in triunghiul ABC fie M mijlocul lui [ BC]. Atunci, AM = AB+AC
Rezolvare:
A
ABCD este paralelogram = AD =2AM = AB+ AC =
—— AB+AC
B M c AM:4+ C.
~ //
\\\ // Altfel, se poate exprima AB, AC in functie de AM .
N,
D

10. in reperul cartezian xOy se consideri vectorii @(4;2) si @(6; 4). Sa se determine

coordonatele vectorului OM unde M este mijlocul segmentului [AB].

Rezolvare: Cum W:%:x,wz_zz%:l, yM:Z—J2F4=3:>(W(1;3).

11. Fie E si respectiv F, mijloacele laturilor [ 4B]si respectiv [CD] ale patrulaterului
ABCD si I mijlocul segmentului [ EF]. Si se arate ci IA+IB+IC+ID=0.
[A+1B ; In triunghiul CID rezulta: IF = D+ic .

Rezolvare: In triunghiul ABI rezulta : IE =

Cum I este mijlocul segmentului [ EF |, rezultd c&

IE=—IF =IE+IF=0= IA+IB+IC+ID=0.

12. a) Fie ABC un triunghi oarecare. Sa se arate ca AB+BC+CA=0.

b) Fie M, N, P mijloacele laturilor [ BC],[CA],[ 4B]ale triunghiului ABC. Aritati ci
AM +BN +CP=0.

Rezolvare: a) Din regula triunghiului , rezulta AB+BC = AC , atunci

AB+BC+CA= AC+CA=—-CA+CA=0.

b) Cum M, N, P sunt mijloacele laturilor [ BC],[CA],[ AB]rezultd

AM = ABLZAC s BN = B4 ;BC s CP= A er cB . Adunand cele trei relatii rezulta

AB=-BA, AC=-CA, BC=-CB
13. Fie triunghiul ABC echilateral de laturi AB=10. Fie M mijlocul laturii [ BC]. Calculati
modulul vectorului M4+ MB+ MC.

Rezolvare: Cum MB =—MC = MA+ MB =0 iar MAz%z%zSﬁ: ‘W‘zS\E

14. Fie ABCD un pitrat de latura 3. Determinati modulul vectorului AB+ AD.
Rezolvare: AB+ AD = AC . Cum AC = lx/E: 3\/§:> |R" = 3\/5.
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15. in triunghiul ABC se consideri M [AB], N e[AC] astfel incat
AMi=14B, an=1ac
4 4

Si se arate ci vectorii MN si BC sunt coliniari.
Rezolvare:

Conform cu regula triunghiului rezulta MN =MA+ AN = —% AB+ % AC = %(A_C. - ZB) = %E .

16. Si se determine m < R astfel incat punctele A(1;1), B(2;4), C(m+1,2m)sa fie coliniare:

Rezolvare. Punctele A, B, C sunt coliniare este echivalent cu faptul ca vectorii AB, AC sunt
coliniari.
Cum AB(1;3), AC(n;2m—1)=> L R —
m 2m-—1
17. Se considera in plan punctele A(—2;4), B(3;5), C(4;-3), D(I;x). Sa se determine
x € R astfel incat:
a) vectorii AC si BD si fie ortogonali; b) vectorii AB si CD si fie coliniari;
Rezolvare:

a) Cum AC(6;-3), BD(-2;x—5)= AC L E@6-(—2)+(—3)~(x—5):0:>x=§ .

— == - o= S 1 1
b) Cum AB(5;1), CD(-3;x+3)= AB, CDsunt coliniari < % = =13 =>x= —?8.
-3 x+
18. Se considera punctele A(a;3), B(1;—-1),C(4;1), D(-3;2) . Sa se determine a € R stiind ca
dreptele AB si CD sunt paralele.
Rezolvare: Dreptele AB si CD sunt paralele dacé si numai dacd vectorii lor asociati sunt

coliniari. In cazul nostru,
AB(1—a,~1-3)= AB(1—a,-4)si CD(-3—4,2—-1)=CD(-7,1). Rezulta
AB||CD:>1_—7G:?:>0:—27.

— —  AB*+ AC* - BC?
19. Daci A, B, C sunt trei puncte in plan, si se arate ci AB- AC = f

Rezolvare:
Metoda I.

BC = AC— AB.
Cum

[ . \2 .

BC? = BC -BC:(AC—AB) = AC* + AB* —2AC -AB =
2 2 2
<6 aE_AC +A§ BC’
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2 2 pe
'COSA:}B\’}Q'MD

228 - A€

Metoda II. Se stie ca AB-AC :‘ﬁ HTC

AB’ + AC* - BC®
-
20. Si se arate ci in orice triunghi ABC in care BC =a, AC =b, AB =c are loc relatia

AB-AC =
2 2 2
AB-AC+BA-BC+CA.CB=4*0 *<

Rezolvare: Se aplica formula de la exercitiul precedent pentru fiecare produs.

21.in triunghiul ABC, se dau AB =3,BC =5,CA4=6.8S4 se calculeze

AB-AC+BC-BA+CA-CB.

Rezolvare: Se aplici formula AB- AC+BC-BA+CA-CB = %(AB2 +BC* + CAZ).

in cazul nostru, ﬁ-ﬁ+%-ﬁ+@~@:%(sz +62+32)=35.

AB* — AC?

22. In triunghiul ABC, M este mijlocul lui [BC]. Si se arate ¢i MA-BC = 5

Rezolvare:
Cum MA=-AM si BC = AC— AB iar vectorul mediani este egal cu AM = AB%AC rezultd

AB? — AC?

m.ﬁ:_m.(ﬁ_@):_ﬂzw

[-(E-R)]:
23. In paralelogramul ABCD se considerd M mijlocul laturii [4B], iar N e[MD]

astfel incat MN :%ND .

a) Sa se arate ca E:W%@.;
. 2 —

b) AN:EAM+§AD.

¢) Sa se arate ca vectorii AN si AC sunt coliniari.

Rezolvare:
ayCom MN=inp=m MY L1 MN 1 MN_1 .

2 ND 2 MmMN+ND 1+2 MDD 3
Atunci, din (¥) rezulta AN =AM + MN = AM + % MD.
b)W=W+W=m+%E=W+%(W+E)=W:§W+%E.
¢) Din punctul b) rezulta AN = §m+%ﬁz 2AM3+ AD _ AB; AD _%IT(/; Asadar,

vectorii AN si AC sunt coliniari.

24. Daca G este centrul de greutate al triunghiului ABC atunci GA+GB+GC =0.
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Rezolvare: Se stie ca ﬂi:@:—zm. Analog, GTB:—EW, @:—255. Rezulta
AM 3 3 3 3

@+@+@:—§(W+ﬁ+@):6. (vezi exercitiul 15 b).)

25. Fie triunghiul ABC si G, centrul sdu de greutate. Sa se arate ca oricare ar fi P un
punct din planul triunghiului, rezulti PA+PB+PC=3-PG.

AG .
Rezolvare: Cum G este centru de greutate rezultd AG =2= :G = 2 si conform formulei
GM GM

—— PB+kPC ., . BM

PM = Y daca = k)0, obtinem 1n cazul nostru in triunghiul PAM:
J’_
— ., PB+PC
=5 Api; PA+2-———
ﬁ;:P“;PM: 5 = 3PG=PA+PBE+PC.

26. Se di patrulaterul ABCD oarecare si E mijlocul lui [AC] si F mijlocul lui [BD] . Sa se
arate ci 2EF =CB+ AD .

Rezolvare: ﬁ=§+1ﬂ+ﬁ:_BA+BC+§4+AD+AB:
Q—B—C+Q+A—D+£: AB+BA +§+A—D:> 2ﬁ:@+@.
2 2 2 2 (7)) 2 2

27. in triunghiul ABC, se consideri punctul M e[ A4B]astfel incat
AM =5MB, N e [AC] astfel incat MN || BC. Sa se determine m R astfel incat

NC=m-AC.

Rezolvare:

Din @:laﬂ:L:@:l Cum MN || BC, din teorema lui Thales rezulta
AM 5 MB+AM 1+5 AB 6

NC 1 __NC 1 1

—_— e == =—m=—.

AC 6 AC 6 6

28. Se consideri triunghiurile ABC si 4'B'C'avand centrele de greutate G si respectiv G’.
Si se arate ¢ AA'+ BB'+CC'=3GG'.

Rezolvare: In exercitiile anterioare s-a aratat ca AG+BG+CG=0, G'A'+G'B'+G'C'=0.
Atunci,
H+ﬁ+@:(E+TG+W)+(E+TG'+W)+(@+@+W):3@ .

29. Se considera in plan punctele A(—1;3), B(—4;—1), C(7;-3). Si se determine
coordonatele punctului £ <[BC] unde [AE este bisectoarea unghiului A .

Rezolvare: Conform Teoremei bisectoarei rezulta B—i = j—B . Cum AB=5 si AC= 10 si din

EZM, cu k:ﬁzlrezulté xpzm:—l, yF:kaB:I.Asadar,
1+k AC 2 ) 1+k 3777 1+k

coordonatele lui E sunt £ (—é;lj.
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30. in plan se consideri punctele A(1;—3), B(2;4), C(7;5), D(6;—2)Se cere:
a) Si se scrie vectorul AC in functie de componentele sale;

b) Sa se calculeze lungimea vectorului AC ;

¢) Sa se calculeze Z-E—}E’;

d) Sa se calculeze EE,

e) Sa se arate ca vectorii BC si AD sunt coliniari;

f) Sa se calculeze perimetrul patrulaterului ABCD;

g) Sa se arate ca ABCD este paralelogram;

h) Sa se calculeze cos A;
i) Fie M(a;—3)un punct in plan. Si se determine a € R astfel incit BM L AD;

Rezolvare. a) AC (7-1;5-(-3)) = AC (6:8);  b) [AC|=/6" +8* =100 =10;

€) 2-AC —=3-AC=2-(1;7)-3-(6;8) = (2;14) — (18;24) = (~16;—10) ;

d) Cum 4B (1;7)si AD (5;1)rezulta AB - AD=1-5+7-1=12;

e) Cum E(S;l) si E(S; 1) rezulta evident ca vectorii sunt coliniari;

f) Py = AB+BC+CD+AD =P + 7> 435 + > 447 + 1 + I+ 5° =250 + 2426 ;

g) Patrulaterul ABCD este parallelogram daca si numai daca diagonalele sale se injumatatesc
adica au acelasi mijloc; Din x, +x. =X, +x,, §1 ¥, + V. =y, +y,rezultd 1+7=2+6, -3+5 =4-2

ceea ce este
AB-AD 12 6

]8]S

i) W(a—Z,—3—4)J_E(S;l)<:>W~A—D:6<:>(a—2)-5+(—7)-120:>a:%;

adevarat, rezulta astfel cerinta; h) cos 4=

Exevcitii propuse ||+ =\|

1. In triunghiul ABC se cunoaste ci AB+2CB=0. Si se determine valoarea raportului
i

BC’

2. In triunghiul ABC se cunosc cd M, N, P sunt mijloacele laturilor [4B], [BC], [AC].
Sa se arate ci AM + AP = AN .

3. Daca in triunghiul ABC avem i@-ﬁ-%fc =AB+mBC,saseafle meR.

4. Fie triunghiul ABC dreptunghic cu ipotenuza BC=18. Daca M este mijlocul
ipotenuzei [BC], calculati modulul vectorilor: a) AB+ AC; b) MA+MB+MC;
5. Fie ABCD un deptunghi in care AB=3, si AD= 4. Sa se calculeze modulul vectorului

AB+BC.
6. Sa se verifice dacd dreptele AB si CD sunt paralele, unde A(2;1), B(3;5), C(-2;3), D(-
4;-5).
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7. Sa se determine meR astfel incat punctele A(-4;2), B(-1;3), C(m; m+3) sa fie
coliniare.

8. Si se verifice daca vectorii ABsi CD sunt coliniari, unde A(-3;2), B(3;4), C(6;-2),
D(—4;3);

9. In triunghiul ABC fie Pe[BC]astfel incat BP=2PC. Si se arate cd vectorii
AB+2ACsi AP sunt coliniari.

10. Se considera triunghiul echilateral ABC 1inscris intr-un cerc de centru O. Sa se arate
ca:

a) OA+O0B+0C =0. b) 4B+ AC-340=0.

11. Se dau in plan punctele A4(-5;-1), B(2;4), C(6;2).

a) Sa se determine punctul D astfel incat dreptele BD si AC sd fie perpendiculare,

BD 1 AC.
b) Sa se determine punctul D astfel incat ABCD sa fie paralelogram.

12. In reperul cartezian XOY se considerd vectorii OA(-3;2)si OB(5;6) . Determinati

.= M 1
coordonatele vectorului OM unde A: =—.
MB 2

13. In reperul cartezian XOY se considera punctele 4(2;4), B(~6;8). Determinati
coordonatele punctului M e[4B]astfel incat %: .

14. Se considera in plan punctele A4(-2;3), B(1;5), C(-1;-4).

a) Sa se calculeze lungimea vectorului 2- 4B — BC,

b) Si se calculeze produsul scalar AB- AC;

¢) Sa se determine coordonatele centrului de greutate al triunghiului;

d) Sa se determine coordonatele vectorului mediana AM ,unde M e [BC];
e) Sa se determine coordonatele punctului D € Ox astfel incat AB||CD;

f) Sa se determine coordonatele punctului D e Ox astfel incat AC L BD;
15. Se considera in plan punctele 4(—4;1), B(0;4), C(3;-2).

a) Sa se determine modulele vectorilor AB, BC, AC.

b) Sa se calculeze AB-AC.

¢) Sa se calculeze cos 4.

16. Se considera in plan punctele A(1;4), B(3;6), C(8;1).

a) Sa se determine coordonatele vectorului AB+BC;

b) S se calculeze lungimea vectorului 4B ;

¢) Sa se calculeze AB+BC;

d) Sa se determine punctul D(2;a)astfel incat 4B, CD s fie coliniari;

e) Sa se determine coordonatele vectorului mediand AM, unde M e [ BC] este mijlocul;

f) Sa se determine coordonatele centrului de greutate al triunghiului ABC.

17. Se considera punctele A(2; 1), B(4;7), C(6;3). Sa se determine coordonatele
punctului D(a;b) astfel incat patrulaterul ABCD sa fie paralelogram.

18. Se considerda punctele A(- 4;- 2), B(1;3), C(6;4). Sa se determine coordonatele
punctului D astfel incat patrulaterul ABCD sa fie paralelogram.
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19. In triunghiul ABC, se considera M, N, respectiv P, mijloacele laturilor
[BC], [AC], [4B]. Sa se calculeze:

a) PM+ MN + NP, b) AB+BC; ¢) AC— AB; d) AM + BN +CP;

20. Se considera rombul ABCD iar O punctul de intersectie a diagonalelor. Sa se
calculeze:

a) A0+ CO; b) AB+CD; ¢) AO+O0D; d) AB+ AD;

21. Se considera hexagonul regulat ABCDEEF iar O punctul de intersectiea diagonalelor.
Sa se calculeze:

a) A0+0D+DC; b) AF+FE+ED; c¢) AF +OB+ AB; d) AB+BC +EF;

22. Se considera paralelogramul ABCD, cu O punctul de intersectie a diagonalelor. Sa se
calculeze:

a) AD—BC; b) 40-0C; ¢) AB—CB; d) 4D-BD;

23. Se considera patratul ABCD. Sa se arate ci AC+BD = AD+ BC,

24. Sa se arate ca pentru orice punct P din planul paralelogramului ABCD are loc relatia:
PA+PC = PB+ PD;

25. Si se determine coordonatele mijlocului vectorului 4B unde:

a) A(3;4), B(1;6); b) A(=6;0), B(=2;4); c¢) A(;-2), B(5;-8);

d) A(0;-7), B(10;-3).

26. Sa se determine coordonatele vectorului AB unde:

a) A(3;4), B(1;6); b) A(=6;0), B(=2;4); c¢) A(1;-2), B(5-8);

d) A4(0;=7), B(10;-3).

27. Se considera in plan punctele A(1;2); B(3;6); C(-2;—4). Sa se determine
coordonatele vectorilor:

a) OA+0OB+0C; b) AB+BC; c) 24B+4CA .

28. Si se determine modulul vectorilor 4B, BC, CA unde:

a) A(3;4), B(1;6), C(58); b) A(=6;0), B(-2;4), C(L1);

c) A(1;-2), B(5;,-8), D(7;-4); d) A4(0;-7), B(10,-3), C(8;1).

29. Se considerd punctele A4(1;4), B(2;—4). Sa se determine coordonatele punctului M
astfel incat AM +2BM =0.

30. Fie punctele A(3;1), B(5;7)1intr-un reper cartezian (O, i, /) . Sa se determine vectorii
de pozitie ai punctelor A, B si ai mijlocului segmentului [A4B].

31. In reperul cartezian (O, i }) se considerd punctele A4(2;4), B(-3;1), C(6;2). Sa se
determine  coordonatele vectorilor de pozitie al mijloacelor segmentelor
[4B], [BC], [cA4].

32. Fie A(-3;4), B(2;6), C(4;2). Sa se determine coordonatele vectorului corespunzator
centrului de greutate al triunghiului ABC.

33. Fie A(3;2), B(2;6), C(-6;1). Sd se determine vectorul de pozitie al centrului de
greutate al triunghiului ABC.

34. Se considerd punctele A, B si G avand vectorii de pozitie r, =3i+6, r, =4i—2],si

a =5i+ 4};
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Sa se determine vectorul de pozitie al punctului C astfel incat G sa fie centrul de greutate
al triunghiului ABC.

35. Se considera triunghiul ABC avénd vectorii de pozitie corespunzatori r, =5i—4,

r,=8i—3j,r.=2i+j. Si se determine vectorul de pozitie al centrului de greutate al
triunghiului ABC.

36. Sa se determine vectorul de pozitie al centrului de greutate al patrulaterului ABCD
unde A(4;2), B(-3;3), C(~6;-2), D(6;-3).

37. Fie A(m;m+2), B(7;2n), C(m—3;m+5). Sa se determine m,neR astfel incat
vectorul de pozitie al centrului de greutate al triunghiului ABC sa fie vectorul nul.

38. Se considera triunghiul ABC cu varfurile A(1;1), B(4;-2), C(-6;—1)In reperul
cartezian (O, i, ;).

Sa se determine vectorul de pozitie al punctului D astfel incdt ABCD sa fie
paralelogram.

39. Fie triunghiul ABC si G este centrul sdu de greutate. Sa se determine m,n R astfel
incat GA=m-BG+n-CG.

40. Fie G centrul de greutate al triunghiului ABC si D mijlocul laturii [BC]. Daca A(4;4)
si M(6;-2), sa se determine coordonatele punctului G.

41. Se considera punctele A(- 5; - 1), B(2;4), C(6;2). Sa se determine coordonatele
punctului D astfel incat: a) [BD] si [AC] sa fie perpendiculare; b) ABCD sa fie
paralelogram;

42. Fie ABCD un paralelogram. Si se arate ¢ r, +r. =r, +7, . unde O este punctul de
intesectie a diagonalelor.

Stia‘gi ca ... ?

In secolul al 15-lea, unul dintre cei mai mari reprezentanti ai
stiintei musulmane, matematicianul si astronomul persan
Ghiyath al-Kashi (1380-1429), a calculat valoarea lui © pana la
a 16-a zecimala si a introdus tabele pentru valorile lui sinus cu o
acuratete deosebitd plecand de la determinarea lui sin 1° cu o
precizie uimitoare.

De asemenea, a determinat formula pentru sin3x , formula atribuitd insa, lui Viete in
sec. 16. Si in algebra s-a preocupat de gasirea unor metode iterative de rezolvare a
ecuatiilor cubice sau a unor ecuatii de forma x” - N =0.

Se pare ca al- Kashi cunostea o serie din formulele pe care europenii aveau sa le
descopere mult mai tarziu, si anume: cr=cr +crl

n-1 2

a-a"=a"",ad":a"=a"", ta-xlb="%a" b Si de asemenea, din manuscrisele sale s-a

descoperit ci el calculase cu cinci zecimale exacte radicalii 2, B.A5.A6 dupa formula

Javr~a+ - ([6].p24)

_r
(a+1)"—a
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3. ELEMENTE DE TRIGONOMETRIE

3.1 Mésura unghiurilor

In geometrie, masura unghiurilor se exprima cu ajutorul gradelor sexagesimale, a gradelor
centisemale sau cu ajutorul radianilor;

Definitie: Gradul sexagesimal reprezintda masura unghiului unui sector de cerc determinat de
doua puncte consecutive de pe cerc, puncte obtinute in urma impartirii cercului in 360 de parti
egale;
1 =60"'=3600";

Se numeste radian ( 1 rad) masura unghiului la centru care subintinde un arc de cerc egal

. wrad . .
cu raza cercului: 1 rad = 180 ; Lungimea cercului este 27 rad.

Un cerc de centru O si raza R, notat ‘G (O, R) are masura de 360° (grade sexagesimale) sau

27 rad ;
Formula de transformare a gradelor sexagesimale in radiani sau invers:

180° e 7 rad 180° e 7 rad
Pt x rad Exemplu:  60°...coiiiiiiiiiieican x rad
180- Y ner 60-7r «
| == _| X=——=—
—( - j sau x—(lgojmd 180 3

Cercul trigonometric este cercul ‘G (O, 1) de centru O si raza 1 unde O este originea

sistemului de axe de coordonate, XOY. C = {(x; y)|x2 +)7 = 1}

A(cosx,sinx)
K
£
Cercul trigonometric este cosx impartit in patru
cadrane.
Cadranul I Cadranul 11 Cadranul IIT Cadranul IV
x €[0;90°] x<[90°;180°] | x<[180°;270°] xe[270%360°]

Sensul pozitiv de masurare a unghiurilor pe cerc este sensul invers acelor de ceas;

Functii trigonometrice. Semnul functiilor trigonometrice

Definitie: O functie f': D — Rse numeste periodicd <3 7 € R astfel incat
VxeD= f(x+T)= f(x). T senumeste perioada functiei;

Daca f(—x)= f(x),Vx e D, f se numeste functie para;
Dacda f(—x)=—f(x),Vxe D, f se numeste functie impara;

Functiile trigonometrice studiate sunt sin: R —[-1,1], cos: R —[-11],

tg:R\{@}—)R, keZ, cg:R\{kr}>R:keZ;
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a’ 0° | 30° | 45° | 60° | 90° | 120° | 135" | 150° | 180°| 225° | 270" | 315" | 360°

arad |0 |« T T T 27 3r 57 Vs 57 3r 1 2z
6 |4 |3 1213 |4 |6 4 |2 | 4

sing | 0| 1 NN NN 0 2 | -1 2 |0
2 |2 |2 2 |2 |2 2 2

cosa |1 Jg \/5 1 0 1 _\/5 _\/g -1 _ﬁ 0 ﬁ 1
2| 2 |2 2 | 2 | 2 2 2

g 0 ﬁ 1 NE) | B i 0 1 | -1 0
3 3

Activitate independenti | Réspuns

0

Se considera expresia E(x)=cos4x+sin2x. Sa se calculeze £ (%).

72/ Erercitii rezolvate

1. Sa se transforme din grade sexagesimale in radiani:
a) 12°; b) 15°; ¢) 22°30'; d) 120%; e) 315°; ) 780°;
Rezolvare:
Cu ajutorul formulei de transformare obtinem:

12 x 127 & 15 x
Q) —=—=x=—-=—; b) —=—=x=—=—;
180 7« 180 15 180 7« 180 12
22°30" «x 45" x 457 &«

C) —0=—:>—0=—:>X=—=—;
180 7 360" 7« 360 8
d)x:120-72':2_71'; e)x:315-7r:7_7r; f) x= _ :
180 3 180 4 180 3

2. Si se transforme din radiani in grade sexagesimale:
Sm 187 167
a) —; b) —; ¢) —;
) 3 ) 2 ) S

0 0
Rezolvare: a) 5?7[:5 130 =5.60" =300"; b) 1877r:18i80

=18-45" =810";

0
9) 16?”= 16 1680 =16-30° =480".

3. Se considera expresia E(x) = sinx+sin§, unde x € R. Si se calculeze:
T T
a) £(0); b) E(m);  ©) E(E); d) E(;).

Rezolvare:  a) E(0)=sin0+sin0=0; b) E(7)=sinz+ sin% =0+1=1;

l+£:2+ﬁ; d) E(Z):sin£+sin£:—3+l:\/§+l;
2 2 3 3 6 2 2 2

V4 . T . T
¢c) E(—)=sin—+sin— =
) (2) 2 4
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APLicayn pracTICE

Elicea unui ventilator face 2400 de rotatii pe minut. Calculati in radiani si in grade
arcul descris de un punct al eliceiin: a) 1s; b) 20 s; c) 2 min;
Rezolvare:

2400 rot 2400 rot _ rot

a) . 40— =40-27 =807z sau 40-360° =14400°.
1min 60s s
b) 14400° - 205 = 288000°;
c) M 2=2-807 =160z sau 2-14400° = 28300".
min

Rezolva singur

Viteza unghiulard a unei pietre de slefuit este de 300 de rotatii pe secunda. Cate rotatii
face piatra intr-un minut ?

Exevcitii propuse |1+ =\

1. Sa se calculeze:
a) sin30° —sin45° +sin60°; b) cos60° —2-cos45° +cos30%; c) 3-71g30° —1g60° +1g45°;
2. Sa se transforme din grade sexagesimale 1n radiani:

a) 80°; b) 150°; c) 330°; d) 750°;  e) 765%
3. Sa se transforme din radiani in grade sexagesimale:
107 157 177 T 2
a) —; b)) —; ) —; d —:; ¢ —;
) 3 ) 4 ) 6 ) 12 ) 5
4. Sa se calculeze:
a) 12°45'36"+18°15'24"; b) 43°52'35"-21°43'25";
3 2 6 2 4 5 3 2

5. Se considera expresia E(x) =cosx+ cosg ,unde x € R. Sa se calculeze:
@ EO): b Em: o EQ): ) EQn).
6. Se considera expresia E(x)=sin2x+ cos% ,unde x € R. Sa se calculeze:

a) E(0); b) E(x); ©) E(%); d) E(%).

7. Precizati in ce cadran se afla unghiurile a caror masura sunt date mai jos:

a) 67% b) 135°; ¢) 190°; d) 320%; e) 80°; f) 1420°;
T 27 97 11z 3 &
- h) —; 1) —; ) —; k) —+—.

g) 5 ) 3 ) 5 i)} 2 ) R

sinx—3cosx _1

L T ..
8. Determinati x | 0;— | stiind ca
2 cosx
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3.2 Reducerea la un unghi ascutit

Functiile trigonometrice studiate sunt sin: R —[-1,1], cos: R —[-1,1],

tg:R\{@}—)R, keZ, ctg:R\{kr}>R;keZ*;

In general, se lucreaza cu aceste functii pe restrictii:

Sin:[—’;,ﬂ S[-1]] Cos: [0,7] - [-11]

22
Semnul functiilor trigonometrice/ cadrane Paritatea
Functia | I II 111 v
Sin + + - - Impara
Cos + - - + Para
Tg + - + - Impara
Ctg + - + - impara
r y 1
y y
) ] u,sin uj
Mieos U sin ) ) + M(cos u sinu) + -
S-I‘I; u in u . Sinu
U
0 tl,ns u | 0 Losy 0 EU,DS u X
- _ = + _
Sinus Cosinus Tangenta
. T - N
Fieue (0, E) Notiam sgn f= semnul functiei f; cof = cofunctia lui f
V4 .
sen f(k—+tu)-sinu,k = par
. T 2 N
sm[k E + uj = In general,
V4
sgn f(kz tu)-cosu,k =impar
4
. sgnf(kziu)gf(u),kzpar
f% )=
V4 .
sgn f(kE tu)-cof (u),k = impar
Din formula generald se deduc cazurile:
. (7 /4 . T .
sin| —+u |=cosu, cos| ——u |=sinu, cos| —+u |=—sinu,
( 2 j (2 ] (2 j

sin(7z —u) =sinu, sin(7+u)=—sinu,
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«# Exercitii rezolvate

1. Fie x € [09;900} . Si se arate cii sinx-sin(180° —x) >0.
Rezolvare:  sinx-sin(180” —x) =sinx-sinx = (sin x)2 >0;

2. a) Calculati sinusul complementului unghiului de 60°;
b) Calculati sinusul suplementului unghiului de 150°;

¢) Calculati cosinusul complementului unghiului de 30°;
d) Calculati cosinusul suplementului unghiului de 120°;

Rezolvare:
a) sin(90° —60°) =sin30° = %; b) sin(180° —150°) =sin 30" :%;
¢) cos(90” —300") = cos 60° = l; d) cos(180° —120°) = cos60° = %;

2
3. Sii se arate cii cos1” +cos2’ +cos3’ +...+cos179° =0, Vxe(0°,90°).
Rezolvare: Se stie ci cos(180° —x) =—cosx, Vx e (00;900) . Atunci,

c0s179° = cos(180° —1°) =—cos1°,......, cos91° =cos(180° —89°) = —cos89°. Suma va fi egali

cu zero, deoarece cos 90° = 0;

4. Si se arate ci sinl” +sin2° +.....+sin90° —sin91° —sin92° —... —sin180° =1.
Rezolvare: Se foloseste faptul ci sin(180° + x) = —sin x.

Exercitii propuse |+ =\|

1. Fie x e (OO; 90° ) . Stiind ca sin(180° —x) =sin x, cos(180° —x) = —cos x, 7g(180° — x) = —rgx.
Sa se calculeze:

a) sin150°;  b) sin135%; ¢) sin120°; d) cos150°; e) cos135%;  f) cos120%;

g) 1g150°;  h) 1g135%; i) 1g120%;

2. Fie x e (OO; 90° ) . Stiind ca sin(180° +x) = —sin x, cos(180° +x) = cos x, £g(180° + x) = rgx.
Sa se calculeze:

a) sin210°;  b) sin225% ¢) sin240°; d) cos210°; e) cos225°;  f) cos240°;

g) 1g210°;  h) 1g225°; i) 1g240°;

3. Sa se arate cd au loc egalititile:

a) sin10° —cos80° =0; b) sin40° +cos130° =0; ¢) sin15° —cos75° =0;

4. Sa se calculeze:

a) sin25" —cos 65°; b) cos30” +cos150°;  ¢) cos45’ +cos135° ;

5. Si se arate ci sin20° +sin90° —sin160° =1.

6. Si se arate c¢i cos10° +cos30” +cos50° +...+cos170° = 0.
7. Sa se reduca la un unghi ascutit si sa se determine semnul functiilor:
a). sin600° ; b). sin170%; ¢). sin210°; d). sin380%;
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e). sin1200°; f). cos780"; g). cos800'; h). cos1500°;

i). 12400"; i) 12900°; k). 721000"; 1. sin%”;
. Ar 167 107 . 5w
m). sin—; n). cos—; 0). tg—; . sin—/—;
) 3 ) 3 ). 1g 3 p) 5
q) cos7—”' r). t 27 §). sin 7r+E +sin ﬂ—g —sin 7r+§ ;
Ce A ' 4 6 3/
t). cos(27z—7[]+cos(27r+”j; u). sin(ﬁ—”)+sin(57[+ﬁj;
6 4 2 3 2 4

(77r 7[] [37[ ﬂ)
V). coS| ——— |+cos| ———
2 6 2 3

e
Stiati ¢z ?

Matematicianul si geograful grec Claudiu Ptolemeu(~87-167) a avut ideea
impartirii ~ cercului in 360 de par{i congruente si exprimarea acestora in fractii
sexagesimale.

El a construit si o serie de instrumente geodezice si a obtinut o serie de cunostinte
trigonometrice.

A calculat paralaxa Lunii, si a intocmit o serie de cataloage cu stele, si a folosit
pentru prima datd coordonatele geografice. El a realizat si o hartd a Daciei romane fiind
cea mai veche harta care ni s-a pastrat. ( [6], p.14)
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3.3 Formule trigonometrice

Aplicand teorema lui Pitagora in triunghiul dreptunghic de catete sin x si cos x din

cercul trigonometric de raza 1 se obtine :

1. Formula fundamentala a trigonometriei

sin® x+cos’ x=1, Vxe]R.‘ ‘:> sinxzixll—coszx‘

‘: cosx =+yI—sin’x|;

Exemple: a) sin®35° +cos®35° =1, b) sin’ %+ cos’ % =1;

o 2 <
¢) Daca sinx = 3 xe (0;%] sa se calculeze cosx, rgx, crgx;

Rezolvare:

A(cosx,sinx)
K
£

a) sin’ 34° +cos* 34° =1, deoarece, pentru x =34" se verifica formula

= 2 2
sin“x+cos”" x=1, VxelR.

c¢) Pentru xe (O;%] — cosx)0, gx)0, ctgx)0; Din cosx =+1-sin®x =

NG sinx 2 245 1 5

cosSx = 1_62_ fgx = == cgr=— ==

3 cosx +f5 5 1gx

2.|sin2a =2sinacosa; ‘ , aeR

W

Exemplu: sin120° = 2sin 60° - cos 60° =2

2 L) 2 1q2
3.|0052a:cos a—sin"a=2cos’a—1=1-2sin"a|, aeR

2
Exemplu: cos120” =2cos” 60° —1:2-(%j —I:l—lz—l;

2 2

4. |sin(a+b) =sinacosb+sinbcosa

, a,beR

. (T . T .7 T 1
Exemple: sin| =+= |=sin—cos—+sin—cos—=—;
2 3 2 3 3 2 2

N

sin 75" = sin(45° +30%) = sin 45° cos 30° +5sin 30° cos 45° = ——

5.|sin(a—b):sinacosb—sinbcosa , a,beR

6r—rm

Exemplu: sin 5?” = sin(

6. |cos(a+b) =cosacosb—sinasind

, a,beR

Exemplu:

c0875° =cos(45” +30") = cos 45° cos 30° —sin 30" sin 45° =
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=sin| 7 —— |=SIn 7 cOS——SIN—COS7T =— ;
6 6 6 2

| VB_ i
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7. |cos(a—b) =cosacosb+sinasinb

, a,belR

kY4 T T .
Exemplu: cos= =cos| 7 —= |=cos 7 cos— +sin zsin —
4 4 4 4

B

2

tga +1tgh tga—1gh
8. |1g(a+b) =280 yo(qp) =8I0 RV k1) T
1—tga-tgh 1+1ga-tgb 2
VB
0 0 1+—
245" +1g30" " 3 _3+J§_12+6J§:2+J§;

Exemplu: 7g75° =1g(45° +30") = 1

—1g45" -1g30° _l_ﬁ_s—ﬁ_ 6
3

tga

«/1+tg2a

sina=+

9.

cosa==

1

«/1+tg2a

,aeR\{(2k+l)%}.

Exemplu: Daca 7gx=2, xe (0;%} sa se calculeze sin x §i cos X;

. 2 2 1 5
Rezolvare: sinx =——=-—=, cosx= :£;
J+4 5 1+4 5
Alte formule trigonometrice
5 1+ cos2a . 2 1—cos2a a 1+cosax a 1-cosa
cos’qg=——"—; sin@=—-"—; s L [T G E g ;
2 2 2 2 2 2
[1- 1+ 2 ‘o -1
tgg:i cosa; a_, cosa 1220 = lg02(  aeda crg o
2 l+cosa 2 1-cosa 1-1tg 2ciga
2tgg 1-1g* =
ga = 20:; cga = az; sin3a =3sina —4sin’ a;
l-1g* = 219 —
£ €3
i 1- 1
cos3a =4cos’ a—3cosa; lgg: sma .cosa: ;
2 l+cosa sina a
clg —
2
2tgg 1—tg2g
sina = a; cosa = i;
I+~ l+1g>—
& 2 € 2
sina+sinb=2sina+b-cosa;b sma—smb=2sma_b-cosa;b
cosa—cosh =-2sin b-sina_b cosa+cosh =2sin _b~cosa;b
tga+1gh = sin(a + b) tga—1gh = sin(a — b)
cosa-cosh cosa-cosh
Activitate independent: | Réspuns

Sa se arate ca au loc relatiile

1930 = 3iga t;g a; ctg3a = ctg’a : 3ctga
1-31g°x 3ctg”a—1
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«# Exercitii rezolvate

< 1 3r) .
1. Daca cosx:—z, xe 72';7 sa se calculeze sinx, 7gx, ctgx;

Rezolvare: Pentru x e (72';37”] = sinx(0, 7gx)0, ctgx)0; Din sinx =—/l—cos’x =

sinx =— f J_ 1gx = w:ﬁ;ctgx:Lzﬁ;

cos X gx 15

2. Daca sinx+cosx = 5 sa se calculeze sinx-cosx.
e - . R . . ) 16
Rezolvare: Se ridicd la patrat relatia data rezultdnd sin” x+2sinx-cosx+cos” x = r =
. 16 . 7
251nx~cosx:3—1 :>smx~cosx:§;

3.Dacia a,be [O;Zj si sina = 2 , cosh= g s se calculeze sin(a+b), sin(a—b), cos(a+b),

cos(a—b), sin2a, sin2b, cos2a, cos2b;

Rezolvare: Din sina:gzcosa: l——:—J_ si din COSb—3:>Sinb= l—i:ﬂ;
: 2 5 25 5
Sln(a+b)—Slnacosb+s1nbcosa_g §+f\/i +4«/_
55 5 5 25
' i i 23 4421 _6-421
sin(a—b) =sinacosb—sinbcosa==-=——- _ :
555 5 25
cos(a-i—b):cosacosb—sinasinb:_m.g_z.i:@;
5 555 25
COS(a—b)=cosacosb+sinasinb:ﬁ.é+z f:3\/ﬁ+8;
5 555 25
sin2a =2sina-cosa = Z \/__45; sin2b =2sinb-cosb = f Ezﬁ;
> 25 55 25
’ 2
cos2a=1-2sin*a=1-2- 2 :]—i:ﬂ; cos2b=1-2sin"b=1-2- i _1_22—_7
5 25 2 5 25 25

4.Dacia f(x)= cos%, sa se calculeze f(%j .

X , 1+cosx
Rezolvare: Cum COSE == > pentru

T
b Treos' Hhez el
X=—=>cos—= = = .
4 8 2 4 2
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5. Sa se arate ca fed 4

cos2x ol E
1+sin2x

——xj, ‘v’xi(4k+3)% si x¢(4k+3)%;

Rezolvare :

2 . 2 . . .
cos 2x cos”x—sin"x  (cosx—sinx)(cosx+sinx) cosx—sinx ar

1+sin2x  sin® x+cos’+sin2x (sin x +cos x) COS X +sin x
Sln(4—x) 7(cosx—s1nx)

SRR

BN (cos x +sin x)

,c.c.td.

Exercitii propuse 1;12\

1. Sa se calculeze:

a) sin® 50° +cos”50°; b) sin® 44° +sin” 46’ ;

¢) cos*15” +cos> 75°; d) sin®20° +sin® 70°;

2. Si se arate ci: a) sin® 125° +sin*35° =1; b) cos*50° +sin*135° =1;
3. Si se calculeze (cos 15°+ cos 1652212,

4. Sa se calculeze cu ajutorul formulelor trigonometrice:
0

). sinl5" ; b). sin75"; ©). sin105"; d). sin135"; ). m% ;

0

f). cos15’; g). cos75’; h). cos105°; i). cos135%; j). cos% ;

0
k). 1g15"; 1. tg75% m). #g105%; n). 1g135°; 0). tg%;
5. Sa se calculeze:
a) sin35°-cos55" +sin 55" -cos 35°; b) sin72°-cos27° —sin27"-cos 72°;

¢) cos28”-cos32" —sin 28" - cos 32° d) cos43°-cos13° +sin43° -sin13°;

T .
6. Daca cosx=—, x¢e (O;Ej sd se calculeze sinx, zgx, ctgx;

7. Daca sinx =

NN G| —

T o
, X€ (O;Ej sa se calculeze cosx, 7gx, ctgx;
8.Sedd cosd=—, A<(0; %). Sa se calculeze sin A si tg A.

9.Seda sind=

WIN N —

, Ae (0;%).52’1 se calculeze sin 2A .

10. Sa se calculeze sin(180° —x)stiind ca cos x =% si x€(0°:90%).

11. Daca a,b e (0;72[) si sina= é , cosh= § sd se calculeze sin(a+b), sin(a—b), cos(a+b),

cos(a—b), sin2a, sin2b, cos2a, cos2b;
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12. Daca a,be (0;72[) si sina = i , sinb :% sa se calculeze sin(a+b), sin(a—b), cos(a+b),
cos(a—b), sin2a, sin2b, cos2a, cos2b;

13. in triunghiul dreptunghic ABC, m(A4)=90° se stie sin B zg . Sa se calculeze cosC;

14. Daca sin2a = %, ae (O;%j , sa se calculeze sina .

o 1 .
15. Daca sina = — s se calculeze sin3a.

W

16. Si se arate ci 1g25° -1g45° -1g65" =1.
17. Sa se arate ca 7g1°-7g2° -1g3°-.......-1g88" -1g89° =1.
18. Sa se aducd la o forma mai simpla expresiile :
2 1 n2
COS, al ; ) S X ; c)sinx(1+ctg’x).
I—sinx I+cosx

19. Se considera triunghiul ABC, dreptunghic in A. Sa se arate ca
sinB-cosC+sinC-cosB=1;

20. Sa se demonstreze ca sin(90° —x)-cosx +cos(90° —x)-sinx=1, Vx e (00;900) .

21. Si se calculeze valoarea expresiei E(x)=sinx-cosx+7gx-ctgx, pentru x =15°.
22. Sa se demonstreze relatiile :

a) (cosx—sinx)* =1-sin2x, VxeR;

b) 1-2sin* x=2cos’ x—1, VxeR;

¢) sin* x—cos* x =sin* x—cos’ x, VxeR;

d) cos® x—sin* x =cos2x, VxeR;

e) sin* x+cos* x=1-2sin’ x-cos’x, VxeR;

f) cos2x+2sin’x=1, VxeR;

g) sin3x =3sinx—4sin’ x, VxeR;

h) cos3x=4cos’ x—3cosx, VxeR;

1) cos x—Z cosz—cos x+Z sinzzsinx, VxeR;
4 4 4 4

. 2 2
j) cosx+ COS(T” —-X)+ cos(?ﬁ +x)=0, VxeR;
23. Sa se arate ca in orice triunghi ABC are loc relatia : 7g4+1gB+1gC =1gA-tgB-tgC.

24. Sa se arate ca 1n orice triunghi ABC are loc relatia : tgg . tg§+ tg? . tg% + tg% . tgg =1.

. . . . A B C
25. S se arate ci in orice triunghi ABC are loc relatia : 7g” >t tg’ >t tg’ B >1.

26. Aratati ca daca a # (2k + 1)% sia# (2k+1)% , k e, atunci,

tg3a—tg2a—tga=tg3a-1ga-tga.
27.Stiind ca tg a=-1, tg b=-2, tg ¢ =3, sda se calculeze tg(a+b+c).
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Stiati ¢z . 7

Francezul Francois Viete (1540 — 23.02.1603) este
considerat unul dintre cei mai mari matematicieni ai secolului al
XVl-lea care a dus stiinta francezd la un nivel ridicat pentru
contemporanii sai.

Desi jurist, Viete a avut preocupari in astronomie si
trigonometrie determinand prin calcule valoarea lui 7z cu noua

zecimale exacte, sau a formulelor pentru

sina —sinb,sina+sinb , cosa—cosh,cosa+cosh,

Sinna, coS nd in functie de Sina,cosa.

Cel mai mult, este cunoscut pentru scrierea literald pentru prima data, a formulei
(a+b) =a’ +2ab+b* .
B-C b-c

Tot Viete scoate in evidentd formula tangentelor I8 2 bic cig E , formula

care este stabiliti in 1583 de catre Thomas Finck. Acesta din urmai, introdusese

”» >

abrevierele pentru “sin”, ,tan”, ,sec”, si denumirile secant si tangent in cartea sa

,,Geometria rotundi”.

In 1591, in lucrarea ,, In artem analyticam isagoge ,, Viete stabileste o serie de
proprietati, numite mai tarziu dupa numele lui, si anume, “ formulele lui Viete”, relatii ce
se referd la legatura dintre coeficientii unei ecuatii si solutiile acesteia. ( [6], p.26)
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4. APLICATII ALE TRIGONOMETRIEI IN GEOMETRIE

4.1 Relatii metrice in triunghiul dreptunghic

Fie ABC un triunghi dreptunghic cu n(<4) =90". Atunci, au loc relatiile:

Teorema lui Pitagora: BC* = AB”> + AC”. A
Teorema catetei: AC> =DC-BC, AB* =BD-BC.
Teorema iniltimii 1: 4D’ = BD-DC.

Teorema indltimii 2: AD = AB-AC .
BC
AM mediani in triunghiul dreptunghic ABC.
Rezulti AM = % . B D M
. . 0 - 0 BC

Teorema unghiului de 30° : Daca m(<«B)=30"= AC = -
Rapoarte constante in triunghiul dreptunghic:

. AC AB AC AB 1 in B
sinB=—, cosB=—, 1gB=——, cigB=——, ctgB=——, 1gB= s .

BC BC AB AC tgC cos B

Unghiuri complementare:

Deoarece m(%B)=90° —m(<xC), obtinem:
sin B =cos(90° = C), cosB=sin(90° —C), 1gB=cg(90° -C).

Relatii intre sin x si cos x:

sin? x+cos’ x=1, sinx=+1—cos’x, cosx=+/1—sin’x, Vxe [00;90()].

Teorema reciproca a lui Pitagora:

Intr-un triunghi oarecare ABC, daci are loc relatia BC? = AB* + AC?, atunci triunghiul este
dreptunghic in A.

_BC-4D

ABC —

W4 _AB-AC

Aria unui triunghi dreptunghic: A4 apc =TS

Definitie: Distanta dintre punctele A(x,,y,), B(x,,y,) este datd de formula
AB = \/(xB —xA)2 (7 —yA)2

Exemplu: Se considera punctele M

A(—4;—6), B(2;2), C(~12;0). Si se arate ci ve Blxe.ye)
triunghiul ABC este isoscel.

Rezolvare: VB - YA

AB=\J(2+4) +(2+6) =36+64 =100 = 10;

BC =+J(-12-2)* +2% =196+ 4 =200 = 10v2;
AC = J(=12+4) +(+6)> =\64+36 = /100 = 10;

Rezulta ca triunghiul este isoscel;
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Activitate independenta | Raspuns

Se considera triunghiul isoscel ABC cu AB=AC=8 si BC =12. Sa
se determine lungimile Tnaltimilor.

<=/ Exercitii rezolvate

1. Se consideri triunghiul dreptunghic ABC cu m(<t4)=90". Daci 4B = 33 siAC=9,se

cere: BC, sin B, sin C, cosB, cosC, tgB, tgC, iniltimea AD, mediana AM, m(<B), m(xC).
Rezolvare:
Aplicand teorema lui Pitagora, obtinem:

BC* = AB* + AC* = BC* =(3J3)’ +9> =108 = BC =108 = 6:/3 .

sinBzﬂzizﬁjm@:B}:@O;
BC 63 2

inc=48_ 33 L oy =300
BC 63 2

Cum triunghiul e dreptunghic iar Bsi C sunt unghiuri complementare, rezulta ca

cosBzﬁzsinC, cosC:A—C:sinB;
BC BC

AC 9 sin B
tg B= 3,sautg B= ;
€ AB 3J_ =3 € cosB
g cAB W3 _\B g e=SnC_ 1
AC 9 3 cosC g B
2. in triunghiul dreptunghic ABC cu m(<%A4)=90°, se cunoaste ci sin B —é Sa se

calculeze: sin C,
cos B, cos C, tg B, tg C.
Rezolvare:

cos B= M—F \/7 V2t
21

Cum cosC———s1nB:>cosC— = 51nC—AB—cosB:>sinC:—;
BC 5 BC 5
_sinB 2 sinC \/
o C=
 cosB «/ cosC 2

3. Si se arate ci triunghiul ABC cu laturile 4B =32, AC =36, BC =62 este
dreptunghic;

Rezolvare:

Se verifica relatia BC* = AB* + AC”.

B>+ AC? = (3J2)* + (3V6)* =18+ 54 =72 = (6+/2)* = BC = AABCeste dreptunghic in A.

4.fn triunghiul ABC dreptunghic in A se stie ca tg B = 3. Sa se calculeze sin C, cos C, sin
B, cos B.
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t . 1gC 1
& :>S111C:g— —

J1+1g°x af1+t ’C :\/ﬁ’
g g

. Evident, sin B=cosC, cosB=sinC.

Rezolvare: Cum #7gC = L =1gC= l ; sinx=
tgB 3

cosx = =cosC =

1 1 3
«/1+tg2x J1+tg2C Jio
5. in triunghiul dreptunghic ABC cu m(<4)=90°, se cunosc BC =18 cm sim(xC)=30" .
Sa se determine lungimile medianelor, sin B, cosB, aria triunghiului ABC.

Rezolvare:

Conform teoremei unghiului de 30° rezultd cd m(«<C)=30° = AB = B—ZC = % =9.

Mediana AM:%:Q sin B = sin 60° :g; cos B = cos 60° :%;

Cum sinB:%:AC=§~18:9\/§; BN?* = AB* + AN? :BN:%ﬁ,
AB-AC 813
2 2
6.1in triunghiul dreptunghic ABC cu 7(<4)=90"si 4D | BC se cunosec BC =20 cm si

relatia AC=AB+4 .Se cere: AB, AC, AD si aria triunghiului ABC;
Rezolvare:
Se aplica teorema lui Pitagora.

AB* +(AB+4)* =20 = X’ + x> +8x+16=400= x(x+4)=192 = x =12, unde am notat
AB=x.

9
CP* = AC* + AP :CP:EJE. Ay =

AB-AC:12~16:96 ar
2 2

Atunci, AC= 16 iar aria triunghiului ABC este 4,,. =

_AB-AC _12-16 48
BC 20 5°

AD

7. in triunghiul ABC dreptunghic in A, avind notatiile BC=a, AC=b, AB=c se stie cii
\/b2 —4\/§b+ 13+ \,/c2 —8\/§+49 <2. Si se determine AB, AC, BC.

Rezolvare.
Observam ca /b> —4y3b+13 +4/c> =83 +49 = /(b= 243) +1+4/(c—4\3)’ +1>2, atunci
din cele doua relatii rezulta egalitate in relatia din enunt, asadar, b— 23=0=b=23 si

c—4\/§:0:>c:4\/§. Mai departe se obtine, c=Ad*+b* 23\/5.

APucayu pracTICE

1. Scara unei masini de pompieri se extinde la o lungime maximé de 20 m cind este
ridicatd la un unghi maxim de 78°, ca in figura aliturati. Dacd baza scirii este
montatd pe o platformia aflati la 1,8 m de sol, s se afle distanta maxima de la
pamént pani unde poate s ajungi scara, stiind ca sin 78° =0,978.
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Rezolvare: In  triunghiul  dreptunghic =~ BAP, B

sin 78" = 48— 4B=20-sin 78" =20-0,978=19,56.
%O .o . . o 20m
Asadar, distanta maxima la care poate sa ajunga scara
este 19,56 + 1,8= 21,36 m.
A7 784 P
|I 1,8m

Frirrigd

Rezolva singur

Un avion se apropie de un aeroport la o inaltimede 6000 m (Presupunem ca
aeroportul este situat la o Tndltime apropiatd de nivelul marii). Avionul coboara cu un
unghi constant de 8° fata de orizontald. La ce distanta de pistd, in km, trebuie sd inceapa
avionul sa coboare?
(Se stie, tg 8° = 0,141)

sO000m

Exevcitii propuse |+ =\|

1. Se considera triunghiul dreptunghic ABC cu m(<4) =90°. Dacd AB=12si AC =5, se
cere: BC,

sin B, sin C, cosB, cosC, tgB, tgC, indltimea AD, mediana AM, m(«B), m(<xC).

2. Se considera triunghiul dreptunghic ABC cu m(<x4)=90°. Dacid AB=1si AC =7, se
cere: BC,

sin B, sin C, cosB, cosC, tgB, tgC, indltimea AD, mediana AM, m(<«B), m(<xC).

3. In triunghiul dreptunghic ABC cu m(<4) =90°, se cunoaste ca sin B = % . Sd se

calculeze: sin C, cos B, cos C, tg B, tg C.

4. In triunghiul dreptunghic ABC cu m(<4) =90, se cunoaste ci sin B = % Sa se
calculeze: sin C, cos B, cos C, tg B, tg C.
5. In triunghiul dreptunghic ABC cu m(<c4)=90", se cunoaste ci cos B = % . Sd se

calculeze: sin B, cos C, sinC, tg B, tg C.

6. Sa se arate ca triunghiul ABC cu catetele AB, AC si ipotenuza BC este dreptunghic in
A, in cazurile:

a) AB=3, AC=4, BC=5; b) AB=9, AC=12, BC=15;
¢)AB=12, AC=16, BC=20; d) 4B=+2, AC=22, BC=410;
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) AB=2.5, AC=45, BC=10;

7. In triunghiul dreptunghic ABC cu m(<4)=90°si 4D 1 BC se cunosc m(<B)=30° si
AC =6 cm. Se cere: AB, BC, AD, aria triunghiului ABC;

8. In triunghiul dreptunghic ABC cu m(<4)=90°si 4D 1 BC se cunosc AB=10 si
mediana AM = 6 cm. Se cere: AC, BC, AD, tg B, tg C, aria triunghiului ABC;

9. In triunghiul dreptunghic ABC cu m(<%4)=90°si 4D L BC se cunosc m(%C)= 60"
$i BC =122 cm . Se cere: AB, AC, AD, aria triunghiului ABC;

10. in triunghiul dreptunghic ABC cu m(<c4) =90°si AD L BC se cunosc AB=5 cm
$14C = 1052 cm . Se cere: BC, AD, mediana AM, sin B, cos B, tg B, aria triunghiului
ABC;

11. in triunghiul dreptunghic ABC cu m(<A4)=90°si AD L BC se cunosc AD =4/3 cm
sim(<B)=30° . Se cere: AB, AC, BC, cosC, cos B, aria triunghiului ABC;

12. in triunghiul dreptunghic ABC cu m(<c4)=90"si AD 1 BC se cunosc AB =10 cm

sizgC :g . Se cere: AC, BC, AD, aria triunghiului ABC;

13. in triunghiul dreptunghic ABC cu m(<4)=90"si 4D 1 BC se cunoaste ci BC =123
sirelatia 3-m(<«B)+m(xC)=150" . Se cere: AB, AC, AD, aria triunghiului ABC;

14. In triunghiul dreptunghic ABC cu m(<4)=90"si AD 1 BC se cunosc AB=6 cm
$1AC = 633 . Se cere: BC, AD, sin B, cos B, tg B, aria triunghiului ABC;

15. in triunghiul dreptunghic ABC cu m(<«4)=90"si AD 1 BC se cunosc BC =12 cm
sim(«C)=45° . Se cere: AB, AC, AD, aria triunghiului ABC;

16. In triunghiul ABC dreptunghic in A, se cunoaste ci aria triunghiului este 80 iar
m(<xB) =45". Se cere sa se determine AB, BC, AD.

17. In triunghiul ABC dreptunghic in A, avand notatiile BC=a, AC=b, AB=c se

cunosc relatiile b+c=351iar 2b—c=10. Sa se determine AB, AC, BC.
18. Fie ABC un triunghi dreptunghic in A, cu notatiile uzuale. Sd se demonstreze
relatiile:

. AB+ A
a) cos’ B+cos’C=1; b) smB+cosB:—C;
BC
. . 2
smB+smC=1; d) 12 +sin2B:COSZB+1;
cos B+cosC 1g°B 1g°B
€) sin’ B+cos’® B=cos’ B+cos’ C; f) tgB+1gB = ctgB +ctgC;
2 2
g) tg’B+ctg’B=tg’B+ctg’C h) b—+c— =2bc;
tgB  1gC

i) cos’ B+sin® C=2cosB-sinC.
19. Si se arate ca in orice triunghi ABC dreptunghic in A are loc relatia
sin® B+sin’ C =1.
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4.2 Teorema sinusurilor. Teorema cosinusului

1. Teorema sinusurilor

A A
%
In orice triunghi ABC are loc relatia: B A\
.a _ .b _ .c _9R C
sind_sinB_sinC unde R este raza
cercului circumscris triunghiului ABC. B~ A o

Demonstratie :

Daca A4BCeste ascutit unghic = centrul

cercului, O este in interiorul triunghiului iar dacd BA’ este diametru atunci ABCA'este
dreptunghic adica a=2Rsin A4', unde R este raza cercului circumscris triunghiului. Cum

4A'=<x4d=a=2Rsind=

=2R. Analog pentru celelalte.

sin 4

Dacd A4BC este obtuz unghic = centrul cercului, O este in exteriorul triunghiului iar
daca BA’ este diametru

atunci ABCA' este dreptunghic adicd a=2Rsin 4'. Cum A si A’ sunt suplementare,
rezultd sinA=sinA’, rezultand ceea ce trebuia demonstrat.

Exemplu : in triunghiul ABC se cunosc BC =6, m(<%A4) =30°. Sa se afle raza cercului
circumscris triunghiului;

a 6

“R=>R=—" =223 ;

. a
Rezolvare: Din =
sin 4 25sin 60° 5 NE)

2. Teorema cosinusului
In orice triunghi ABC are loc relatiile

2 2 2 b2+cz—a2
a =b"+c”—2bccosA=>cosA=——
2bc
2 2 2
+ —
bZ:a2+c2—2accosB:cosB:u
2ac
2 2 2
+ —
02:a2+b2—2abcosC:>cosC:u
2ab

Demonstratie : In triunghiul ABC fie BD L AC, atunci BC? = BD* + DC* =
a* =(csin Ay’ +(b—ccos A = a*> =c*sin> A+b> —2bccos A+c* cos” 4.
De aici, rezultd a’ =b* +c* —2bccos A. Analog si pentru celelalte laturi.

Exemplu: In triunghiul ABC se cunosc 4B =+/50, BC =10, AC=5. Sa se afle
cos A,cos B,cosC

Rezolvare:
25+50-100 2 50+100-25 542 100+25-50 3
cosd=———F———=——, cosB= = , cosC=———"""="2;
104/50 4 204/50 8 100 4

3. Teorema lui Pitagora generalizata :
Dacd m(%A4)(90° = a’ =b* +¢* —2bAD ; Dacd m(%A4))90° = a’ =b” +¢* +2bA4D .
unde D este piciorul inaltimii din A pe BC.
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Activitate independenta Réspuns

in triunghiul ABC se cunosc AB=6, BC=10, AC=8. Si se
calculeze cosB;

=/ Exercitii rezolvate

1. in triunghiul ABC se cunoaste ci sinAzigi sinB:Liar AC=6. Sa se

% N

calculeze lungimea laturii [BC].

Rezolvare: Aplicand teorema sinusurilor, ],BC = 1,4C = BC= L6 2.
sind sinB \/g L
3
2. Sa se calculeze lungimea diagonalei [AC] a rombului ABCD in care AB = 4 si
m(XABC) =120".
Rezolvare: Din teorema sinusurilor aplicatd in triunghiul ABC obtinem:
. 0
f4C= - 4B = _ACO: _4 0:>AC:4~SI,HIZO0 =43, unde
sinB  sin(ACB) sinl120° sin30 sin 30

NS

sin120° = cos30° = -

Altfel, AC=240= 2-% =43

3. Se determine raza cercului circumscris triunghiului ABC daca se cunosc :

a) BC =8, m(x4)=45"; b) 4B =10, m(xA4)=105", m(xB) =45,
Rezolvare:
a)_B—CO=2R:>R=4\/§; b) 43 =2R= R=10;

sin45 sin

4. In triunghiul ABC se cunosc AB=3, AC=4 si m(«4)=120". S se calculeze
perimetrul triunghiului ABC.

Rezolvare: Cum cos120” = cos(90° +30°) = —sin30° = —%, aplicand teorema cosinusului

BC*=AB*+ AC*—2-AB-AC-cos A, BC* =3*+5"—-2-3-5-c0s120° se obtine BC=7.

A+ B
a+b '8 2

5. Sa se demonstreze ci in orice triunghi ABC are loc relatia: =—3
a-b tg .

(Teorema tangentelor).
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Rezolvare:  Demonstratia  provine din  faptul ca a__ b de unde

sind sinB

y A+B
atb _ a-b _ a+b_sind+sinB _ &)
sinA+sinB sin A—sin B a—-b sinA-sinB tgA_B ’
2
6. Sa se arate ci lungimea bisectoarei interioare in orice triunghi ABC este data de
formula / = 2be cosg, unde I, este lungimea bisectoarei [AD].
+c
. . . A AD BD
Rezolvare : Pentru demonstratie , se aplica teorema sinusurilor in A4BD ,——=—,
sin B sin 2t
si in AA4BC, ,b =2R iar din teorema bisectoarei, BD= ac rezulta
sin B b+c

b A A

B ac-——cos — 2bccos—

4D = __gcsin _ R 2 2
. A . A 4
(b+c)sin— (b+c)sin-—cos—
2 2 2

b+c

7. in orice triunghi ABC are loc relatia: 4m > =2(b* +c*)—a’ ( Lungimea medianei

unui triunghi). A
Rezolvare: Se aplicd teorema cosinusului in triunghiul ‘
ACM, unde M este mijlocul lui BC: c i b
2 2 2, 2 2 !
maz:b2+a——2b-ﬂcosC=b2+a——ba- bta-c . [
4 2 4 2ab B D M 3 c

Dupad aducerea la acelasi numitor, rezultd relatia din enunt.

A _ b+c

a
——, cOS— < ——.
2Jbe 2 24Jbe

< PN . . I |
8. Sa se arate ca in orice triunghi are loc relatia sz <
Rezolvare :

2 2 2 2 2
siné _ [izcosd _ \/l - btc—a ) = \/a (b=c) <2 Analog, pentru cosé .
2\ 2 2 2be 4be 2be 2

< % A . . s s . .. A . B . 1
9. Sa se arate ca in orice triunghi exista relatia sin>-sin - sm% <-—.

A oo

a . B . c
2\/%, Sm232\/£’ s1n2_2\/z.
10. Sa se determine lungimile laturilor unui triunghi ABC stiind cé acestea sunt in
progresie aritmetica , triunghiul are perimetrul egal cu 15 si are loc relatia
BC=4B+AC-1.
Rezolvare:

Fie AB(AC(BC. Cum 2A4AC=AB+BC si AB+AC+BC=15 impreuna cu relatia din
ipoteza rezulta
24AB-AC =1

{AB +AC=38

Rezolvare: Se folosesc inegalitatile sing <

= AB=3,AC=5,BC=17.
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APueayn pracTICE

1. in figura de mai jos, A si B sunt doua localitati prin care tranziteazi o conducta
de titei iar dintr-o alta localitate C se doreste constructia unei conducte de lungime
minima care sa se alimenteze din prima conducta. intre localitatea C si celelalte
doua existd o padure ce nu permite si se vizualizeze locul D unde ar trebui sa
ajungd conducta perpendiculard pe cea principald, dar se cunosc unghiurile
formate de AB cu AC de 45° si de AB cu BC de 60° iar lungimea intre A si B este de
10 km. Sa se determine lungimea distantei de la C la AB.
Rezolvare : 10 km

Fie D punctul in care se duce p
perpendiculara din C pe AB. Atunci CD este
distanta minima si este egala cu lungimea
AD  deoarece triunghiul ADC este

dreptunghic isoscel. Atunci, tgAzj—g.in

CD

Din cele

triunghiul BDC, th:lO

doua relatii rezultd AD-1g45" = (10— AD)-1g60° = AD =(10—AD)-\[3 = AD ~6,35km.

2. Dacé un vapor se deplaseazi in mod rectiliniu

din portul A in portul B, (neglijindu-se curbura c
Piméantului) pe o distanti de 8 km si apoi din .
portul B se deplaseaza 6+/2 km sub un unghi de 45° d2

pana in portul C. Si se determine ce distanta ar fi

parcurs vaporul daca s-ar fi deplasat direct de la

portul A la portul C. 45
Rezolvare: Conform figurii aldturate se poate aplica a di B
Teorema cosinusului in triunghiul ABC :

d’*=d’ +d,; —2dd,cos45’ =

d2=82+(6\/§)2—2~8-6x/§~g:>

d> =40 = d = 210 ~ 6,32km

60 m

Rezolva singur

Un observator O situat perpendicular pe axul unui pod BC, la
o distantd de 60 m , doreste sd masoare lungimea podului. Din
punctul in care se afla, el vede capétul B al podului sub un unghi
de 30°. Care este lungimea podului ?

AREINY
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Exevcitii propuse |+ :\

1.1n triunghiul ABC se cunosc 4B =10, BC =6, sinC =—. Sa se calculeze sin 4 ;

1
4

2.1n triunghiul ABC se cunosc A4C =6, BC =8, sin 4=~ Sa se calculeze sinB;

[SSH N

3. In triunghiul ABC oarecare se cunosc:

a) AB=12, sinC = i, m(<xB)=45°. Se cere AC.

b) AC=8, m(xB)=60°, m(x(C)=45". Se cere AB;
c) BC=10, AC=18, sin 4 =§ . Se cere sinB;

d) BC =15, AB=6, cosA:%. Se cere sinC;

e) AB=9, BC =8, sin(A+B)= % Se cere sinA.

4. In triunghiul dreptunghic ABC, m(«4)=90° se stiec AB=6, AC=8 . Si se afle raza
cercului circumscris triunghiului ABC;

5. In triunghiul oarecare ABC se cunosc BC= 4 si raza cercului circumscris triunghiului
egala cu R=3. Sa se calculeze cos A;

6. In triunghiul oarecare ABC se cunosc AC=9 si raza cercului circumscris triunghiului
egald cu R=5. Si se calculeze cos B;

7. Sa se determine raza cercului circumscris triunghiului ABC 1n situatiile:

a) AB=4, m(«C)=60"; b) BC=10, m(«A)=45";

¢) AC=6, m(<B)=30"; d) 4B=22, 4C=4\2, BC=210;
e) AB=6\2, AC=43, BC=230.

8.1n triunghiul ABC sa se calculeze cos A, cos B, cos C daca:

a) AB=2, AC=7, BC=6; b) AB=4, AC=11, BC=8.

7. in triunghiul oarecare ABC, se cunosc AB=3, BC=7, AC=6. Sa se arate ca
m(xA)) 90°;

8. In plan se considera punctele A(1;6), B(=2;1), C(8;3). Sa se calculeze lungimea
medianei [AM].

9.In triunghiul ABC se cunosc 4B=9, BC=8, AC=12. Sa se calculeze cosB;

10. in triunghiul dreptunghic ABC, m(<%4)=90" se stic AB=6 si sinB:% . Sa se

calculeze BC.

11. in triunghiul oarecare ABC se cunosc sin B = % sinC = 1 . Sa se calculeze cos A.

w

12. in triunghiul ABC se cunosc AB=6, BC =6, AC=8. Sa se afle lungimea medianei
AM;
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4.3 Aria triunghiului

Formule pentru aria triunghiului
1 ls= a-h, _ b-h, _ c-h, .
2 2 2
Exemplu: In triunghiul ABC se cunoaste lungimea bazei BC=10 si inaltimea corespunzatoare
bazei, AD=6. Se cere aria triunghiului.
a-h, BC-AD 10-6

Rezolvare: S = =30.
2 2 2
5. S:b-c~smA :a~c-smB :a-b-smC
2 2 2

Demonstratie: Demonstratia rezulta din formula 1) si din faptul ca
h,=bsinC, h, =csinA4, h,=asinB.
Exemplu: n triunghiul ABC se cunosc AB=8, AC =6, m(A4)=30". Sase calculeze aria

AABC .
Rezolvare:
b-c-sind AB-AC-sind 8-6-sin30°
Ay = - - -
2 2 2

3. |5 =JPr-aXp—h)p—c)

12.

a+b+c

,unde p= . (Formula lui Heron).

Demonstratie: Folosind formula S=a-b- sin%cos% si stiind faptul ca

sing = /w si cosg = ?M , prin inlocuire rezultd formula lui Heron.
2 ab 2 ab

Exemplu: In triunghiul ABC se cunosc AB=8, BC=4, AC =6.. Sa se calculeze aria
triunghiului ABC si raza cercului circumscris acestuia;

: abe 4.6.8 15
Rezolvare: A, =J9(9—4)(9—6)(9—8) =3+/15; Din S ="— rezultd R = ==
ABC \/ s 4R 4. 3\/E 3
4. §= Z—l;: , unde R este raza cercului circumscis triunghiului ABC.
. . . . L. b-c-sin 4 .
Demonstratie: Din teorema sinusurilor si din formula S = - rezulta ,
__a __abe _abe 2 _abc
2sind4  2bcsind 4 besind 4SS

5. Rezolvarea triunghiului oarecare
Cazul L.U.L SedauC, a, b.
A si B se afla din tgﬂ :a—_bctgg, si A+ B=n—C, iarcseafladin c :a?l—nc.

2 a+b 2 sin 4
Cazul L.L.U. Se dau A, a, b

o bsin A oy bsinC . .

B se afla din sin B = ,cseafladin ¢c=— iar Cdin C=7—(A4+B).

a sin

Cazul L.L.L. Se dau a, b, c.

211



A, b, ¢ se pot afla cu ajutorul Teoremei cosinusului sau cu ajutorul formulelor

sind = f(p—b)(p—C)’ cosA_ [Plp=a) )
2 bc 2 bc

Cazul U.L.U. SedauB,C,a.
Aseafladin A=7—(4+C), bdin b=

asin B asinC
c= .
. b .
sin A sin A

Activitate independenta | Réspuns

Sa se calculeze aria triunghiului ABC stiind ca AB=18, AC=|45
10 si m(4)=30";

?:1/ Exercitii rezolvate

1. Aria triunghiului ABC este 16cm? iar AB = AC =8 cm. Si se calculeze sin A.
Rezolvare:

Din formula ariei, 4,,- = AB-AC-sin 4 =sind= 2-16 = 1 .
2 64 2
2.1n triunghiul ABC se cunosc 4B =10, AC=8, BC=12. Si se determine inaltimea din
A.
Rezolvare:

A =p(p—a)(p—b)(p—c), unde
p:a+b+C:12+8+10:15:>AABC: 1557 3=1547.

2 2
BC-AD 12-4D
5 =

Pe de altd parte, aria triunghiului este 4, = =157 . Asadar,

157 _5v7
6 2
3. in triunghiul ABC se cunosc AB=11, AC=8, BC =13. Si se determine sin A.
Rezolvare:

Se calculeazad mai intai aria triunghiului:

podtbre 13+§+“ =16=> A, =~16-5-8-3=830..

AD =

2
Cum 4, <AB-ACsnA o 5 11~8.2smA - 2\1/%.
4. in triunghiul ABC isoscel cu AB=AC, BC=8 cm si m(4)=60" se cere si se calculeze
aria triunghiului ABC.
Rezolvare:

Cum orice triunghi isoscel avand un unghi de 60° este echilateral, rezulta

383 1643,

Ape = 4 4 =
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5. Sa se determine raza cercului circumscris triunghiului ABC pentru care 4B =6,
BC =10, AC=14.

Rezolvare:

Se calculeaza mai intdi aria triunghiului: 4,,. =+/16-5-1-9 = 153 . Atunci, raza cercului
a-b-c 61014 143

4- A pe 4‘15\/§ 3

circumscris triunghiului este R =

6. in triunghiul dreptunghic ABC, cu m(<%4)=90" se stie ¢ m(<B)=30° iar lungimea
inaltimii AD= 3 cm. Si se determine aria triunghiului ABC.
Rezolvare:

AB B .
Cum m(B)=30° :AD=7:>AB:6 iar ACZTC:notém AC=x iar BC=2x.
Se aplica teorema lui Pitagora in triunghiul ABC rezultand 4x* = x* +6° = x=243.

) AB-AC:6-2\/§:6\/§.

ABC
2 2

7. in triunghiul isoscel ABC cu AB=AC= 10 cm si AD=8 cm si se calculeze aria
triunghiului ABC.
Rezolvare:
CD*=AC*—AD* =>CD=6=>BC=12= A, = BC'2AD =48.
8. in triunghiul dreptunghic ABC cu m(<A4)=90° si AB=8,BC =17, sa se calculeze aria
triunghiului ABC.
Rezolvare:
AC* = BC* = AB* = AC =17* =8’ = AC=+225=15. Atunci, 4, = 3 =60.

- . 2
9. In triunghiul oarecare ABC se cunosc AB=4, AC=6 si sin(B+C) = 3" Si se
determine:
a) sin A; b) cos A; ¢) BC; d) R- raza cercului circumscris triunghiului ABC; e) aria
triunghiului ABC;
Rezolvare:

a) sinA=sin[7r—(B+C)]=sin(B+C):§.

2
b) sin® 4+cos’ A=1=>cos A= /1—[%) :\/gzg;

¢) BC? = AB* + AC* —2AB- AC-cos A =16+36—16/5 =52—16y/5 = BC=+/52-16+5 ;
2

[ ——— 6-4.2
e =2R:>R:52_—16*/§; ¢) Ay =—3=8.
sin 4 2_2 2
3

- . 1
10. In triunghiul oarecare ABC se cunosc BC =12, sin 4= 3 m(xB)=45". Sise

determine:
a) AC; b) R; ¢) A pcs
Rezolvare:

213



b

, R :AC=36-£:18J§;
sin4 sinB

a) Din _4¢
& z
2

b) Din 36 = 2R rezulta R = 18;
c) sinC:sin[iz—(A+B)]:sin(A+B):sinA~cosB+sinB'cosA.

\/5+4

sin 4 = % =cosAd= ¥ . Atunci, sinC = 6 Aria triunghiului ABC este
A:Lﬁ'smczlgﬁ(ﬁJr@_

11.1n triunghiul oarecare ABC se cunosc AB=12,4C =8, sinB+sinC = % Sa se

determine:
a)sinA; b)R; c¢) aria triunghiului ABC;
Rezolvare:
a) Din — = ,12 :8+12:E:ﬁ:24.Rezulté - :24:>sinB:l;
sind sinC 1 1 5 5 sin B 3
2 3 6
‘12 :24:>sinC=2=l.
sinC 24 2

11
32 2
b) Sifl’ =2R=24=2R=R=12; c)AAgczwzg(ﬁ”ﬁ),

V+22

6

sin 4 =sin[z —(B+C)]=sin(B+C) =sin B-cosC+sinC-cos B =

B
3

APLicAy: PrAcTICE

Fie ABC un triunghi oarecare , P un punct pe latura A

(BC) iar M, respectiv N, proiectiile lui P pe laturile (4B),
respectiv  (AC). Sa se determine pozitia punctului P pe
(BC), astfel incat ABC si fie un triunghi de arie maxima.
Rezolvare: ™
Cum triunghiurile PMB si PNC sunt dreptunghice, rezulta
PM=BPsinB si PN=PCsinC . B P ¢
Patrulaterul AMPN este evident inscriptibil (<M + <N =180°)
,rezulti  m(<«CMPN)=180° —m(<4) . Asadar, sin(MPN) =sin A.
PM - PN -sin(MPN) BP-sinB-PC-sinC-sin4 _BP-PC-sin4-sinB-sinC

2 - 2 - 2 '
Aceasta arie este maxima daca si numai daca produsul BP- PCeste maxim. Cum
BP+ PC = BCssi este constant, rezultd ca BP- PC este maxim cand BP=PC, adica P este

mijlocul laturii [BC] .

Appy =
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Exevcitii propuse lif\

1. In triunghiul dreptunghic ABC, m(<4)=90" se cunosc AC =12, BC=20 . Si se afle
aria triunghiului ABC;

2. Séa se afle aria unui triunghi echilateral de latura 6;

3. In triunghiul ABC se cunosc AB= 4, AC= 6 si m(«xBAC)=60° Sa se calculeze
lungimea laturii BC si aria triunghiului ABC.

4. Sa se calculeze catetele AB si AC stiind cd m(<c4) =90°, m(=B) =30"si BC = 8 cm.

5. Se da triunghiul ABC cu A(-3;4), B(2;5), C(6;-1). Sa se calculeze lungimea medianei
din A.

6. Sa se calculeze aria dreptunghiului ABCD, stiind ca AC= 8 cm si m(<«tBAC)=30".

7. Sd se calculeze aria triunghiului echilateral de laturd 4 cm.

8. In triunghiul ABC, AB=6, AC=10 si cos 4 = % Sa se calculeze aria triunghiului.

9. Sa se determine aria triunghiului ABC cu AB=13, BC=14, CA=15.

10. Sa se determine aria patratului ABCD stiind ca A(1;3) si B(2:6).

11. Triunghiul dreptunghic ABC, are lungimile catetelor AB=9 cm si AC= 12 cm. Si se
determine lungimea inadl{imii dusa din varful A.

12. Sa se calculeze aria paralelogramului ABCD cu AB=12 c¢cm, BC = 63si
m(xABC) =120°

13. S se calculeze aria triunghiului ABC stiind ca :

a) AB=4, AC=5, BC =6; b) AB=6, AC=8, BC = 10;

14. Si se calculeze aria triunghiului ABC stiind ca:

a) AB=12, AC=10 si m(<4)=30";  b) AB=8, AC=12 si sinAzi;
) AB=9, AC= 16 si cosAzg;

15. S se demonstreze ci S:b-c-sinécosé, S:a-c-singcosﬁ, S:a~b~sin£cos£,
2 2 2 2 2 2

unde S este aria triunghiului ABC.
2 . .
16. Sa sec arate ca S =%, unde S este aria triunghiului ABC. Analog si
sin
pentru celelalte.
17. Sa se arate c@ S =2R’sin Asin BsinC, unde S este aria triunghiului ABC.

18. Sa se arate cd 1n orice triunghi existd egalitatea a” +b* +c* = 4S(ctgd +ctgB +ctgC) .

< <A . . . . S ‘A .
19. Sa se arate cd in orice triunghi are loc relatia » =—, unde r este raza cercului inscris
p

in triunghiul ABC, S — aria, iar p — semiperimetru.

o . . . . A
20. Sa se arate ca in orice triunghi are loc relatia S = p(p —a)th .
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Stia‘gi ca . .. ?

Heron din Alexandria (sec.1) matematician si filozof grec, in
cartea sa ,, Metricka” , prezintd pentru prima datd asa numita
»formula lui Heron” , a calculului ariei unui triunghi in functie de
laturi, formuld datoratd lui Arhimede(sec. 3 i.e.n), precum si
procedeul de rezolvare a ecuatiei de gradul 2.

Are foarte multe inventii si scrieri cu aplicatii tehnice, face
observatii despre proprietatile fizice ale corpurilor, inventeaza un
termometru, prezintd principiul reflexiei luminii, precum si o
turbind cu aburi fiind considerat descoperitorul puterii aburului. De asemenea, a
determinat volumul unor corpuri si a dat o metoda de aproximare a radacinii cubice. In
cartea sa “Mehanika” da definitia lucrului mecanic, regula paralelogramului de adunare
a fortelor, expune miscarea pe plan inclinat si principiile opticii. Inventeaza clepsidra si
fantana arteziana. ( [6], p.13)

Stia‘gi ca . .. ?

Matematicianul grec Pappos din Alexandria(~290 - 350), a dat formula lungimii
medianei unui triunghi in functie de laturi.

Prin cartea sa ,,Colectii matematice”, realizeazd o colectic de cunostinte din
geometrie carora le di demonstratii ingenioase, dar si o prezentare a lucrarilor
matematicienilor Euclid si Apollonius.

El da formularea teoremei celor trei perpendiculare, precum si definitia comuna a
conicelor, ca loc geometric al punctelor din plan pentru care raportul distantelor la un
punct fix si la o dreapta fixa este constanta. ( [6], p.14)
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PARTEA aIll-a.

1. TESTE RECAPITULATIVE, CLASA a IX-a

Testul 1.
1. Se considera progresia geometricd (b,),,, 1ncare bi=3 si b= 12. Sa se calculeze al

n=l
cincilea termen.
2. Sa se arate ca functia f:R —>R, f(x)=(—m"+m-3)x+4m+3 este descrescitoare pe
R pentru orice m real;
3. Fie (a,), o progresie aritmetica . Daca se dau doi termeni ai progresiei, a, =8,a, =14
sa se afle a5 .
4. Se considerd ecuatia x*- 2x +3 = 0 cu solutiile x,,x, R . Fara a determina solutiile,
sé se calculeze: ﬁ+x—2;

XX

5.Seda sind= %, Ae (0;%).85 se calculeze sin 2A .

6. Sa se calculeze sin A in triunghiul ABC stiind cd : AB=2, BC=6i sinC = %;

Testul 2.
1. Fie (a,), o progresie aritmetica. Se dau : @, =-3,7=0,5 secerea,,.

2. Sa se calculeze: (1++/3)° —, ’(2\/?—3)2 +(\B-2":

3. Se considera progresia geometrica (b,) ., incare b3=6 si bs=24. Sa se determine b.

nzl

4. Se considera functia /:R >R, f(x)=3x>—(m+2)x+m. Si se determine m R stiind
ca valoarea minima a functiei f este egala cu%;

5. Sa se calculeze raza cercului circumscris triunghiului ABC stiind cd : 4B=8 si
m(C)=30";

6. Sa se calculeze aria triunghiului ABC stiind ca: AB=12, AC=10 si m(4)=30";

Testul 3.
1. Sa se calculeze suma: 3 +8 + 13 +....+158;
2. Rezolvati in R ecuatia |x—8=6;
3.Fie f:R—>R, f(x)=x>—3x+1. Sd se calculeze (f o F)().
4. Fie [f:RoR, [f(x)=(m+4)x—4m+3;Sa se determine me Rastfel incat
(2,2-m)eG, ;
5. Sa se calculeze norma vectorului v=—4i+3;;

6. Dacd ae (0;%) sisina =% sa se calculeze sin2a.
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Testul 4.

-3
1 1
1. Sa se calculeze | —= | +—=——+|V12—4|.

(\Ej J3-2 | |

2. Sa se determine multimea 4= {x € IR‘(zxfl)2 —(x+1)-x< —1} .

3. Sa se determine imaginea functiei f:[-1;1] >R, f(x)=x"—-5x+6.

4. Fie functia f:R—>R, f(x)=3x"—(m+2)x+(m—1). Sa se arate ca solutiile f/:R —>R,
x,,x, ale ecuatiei f(x)=0verifica relatia 3(x, +x,)—2x,-x, =4—m.

5. Sa se calculeze sin60° +5sin90° +sin120°.

6. In triunghiul ABC se cunosc 4B =6,BC =10,4C =12.S4 se calculeze cos 4.

Testul 5.

. < 23 .
1. Fie numarul a====1,a,a,q,.....a,.... Calculati g, +a, +a, +....4+ ay; -
15

2. Se considera functiile f,g:R >R, f(x)=4x—-6, g(x)=—2x+6. Sd se determine
coordonatele punctului de intersectie a graficelor doua functii.
3.Fie f:R—>R, f(x)=2x"—4x+3.Sa se determine punctele de pe graficul functiei care

au abcisa egala cu ordonata.
4. Sa se calculeze suma: 1 +7 + 13 + ... +151;

5. Se considerd in plan punctele A(-6;3), B(3;—2). Sd se determine coordonatele
vectorului AB.

6. Se dau vectorii ‘71(2’”—1;3) si Z(m+2; 2). Sa se determine m e Rastfel incét cei doi
vectori si fie coliniari.

Testul 6.

1. In progresia geometrica (b,) ., se cunosc primul termen al progresiei, b =5si al

n=l
cincilea termen al progresiei, b, =405. Sa se determine al optulea termen.

2.Fie f:R—>R, f(x)=x"-5x—6 . Sd se calculeze f(1)- f(2)- f(3)-......- £10).

3. Se considera sirul 3, 10, 17,24, ................ Si se determine al cincizecilea termen.
4. Sa se determine coordonatele punctelor de intersectie a graficului functiei
f:R—>R, f(x)=x>-3x-10 cu axa OX.

5. Si se calculeze (cos40° +cos140°)** ;

6. Dacd cosx = % xe (00,900), sa se calculeze sin(180° —x).

Testul 7.
1. Sa se determine a € Rstiind ¢ 1+2+2%+2° +.....+2“ =1023.
2. Se consideri functia R — R, f(x)=2x"—5x—3. Si se determine minimul functiei.
3. Se considera functia f/:R—R, f(x)=(m—6)x+7. Sa se determine meR astfel incat
functia f sa fie strict descrescétoare.
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4. In progresia aritmetica (b,),s s€ cunosc a,=11si a,=27. Sa se determine primul

nzl

termen al progresiei.

5. In triunghiul ABC se cunosc AB=4,4AC= S,m(A) =60". Sa se calculeze lungimea
laturii [BC].
6. Calculati aria triunghiului ABC in care 4B=5,4C=12,BC =13.

Testul 8.
1. Determinati m e Rpentru care punctul A(m+1,-5)sd apartind graficului functiei

RS R, f(x)=x"—5x+1.

2. In progresia geometrica (b,)

nzl

cu %=27 si b, =486se cere sd se determine primul
1

termen, b,.

3. Sa se calculeze suma primilor 5 termeni ai unei progresii aritmetice (a,),., stiind ca
a=-1 sia,=5.

4. Fie ecuatia x’-5x+m+2=0.S3 se determine parametrul real m stiind cd intre
radécinile ecuatiei exista relatia 2(x, +x,)+x,-x, =12.

5. Sa se calculeze: sin48° +sin56° +sin132° +sin124° .

6. Stiind cé sina = % ae (O%j . Sa se calculeze g a.

Testul 9.
1. Sa se determine parametrul real m, stiind ca punctul A(2;-5) apartine graficului
funtiei /: R —» R, f(x) = mx+3.
2. Se da functia f:R—R , f(x)=2x+3, sa se calculeze f(0)+f(1)+........ +(6);
3. Fie functia f:R >R, f(x)=x>—-2mx+4 , sd se determine parametrul real m, stiind

ca abscisa punctului de minim este egala cu 5.

. x+y=4—x
4. Sa se rezolve sistemul Y
2x+y=l+x-y

5. Fie xe (0;72[] si sinx =§ Sa se calculeze cos x .

6. Fie triunghiul ABC oarecare in care se cunosc AB= 5,BC = 4 si cosB=% . Sé se

calculeze perimetrul triunghiului.

Testul 10.
1

2.5
2. Sa se determine ratia unei progresii aritmetice (a,),.,,unde a, =8 si a, =-1

1. Sa se calculeze 8-2—14—125

3. Fie functia f:R—>R, f(x)=x"—6x+5. Sd se determine coordonatele varfului
parabolei.
4. Fie f:R—R, f(x)=x"—27. Calculati produsul f(1)- f(2)-....- f£(2016);
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5. Sd se arate ca expresia (sinx+cosx)’ —2sinx-cosx , nu depinde de variabila x.
6. Fie punctele A(2;3) si B(-1;-5). Sa se determine coordonatele vectorului O4+OB .

Testul 11.
1. Sa se calculeze: 2':(2%-2%)+27;
2. Fie functia f:R —> R, f(x)=2x+1; Sa se calculeze (fof)(2);
3. Si se determine x, stiind ca numerele 4; x+1 si 9 sunt numere consecutive intr-o
progresie aritmetica.
4. Fie ecuatia : x* —(m+1)x—10=0; sd se determine parametrul real m, pentru care are

loc relatia x> +x,” =29.
5. Fie xe (O;Zj . Stiind cd sin48° =a , si se scrie cos42’ in functie de a.

6. Fie triunghiul isoscel ABC unde AB=AC=7 si m(B)=300 . S& se determine raza

cercului circumscris triunghiului.

Testul 12.

4x—

= . .1 o e 2
1. Sé se determine numarul intreg x care verificd inegalitatile: 0< <2.

2. Fie functiile f,g:R >R, f(x)=x*+3 si g(x)=+/x—3 , sd se calculeze f(g(3)) si
g(f(2)).

3. Si se determine coordonatele varfului parabolei : /R —R, f(x)=2x" —5x+1
4. Sa se calculeze suma primilor 5 termeni ai unei progresii geometrice (b,),., stiind ca
b=2,q=-3;

5. Fie xe (O;ZJ . Daca sinx =% , sa se calculeze tgx.

6. Se dau punctele A(-2;0),B(3;1). Sa se determine coordonatele  vectorului
3.04-5-0B.

Testul 13.
1. Sa se determine suma elementelor multimii 4 = {1,3,5,...,13} .

2. Sa se determine coordonatele punctului de intersectie a dreptei de ecuatie y=-4 cu
graficul functiei /:R —>R, f(x)=x"—6x+5.
3. Determinati numarul elementelor multimii 4UB, unde A= {1,2,3,4,5} si B este

multimea divizorilor naturali ai lui 12.
4. Rezolvati in multimea numerelor reale inecuatia (2x—3)(2x+3) ) 4x—9.

5. In reperul cartezian (O,f,}') se considerd vectorii u=-3i+2; si v=5i—,. Sa se
determine coordonatele vectorului 2u+3v ;
6. Fie triunghiul oarecare ABC 1n care AB=3, AC=6 si m(BAC) =60". Sa se determine

aria triunghiului.

Testul 14.
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1. Se considera functia /:R —>R, f(x)=7-x.5ase calculeze 7 (1)- f/(2)-....- £ (7).

2. Sa se determine valorile reale ale lui x stiind ¢a numerele 5- x, x+7 si 3x+11 sunt
termenii consecutivi ai unei progresii geometrice.

3. Determinati a € R stiind ¢d numerele a—1,a+3,2—3a sunt termenii consecutivi ai unei

progresii aritmetice.

4. Punctele A(L;1)si  B(4;3)apartin graficului functiei f:R—o>R, f(x)=ax+b.
Determinati cel mai mare numar intreg n pentru care f(n){0.

5. Fie vectorii v, =2-i— jsi v, =3-i+4- . Calculati modulul vectorului 3-v, —2-v, .

6. Calculati sin155° —sin(90° —65).

Testul 15.
1. Calculati 23+21+19+...+11+9.
2. Functia f:R—>R, f(x)=x"+ax+4verifici relatia f(-2)=1. Calculati f(a).
3. Sa se determine valorile reale ale lui x stiind ca numerele x-1, 2x -2 si
x +3 sunt termenii consecutivi ai unei progresii aritmetice.
4. Sa se determine m <R astfel inct solutiile ecuatiei x* —mx—1=0s3 fie numere reale
opuse.
5. Calculati sin30”-cos60° +sin 60 - cos 30°.

6. Se considera triunghiul dreptunghic ABC cu m(4)=90si cosB =%. Sa se calculeze

sinC.

Testul 16.
1. Sa se calculeze suma 1+2+2° +...+2°.
2. Sia se determine coordonatele punctelor de intersectie a graficelor functiilor
f.g RoR, f(x)=x>-3x—1si g(x)=x+4.
3. Sd se determine o ecuatie de gradul al doilea ale cdrei solutii x,,x, verifica relatiile
X +x,=1si x,-x,=-2.
4. Se considera functia f:R - R, f(x)=x"—3x+2.S4 se calculeze f(f(0)— f(2).
5. Fie triunghiul echilateral MNP inscris intr-un cerc de centru O. Sa se demonstreze ca

OM +ON+OP =0.
6. Sa se calculeze aria paralelogramului ABCD 1in care AB=63, AD=4si

m(DAB) =150".
(p45)

Testul 17
1. Se determine multimea valorilor reale ale lui x pentru care —4( 3x+2 (4.
2. Si se rezolve in multimea numerelor reale inecuatia (x> —1)(x+1)>0.

3. Si se arate cd produsul solutiilor reale ale ecuatiei mx* —2009x—m =0este constant,
pentru orice me R*.

4. Sa se determine cat la sutd din a +b reprezinta numarul a . stiind ca este egal cu 25%
din b.

5. Se considera patratul ABCD de centru O. Si se calculeze O4A+OB+OC+0D.
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6. Sa se demonstreze cd expresia (sinx+cosx)’ —2sin x-cos x este constantd, pentru orice
numar real X.

Testul 18.
1. Aréatati cd numarul 0,3(3)+0,(6) este natural;
2. Sa se determine numarul real x stiind ca numerele x—1,x+1si 2x+5sunt termenii
consecutivi ai unei progresii aritmetice.
3. Sd se determine parametrul real m astfel incat solutiile reale ale ecuatiei
x* —3x+m=0sa fie inverse una alteia.
4. Sa se determine meR, stiind cd solutille reale x,x,eRale ecuatiei

x* —mx—m—6=0verifica relatia 4(x, +x,)+x, -x, =0.
5. Sa se calculeze lungimile catetelor unui triunghi dreptunghic, stiind ca aria acestuia
este 18, iar masura unui unghi este egala cu 45°.

6. Stiind ca triunghiul ABC are BC=10,4C=5,4B= 53 si se calculeze cos A.

Testul 19.
1. Sa se arate cd numarul 4= \/(\/5—3)2 +\/(2—\/§)2 eN
2. Sé se rezolve inecuatia 2/ (x)+ f(1)>4- f(2)unde f:R—>R, f(x)=3x-1.

3. Fie f/:(0;0) > R, f(x)zx—ﬂ. Sa se calculeze f(1)- f(2)-....- £(2016);
X

4. Fie [f:RoR, f(x)=ax*+(1-a)x*+7, acR. Sa se arate ca punctele
A-1;8)eG,, VaeR

5. Sa se calculeze sin” 120° +cos” 60°.

6. Sa se calculeze aria triunghiului ABC, stiind ca 4B=AC = ND) si m(A4)=30°

Testul 20.
1. Determinati toate valorile lui x e R, dacd 4e(3x—5, 2x+6);
2.Fie f:Z—>7Z, f(x)=2"+2"". Sase calculeze f(-2)+ f(-1)+ f()+ f(2);
3.Fie f:R—>R, f(x)=x+5. Sasecalculeze f(3)+ 3+ f(3)+..+ £(3");
4. Un produs se scumpeste cu 15% ceea ce inseamna 51 lei. Determinati pretul final al
produsului.
5. Determinati coordonatele punctului de intersectie a dreptelor: a: 3x—4y—-5=0, b:
x+2y+5=0.
6. Se considera vectorii v, =2-i+5-j, v,=4-i-8-j, v,=-2-i+/. S se arate ci

v, +v, +3-v, =0.
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2. PROBLEME PROPUSE PENTRU CONCURSURI

1. Se considera x e[-2;5]astfel incat V5—x ++/2+x =3. Sd se calculeze V5—x-v2+x .
2. Dacd @ +b> +2a+4b+5=0. Si se calculeze ™" —(b—a)™".
2016 2016 2016 _
3. Sa se arate ca numarul x = 3 +9 20; 27 3 eN;
R |
a+1 b +1

4. Fie a,b eRastfel incat atb = 7 si ab=9. Sa se calculeze

a+l  b+1°

5. Se considerd numarul 4=999....9 333...34—2 S se arate ¢i /4 € Q.
—_— — 9

nde 9 (n-l) de 3
3o id BV2Z-n) 12 2
013) '

6. Sa se afle numarul real x din egalitatea:

7. Sa se arate ¢d numarul 4= \/(x—\/E)2 +\/(x—\/E)2 +\/(\/108 —-2x)> eN, pentru orice
x € (—0;243]U[43;0) .
2014
8. Sa se demonstreze ci (Jl 420132015 — 1+ 2012-2014) =1;
9. Sia se calculeze media aritmetica si media geometrici a numerelor

a:(«/i+1)*l+|2\/5—3| $i b=6+42 .

10. Sa se arate cd numarul 4=(1 —ﬁ)zm .

1
(3_2\/5)1007 eN

11. Sa se arate ca numarul A= \/(1+3+5+...+2017)2 —2018 este irational.

12. Fie x,,x,,...,x, € Rastfel incat \&/(x1 -1y’ +\/(x2 -2y’ +...+\/(x,, ~2016)" <0.

Calculati x, +x, +x; +.....+x,.
13. Sa se determine a,b € R astfel incat «/3\/§+ \/19—8\/@ +(\/§—1)72 =a+ b\/g ;
14. Si se determine «a (—2;0) astfel incat Ja* + \](3 —a) &’ +4a+4=3;
15. Aratati ca numarul x = \/5 —4«/§+ 2\/5 \/7 —5\/5+ \B —2\/5 este natural.

16. Sa se calculeze numarul A4 :\/1+2010-\j1+201 1 -\/1+2012-\/1+2013-2015 .
Qx+1y —2x-1)
Qx+1) +Q2x+1)(2x—1)+(2x 1)

5 Xy x+y
18. a) Sa se arate ca Tz 5 , Vx,yelR;

X +6xv+9y° +81 +\/x2—4xy+4y2+16 2x+y+13

17. Sa se arate ca expresia E(x) =

nu depinde de x;

b) Utilizand a) aflati x,y e Rdaca \/ 5 5 5
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19. Demonstrand 1n prealabil inegalitatea 1+l y 1+ 2 T VneN*, sd se arate cd

n 4n+
2 2 2

2
20. Sa se demonstreze ca (1+1j(1+%j > (1+ 2 bj ,Va,beR’,

a a+
21. Fie a,b,c,d e R, astfel incata+ b+ c+d=1. Sa se arate ca

Vaa+1+Jab+2 +\dc+3 +4d +4 ( 9;

22. Sa se demonstreze inegalitatile:
a) (@’ +a+1)(b*> +9b+1)(c* +59¢ +1) > 2013abc, pentru orice a,b,c (0;00);

(a+b+c)

b) Utilizand eventual formula ab+bc+ca< ,Va,b,ce(o;oo), sd se arate ca

(a+b+c)

(a=b)’ -c+(b—c)’ -a+(c—a)*-b+9abc < , pentru orice a,b,c €(0;00);

23. Un meteorit aflat la distanta de 206550 de km se apropie de Pamant cu viteza de
10 km/s. Cu fiecare secunda care se apropie, parcurge cu 2 km mai mult fatd de
precedenta distanta. Sa se afle dupa cat timp ajunge pe Pamant. (Se considera ca di=10,
dn =dn1+2, Vn>2)

24. Se considerd progresia aritmeticd (a,) . Daca 2a,’ +a,’ +8(2a, —a,+6) =0, atunci,
sd se determine suma primilor 10 termeni ai progresiei.

25. Se considera sirurile (a,) _, (b,)  definite prin a, =8n—4, b, =2%, neN*

a) Determinati » € N*astfel incat a, +a, +.....+a, =2016%;

b) Calculati suma S =5 +b, +....4+by,.

26. Intr-o progresie geometrica (b,) cu termenii pozitivi se cunosc b =(x*+1)’ si
by =(x*+1).

a) Sa se determine primul termen b, si ratia q.

b) Sa se calculeze suma » b, -b,,,.
k=2

27. Fie f:R— R, cu proprietatea ci 3f(x) - f(-x) = 2x*-6x%, Vxe R. S se demonstreze
ca f este o functie para

28.Fic /:R >R, f(x)=ar+h, a,bcQ. Stiind cd f(3)=—

2-3

sa se rezolve in N*

ecuatia: f()+ f(2)+....+ f(n)=375.
29. Sa se determine f:R — R stiindcd fo fo....of=x+4022.
—_—

2011 termeni

30. a) Sa& se determine monotonia functiei f:R-—>R care are proprietatea
F)+ f(—x)=—4x+6, VxeR
b) Sa se calculeze ( fofo...of)(x) unde f este functia determinata la punctul a).

| S

2015 de f
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. ’ -6 s 0
31.Fie f:R>R, f)=14" " X0
mx® +2mx+m+2,x>0
a) Sa se determine m e Rastfel incat f(-1)+ f(=2)+....+ f(—10) =4350.

b) Sa se determine m e Rastfel incat f(x)>0,VxeR.

32. Se considera functia f:R\{-3} >R, /(x)= L_; )
x+
a) Sa se determine o functie g:R >R, g(x)=ax+»b, a,beRastfel incat g(f(x)) = ox _31 ;
X+

b) Sa se calculeze (gogo....og)(x).

|

2013 de g
¢) Sd se determine functia 4:R >R, A(x+2)=x"+4x+g(l), unde g(x) este functia
gasita la punctul a).
33. Fie f:R*—R astfel incat f(x)+201 lf(l) =x"+
X

a) Sa se calculeze f(1) + f(2) + ...+ f(2011);

2011
b) Sa se calculeze )’ 2 ;

im f(k)-2

34. Fie f:R*—> R, astfel incat f(x+1)+3f(1+§):x2+%+2(x+§), VxeR*.
X X

2011

2
X

+2012.

2011

k=2 %

35. Se considera functia f:R—R, f(x)=x"-2x+4cu solutiile nereale (x,,x, ¢R) ale

Sa se calculeze

ecuatiei f(x)=0.

< . .. R .o .1 1 1
a) Sa se scrie relatiile lui Viete i sd se arate cd — +— =—5——;
X X, X + X,

b) Utilizdnd eventual formula o’ +5’ =(a+b)(a’ —ab+b’), sa se calculeze x’+x,’,si

2013 2013
X7 HxT

\f(x+3)—f(x—2)\_5,

x+3)-[x-2 7

c¢) Sa se rezolve ecuatia:

(m+2)x* —(m-Dx+m—1, x<1 )
2x—4, x )1
a) Si se rezolve ecuatia (/o f o f)(x) =0, pentru orice x ) 1;

b) Sa se determine m € R astfel incat f(x)<0, Vx<I;

A+l x+1
—+—

36. Se considerd functia f:R—R, f(x) ={

c) Pentru m = -1 sd se calculeze suma S= , unde x,,x,sunt radacinile

x+1 x+1
ecuatiei f(x)=0, pentru orice x <I.
. 5 e . . . 1 a+1 g o
37. Fie aeR*. Dacd x,,x,sunt radicinile ecuatiei x*——x———=0 , si se arate ca
a a
gt =00 +x, + D) 1L
xy+x+y=11

2

38. Saserezolve in RxRsistemul de ecuatii ) .
x“y+xy” =30
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. 1 g .
39. Daci sin® x—cos* x = -3 Vx e (O;Zj , s se calculeze sin2x;

2

2
40. Sa se determine x e (0;7r) stiind ca (sin%—cosxj +(cos%—sin xj =2;

41. Intr-un triunghi oarecare ABC, se cunoaste ci m(A)=30°. Sa se calculeze

sin(B+C).
42. Daci cos24, cos2B, cos2C sunt in progresie aritmeticd si se arate ci a’,b°,c¢” sunt
in progresie aritmetica, unde a=BC,b= AC,c = AB.

43. In reperul cartezian XOY se considera punctele A(cos x;sin x), B(cos%;sin g). Sa se

determine x €(0;7), stiind ca lungimea segmentului [ 4B]este egala cu NG

44. Sa se arate ca in orice triunghi ABC, exista relatia
b+ —a’)-tgd=(a’+c* —b*)-1gB, unde BC=a, CA=b, AB=c. R raza cercului
circumscris triunghiului,

45. Sd se arate ca in orice triunghi ABC are loc relatia 2aRsin(B—C)=5b"—c*, unde
BC=a, CA=b, AB=c. R este raza cercului circumscris triunghiului ABC.

46. In plan se considerd punctele A(—1;2), B(3;4), O(0;0).

a) Sa se determine multimea punctelor M din plan stiind ca
OM =2-m)-i+(m+3)-j, meR.

b) Sa se determine coordonatele unui punct M determinat la a) astfel incat triunghiul
AMB si fie dreptunghic cu m(M)=90".

¢) S se determine m  Rastfel incat vectorii OM si AB si fie ortogonali.

47. Daca M, N, P sunt mijloacele laturilor [BC], [CA], [4B] si O este un punct interior
triunghiului ABC, atunci, sa se arate ca OM-BC+ON-CA+OP-AB=0.

48. Se considerd un punct S in interiorul triunghiului ABC si M, N, P, proiectiile lui S pe
laturile [BC], [CA], [4B]. Sa se arate ca AM -BC+BN-CA+CP-AB=0.
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Indicatii si raspunsuri

1. Numere reale
1.1 Numere intregi si rationale
1). a) 156,48;b) 3,6; ¢) -17; d) 3; e) -8; ) 6; g) 25; h) -18; 1) -6; j) -57; k) 3; 1) -14; m) 2'5;

19 2 13

n)-3% 0)5'% p) 5% q) 27;1) 1:5) 3% )35 u) 1; v) S %) 3 3).a) 2:b) —2;¢) —:
) )57 p)Sh Q) ) L;s) ) )Lv)Exg 3) )6 ) 3 )20
1 1 3 5 . 1 .1 1 3 2 4
d)——se)——;H ;8 —;h)2;1) —=;)) k) —; D) ———;m) 1; n) - ; 0) —;
) 18 ) 4f)5g)4 )2 2J)25 )64 ) 256 ) )3 )9

1.2. Operatii cu numere reale
1). 2) 832 b) _3‘/3; ) 72;d) 4; e) _6\/5; f) 40\/5; ) 324; h) —24\/3; i) -13:) 8; k) S\ﬁ;
) 16942 : m) 214133, ) 74415 ) 8=43, ) 144446, ¢y 7.
4)-21)£ 25 5\/3; 5+4\/_ o) 2-+2 :f)3- Jo+3-2

5 5

5 15 6

7). a) m, =%,mg 3 15\/_ =632 ¢y m 21\/_

m, = 2\/3, m,=2; ) ma=6;mg=4. 10). u(5n+7)e {2,7} , ceea ce inseamna c¢a numarul

by m ,m, =10 ; d)

de sub radical nu e patrat perfect. 11).
1 1 1 1 1 1 1 1 11

R A R A R T FE RN TR
12). J3+J3+J§~J3—J3+J§=J9—(3+J§)=J6—J§
6433 6433 =\36 33 =3, atunci, E=+3-3=3€Q.
13). x=\16-83 +16 83 = /(243 -2)* + /(23 +2)° =[2\3 -2 +[2\B+2|=4453.

14). a) E(a)= \/2a4+\/a8+\/97 — 24" +\ad® =aa* =247
b) \/ 9x* \/_

©)

/2+J’ /2 Ng) JZW— \/(2“5)2_ e
IR EW 3 =2+3+2-3=4;

d) ) 22 (2+\/_) \/_:(2—\/2+\/§)~/2+\/2+\/§+(2+\/2—\/§)«/2—\/2—J§
2442443 2-\2-\B

15%). \J(a-2)° +9>3, J(b-3)> +16 24, \[(c—4)> +25 >5.

\/(a—2)2 +9 +\/(b—3)2 +16 +\,t’l(c—4)2 +25>3+4+5=12. Asadar, avem egalitate, ceea ce

inseamnid ci (a—2)° =0, (h—3)° =0, (c—4)*=0,adici a=2,b=3,c=4.

9531 315 atb+c_2+3+4 9

AABC:\/p(p_a)(p_b)(p_c): 55552 4 unde p = 5 = 5 =3

16). \/a4 +\/5a8 +4/164" =\/a4 +54° +44° =\/a4 +494* =a* +3a* =\4a* =24°

227



17). @ —b* = (a—b)a+b)=(7,5-4,5(7,5+4,5) =3-12=36 = Ja’ —b> =36 =6;
1.3 Calcul algebric
1). a) -6x; b) —x-14; ¢) -3x%+x; d) 3%> -7x% €) —24Bx—63/2x; £) -2x2 -12x;
2).a) 2x* —3x* +4x; b) 6xy2x" +8x° —10x7 —6x; ¢) 2x' —x* +4x7; d) 83x° —6/6x +6x;
e) 2x* —9x+10; f) x’ —3x” —2x” +6x+3x—9=x" —5x> +9x—9; g) —4x’ +6x" —3x+12.
3).a) 3+242; b) 28+1643; ¢) x> +6x+9; d) x> +4x+4; €) 9x* +12x+4; f)
25x" +30x+9;
4).2) 4-23; b) 16-83; ¢) X’ —6x+9; d) x> —4x+4; €) 9x* —12x+4; f)
25x* =30x+9;
5).a) 1; b) 10; ¢) x* —16; d) x> —3; e) 4x" =25; f) 9x* —4
6).a) ¥* +2+9+2(x\2 +3x+342); b) x* +2x° +3x7 +2x+1; ¢) 4% +4+4xB+4x+23 ;
d) x* +4x° —2x* —12x+9. 7). a) 5\/§+7; b) xX* +3x> +3x+1; ¢) X’ +6x> +12x+8; d)
8x’ +36x7 +54x+27; e) 27x° +27x” +9x+1;
8).a) 153 -26; b) x’ —6x> +12x—8; ¢) 8x' —12x> +6x—8; d) 27x° —54x> +36x—8;
9). a) -2x; b) 9x? -3x; ¢) -12x3+ 8x? ; d) 3x> -10x% +26x-24; e) 2x> -4x? -10x +20; f) x> -10x
+25;

g) x* +12x +36; h) x* -16; 1) 4x* -3; j) x +x+l . k) 9x’ —§x+ ! 1) x* —6x° +9x

2
3«/5+4.
34

_ X
m) 183 +24/3x° 1) x: 0) NeRD 12).a) 291245 ; b) 9x*+30x+25; ¢) ; d)

‘/_ o) 543:02 @) 4 +(@+4B)x+4+243; h) 25+2242. i) 1503 -26;

13). a) 3xp(x+2y); b) 3x(3x* +4x+2); ¢) Ix(4x’> —2x+1); d) 3x/§x(x+3);

14).a) (x+2)*; b) (x+3)*; ¢) 2x+1)*; d) Bx+2)*; ) (x=2)°; 0) (x—4)*; g) 2x-2)*;
h) (5x—1)%; 1) (x=3)(x+3); j) (x=5)(x+5); k) (2x—=3)2x+3); 1) (x—V2)(x++2); m)
(x—%)(x+%);n) (x—l)(x2+x+1); 0) (x—2)(x2+2x+4);p) (x—3)(x2+3x+9);

15).2) x> +9x+8=(x+D(x+8);b) X’ —x—20=(x=5)(x+4);¢c) ¥’ —6x—T7=(x=T)(x+1);

d) ¥ +3x—4=(x-D(x+4);
1.4 Modulul numerelor reale

9%). Cum x+3—4x—1 =(2—\/x—1)2 = A=\2+Jx—1+2-Jx—1 =2€Z, Vxe[L5]
10). a) (8;—5); b) (-3;2); ©) (—4;5), (4:5); d) (-2:3); e) (5-3); ) (-2:3).
1.6 Aproximarea numerelor reale

6.) Solutie: % =7,3636......=7,(36) . A 2014-a zecimald este 6.  7) /41 ~6,403........

Rezultd a,-a,-a,=4-0-6=0. 8). a) 1,41; b)4,41; c)4,23; d)1,73; ) 8,60; 9).a)
1756_1173 b) \21=4,58; ¢)

2 22V3+42) _4B-22_4-1,73-2.1,41 9,74
232 12-2 10 10 10

=0,97.
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GV2-4)(3V2 +4) (35)2—42_(18—16)-(2\/5—3):

10). Din proportia datd rezulta x = =

22+3 2W2+3 8-9

_2(2-1,41-3) = —2-(~0,18) = 0,36.
12), 70 =7.(7)" =7 (20) =27 870 =8-(8)" =8 (6) =8:

9% = 9. (94) =9. ( 1)503 =..9. Cum ultima cifrd a numaratorului este

u(77°° +87 +9) =u(7+8+9) =4, rezultd ca partea fractionard a numérului A este 0, 4.
1.7 Intervale si inecuatii in R

1).2) {-10;1,2;3}; b) {0;1,2}; ¢ {-L0;1}; d) {,2:34}; e @; D {-2-10;1;,2;3};
9 {-5-4-3-2-LL2}; h) {012} D) {-3-2-L0:12}; j) D

2).a) A=[-41); b) B= {2 zj c)c{_i;i} d)D:(_3J5;2JE); e) E=(-4;4);

3 22
) F=[-55]; g G=[-33]; h) H=(-44); i) I=(-0-2]U[200);
§) J =(—0;=5]U[5;0).
3.a) A=[1;7]; b) B=[-10;14]; ¢ C=[-2:6]; d) D=(-5-1); e) E=[-6,-2];
) F=[1;4]; 8) G=(—0;2]U[20); h) H=(-0;2]U[42); i) =(-00;-5)U(l;0);

j)J= (—oo —H:l {—1;00). 4). a) xe(—oo;—l) b) xe(—oo 8) ¢) xe( 3. oo); d)
3 3 7
_L
2

6).a) A=[-3;2]; B=[-51]; b)

AUB=[-5.2); AnB=[-31]; A\B=(1;2]; B\A=[-5-3)U(1:2]

7). A=B={23;4}; 8).a) A4={1;2;3}; B={0;1,2;3;4};

b) AUB={0,1,2;34}; AnB={;2;3}; A\B=0, B\4={0;4};

9).a) 4=[2;4]; B={0;1;2;3;4;5};

b) AUB=[24] {015} ANB={23;4}; A\B=(23)U(34); B\A={0;1;5};

12).0) (-2:6): b) [0:43]: ¢ {4 130} O R; o) R; D (L) : @) [23]; h) R;
13).2) (-2:2);b) (-31]; ©) @5 d) (-3:2); o) [23]; D (-43-33) ; 9 @5 h)

[2.2]
274 2

14). Din formula ‘x‘ <a=-a<x<a rezulta

<1=>-1<x+3<1= xe[4-2].

Numarul elementelor mulfimi A este 3.
5

15). a) (—w;%}m(zﬁwj (i 7} b) (0; 6) [4:7)=(0;4); ¢) (-5:8)[-2;10]=(-5;10].
16). Din formula x* <a, (a)0)= —Ja <x<a rezulta (1-4x)? <9=-3<1-4x<3=

3—4S—4x£2|:(—4):—%£x£1. Asadar, A:[—%;l]
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x+2 2x+5

< 2 . De aici rezulta,

17). Pentru ca sa existe intervalul 1 trebuie pusa conditia

4x+8£6x+5:>—2x£7:>x2—%. Astfel, xe[—%ﬁoo)

19). ——ele (4x—1)|6 = 4x—1e D, ={£1;£2;£3;46} . 4={0;1}.

x—
20). card (A)=6; 21). Din 2a-4=2 si 3b+3=6 rezulta a=3 si b=1. 22). Din 4a-3 =5 si 2b+6=7
rezulta a=2si b= % 23). (A\B)NZ= {—4;—3;—2} =card(A)=3.

1.8 Inegalititi in R

1. Si se arate ¢ (a+b+c)(a” +b* +c*)>9abc, Va,b,ceR,.
Demonstratie:
@ +b+c =3abc >0 (a+b+c)a +b° +c* —ab—bc—ac) >0
(a+b+c)(ab+bc+ca)=9abc

doua relatii, dand factor comun pe a+b+c, se obtine (a+b+c)(a” +b*> +c*) =9abc .

Stim ca . Prin adunarea celor

R |
2. Sa se arate ca daca a,b,ce R, cu ab+bc+ca=1, atunci —+Z+—23(a+b+c).
a C

. 1 1 1 .. . .
Demonstratie: Se noteazd — = x, i’ =y, —=z. Atunci, inegalitatea data este echivalenta cu
a c
yz) xz) 1 xp) 1
x+y+z>3 —+ —+ —|, x)0,1)0,z)0. Dupa aducerea la acelasi numitor, rezulta:
x y z

Xyz(x+y+2) 23y +yz+2x) & (x+y+2) 230+ yz+zx) & X+ YT+ 2 xp+yz+zx,
ceea ce este adevarat.

2 2 2
5 3 ’a +a,’ +..+a’ a+a,+..+q
3. Sdse arate cd [ —2 oy L2 L, Va, eR,.
n n

Demonstratie:

2
>(a1 +a,+..+a,)
2

n n

2 2 2
a’+a,’ +..+a,

Inegalitatea data se ridica la patrat, rezultand

n(a’+a,” +..+a’) Wa +a,+..+a, )2 =

n(a’+a,’ +..+a’) Ya’ +a,’ +..+a’ +2aa, +aa,+..+aa,+aa+..a,,a,)
(n—-1)a’+a,’ +..+a’) ) 2aa, +aa, +..+aa,+a,a,+..a, a,), ceea ce este adevirat,
conform relatiilor de mai jos care se aduna:

a’+a’)2aa,, a’+a’)2aa,, ..., a, > +a’)2a, a,.

4. Sa se arate ca a+b+c+l+%+lz6, Ya,b,c)0.
a c

Demonstratie: Inegalitatea data rezultd din inegalitatile cunoscute a+—>2, Va,b ) 0. Exista
a

egalitate cand a=b=c=1.

a+b b+c c+a
+ +

5. Sa se arate ca >6, VYa,b,c ) 0.

c a

. a b .
Demonstratie: Cum 3 +—2>2, Va,b ) 0, atunci,
a
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a+b+b+c+c+a:£+é+é+£+£+2= 2+2 +H2+E )+ é+E 22+2+2=6,cu
c a b c c a c b
egalitate cand a=b=c.

6. Sa se arate ca a . b T 23 Ya,b,c ) 0.
b+c c+a a+b 2°

Demonstratie: Notdm b+c=x, c+a=y, a+b=z.Prin adunare obtinem:

x+y+z —X+y+z

2(a+b+c)=x+y+z=>a+b+c= .Cum b+c=x,rezultd a= . Analog,
b:x—y+z’ c=x+y_Z.Atunci,
2 2
a_ b L€ _TXtytz Xoydz xty-z 1 IRV 4 N E
b+c c+a a+b 2x 2y 2z 2 X y x z y z| 2
2 2
7. Sa se arate ca a+b 2a+b, Ya,beR.
a+b 2

Demonstratie: Inegalitatea data este echivalentd cu

2> +b%) = (a+b) < 2a* +2b* > a* +2ab+b* < (a—b)* >0, ceea ce este adevirat.
a*+2

8. Sd se arate ca >2, YaeR. Demonstratie: Evident,

Na* +1
2 2
a+2:a+1+ 1 —Jr 1+

>2, VaeR,cu egalitate cand

J2+1 ot +1 a2 +1 a+1
a+1=1<a=0. S-afolosit inegalitatea x+l >2, Vx ) 0. 9. Sé se arate ca
X
3 3 3

ﬂz atb , Va,beR,.

2 2
Demonstratie:
(a+b)a’ —ab+b’ (a+ b)

) (‘”b) [(a+b) = (a’ —ab+b)= 2L o 3(a—b)’ >0,

2

10. Sa se arate ca (1+%j +(l+éJ >2"'" ab)0, neN.
a

Demonstratie: Se aplica inegalitatea mediilor si faptul ca %+é >2, Va,b ) 0. Astfel,
a

a) Y a »\I' a bY 2 v n_ Anil
(HZJ +(1+;j 22\/{(1+Zj'(1+zﬂ =2\/(1+1+Z+;j 22«,(2+2) —2\/4_—2~2 =2

11.Sésearatecé\/ a +\/ b +J ¢ Y 2, Va,b,ceR:.
b+c c+a a+b

<Jab, Va,peR, e>Jab >

ll a+b
ab

Demonstratie: Se foloseste inegalitatea mediilor:

231



Asadar, ’a -12b+2 = 2a , ’ b 1> +2 = 2b ,
b+c C+1 at+b+c c+a Cb0+1 a+b+c

a

’ 2 2 . . .
. P = € . Prinadunarea relatiilor, se obtine:
a+b a+b 41 atb+c

c
\/ a +\/ b +\/ ¢ 2a+tbto)_,
b+c c+a a+b a+b+c

Daca presupunem ca avem egalitate in relatie, atunci ar trebui c a a=b+c, b= c+a, c=a+b, si s-
ar obtine a= b= c=0, ceea ce ¢ imposibil. Asadar, nu avem egalitate in enunt.
12. Sé se arate ca (a+b)(b+c)(c+a)>8abc, Va,b,ccR,’ .

Demonstratie: Se foloseste inegalitatea mediilor: a+b >2+ab ,astfel
a+b>2ab , b+c>2bc, c+a>2ac . Prin inmultirea inegalitatilor, rezulta:

(a+b)b+c)c+a)>8\(a’h’c® =8abc, Va,b,ceR,’, cu egalitate cind a=b=c.
13. Sa se arate ca \ﬁ+ 6 +«/ﬁ+...+‘/n(n+l) ( @, VneN*,

. D . . X+
Demonstratie: Se aplica inegalitatea mediilor, (/xy < Ty

\/1-23%,\/2-%2;3,\/3. <3F4 ,1/n-(n+1)Sn+;+l. Adunénd inegalitatile de
. . 1 2 n 2 3 n=1
mai sus se obtine x/§+\/g+\/ﬁ+...+‘/n(n+l) < E+5+...+— +| =+ —+..+— |=

2 2 2 2

n(n+1) N n(n+3) n(n+2)
4 4 2
termenii de sub radical nu sunt egali.

, Vne N*. Nuavem egalitate in enunt, cdci in cazul de fata

14. Sé se arate ca (a+b)° +(b+c)’ +(c+a)’ 2192a’b’c*,Va,b,c e R .

Demonstratie:
a+b>2ab|()’ = (a+b)° >2°(ab)’

Se foloseste inegalitatea mediilor:  b+c > 24/bc |()6 = (b+¢)* >2°(hc)’ , iar prin adunarea
c+a22cal()’ = (c+a)* 2 2°(ca)’

inegalitatilor rezulta

(a+b)° +(b+c)’ +(c+a) 22°[ (ab)’ +(be)’ +(ca)’ |22°-3-ab-bc-ca=192a’b’c” .

S-a folosit inegalitatea o’ +b° +c* > 3abc, Va,b,c e R..

15. Daca a,b,c € R *atunci:

2 2 2 2 2
a b _a b a b ¢ _a c b bc ac ab
a) S+t—S52—+—; b) 5 +—5+—5=2—+—+—; ¢) —+—+—=a+b+c;
b> a b a b> ¢ a ¢ b a a b ¢
Demonstratie:
a b _a

b . .
a) = + = > 3 + ” < (a* +b*)-ab>(a+b)-a*-b* . Deoarece a si b sunt nenule, putem imparti

cuab. Rezulta, a*+b* —a’b—a’b> 0= a’(a—b)-b'(a-b)>20< (a—b)a' —b)=0, ceca
ce este adevarat.
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a b c .. . . .
b) Se noteaza cu x = Z, y=—, z=—. Atunci, inegalitatea din enunt devine,
c a

x> +3* +2° > xy+ yz+xz, ceea ce este adevirat.
L . . bc ac ac ab
¢) Se aplica inegalitatea mediilor: — y >24/c* =2¢, T >2d* =2a,
a c

b s o i —2b. Astel, 2(@+£+“—bjzz(a+b+c):>b—c+£+“—b2a+b+c.
c a a b ¢ a b ¢

an+l _1 aﬂ _1
)

n+1 n
Demonstratie: Inegalitatea dati este echivalenti cu n(a""' —1) ) (n+1)(a" -1) <

16. Sa se demonstreze ca , wyl,ne N*,

n(a-1)(a"+a"" +..+1) ) (n+1)(a—1(a"" +...+1). Cuma)l, putem imprti cu a-1, rezultdnd
nd +a" +.+1)) m+) @ ..+ ) n-ad" ) a” +a" 7 +....+1, adevarat, Va)l.

17. Fie a,,a,,....,a,numere reale pozitive astfel incit g, -a, -....-a, =1. Si se arate ca
(A+a)-A+ay)-.....(+a,)=2".

. 1+a, — 1 -(1 e
Demonstratie: Cum +2a, 2\/;, Vi=l,n= U+a) (+ay)....A+a,) >Ja,-a,-...a, =1.

2”
2 2
18. Daca a)0, b)0 atunci, 1}% +4/b—)\/2+\/3.
a

Demonstratie: Inegalitatea data se ridica la patrat, intrucat ambii membri sunt pozitivi:
2 2 2 2
b b
%+2%-—+—)a+2\/ab +be & +2a°0 +b)a’b+2ab\ab +ab® =
a a

@ +2a°b> +b°) ab(a+b)+2abab , ceea ce este adevirat deoarece @’ +b°) ab(a+b) si

2a’b>)2abab .

19. Sase arate ci 3(1+a” +a') ) (1+a+a’)’, VaeR.

Demonstratie: Se aplica inegalitatea Cauchy — Buniakovski — Schwarz:

C+P+P)+d* +(@)?) ) (+a+a*).

a+b+c b+c+d c+d+a d+a+b
+ + +

>12, ‘v’a,b,c,deR+*.

20. Si se arate ca
a b c

Demonstratie: Se aduna 4 in stinga si in dreapta de forma:

a+b+c+1+b+c+d+1+C+d+a+l+d+a+b+1212+4. Se obtine,

d a b c

I 1 1 1 . s
(a+b+c+d) (— +—+—+ —] >16, ceea ce este adevarat, conform inegalitatii Cauchy —
a ¢

Buniakovski — Schwarz.
21. Daca a+b+c=1si a,b,c >—1, atunci Ja+l+b+1+c+1< \/ﬁ
Demonstratie: Se aplica inegalitatea Cauchy — Buniakovski — Schwarz:

(\/a+12+\/b+12+ c+12)-(12+12+12)2(\/a+1'1+\/b+1-1+\/c+1'1)2 =

(Va+T+b+1 +\/C+1)2 <[(a+b+c)+3]-3=12. De aici, rezulta relatia din enunt.

22. Dacd a+b+c=1si a,b,cz—%, atunci 3a+1+B3b+1+Bc+1</18.

Demonstratie: Se aplica inegalitatea Cauchy — Buniakovski — Schwarz:
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(\/3a+12 +Bb+1 +\/3c+12)-(12 +12+12)2(\/3a+1+\/3b+1+\/3c+1)2 =

(\/3a+1 +3b+1 +«/3c—i—1)2 < [3(a+b+ c)+3:|-3 =18. De aici, rezulta relatia din enunt.

23. Dacd a+2b+4c>21,sd se arate ci a° +b*> +c> >21. Demonstratie:
Se aplicd inegalitatea Cauchy — Buniakovski — Schwarz:

(P+2°+4) (& +07 +¢7) 2 (a+2b+4c) = 21-(a +b” +¢7) 221 = @’ +b* +c* 2 21.

24. Si se arate i dacia’ +a,” +....+a,,’ = latunci, @, +a, +...+a, <~[10, Va eR, i=110.
Demonstratie:  Se aplica inegalitatea Cauchy — Buniakovski — Schwarz:

(a,2+a22+....+a” ) (12+12+ +12) (a,+a,+..tay) = a +a, +..+a, <10, Va, eR.

25. S se arate ¢ \1—a” ++1-b* <2,[1- (CHbj
Demonstratie: Se aplica inegalitatea Cauchy — Buniakovski — Schwarz:

(\/1—41 RN T 2)(\/1“, “ileb 2)2(\/l—a2+\/1—b2)2<:>
[2—(a+b)][2+(a+b]2(\/1—a2 +J1—b2)2 =\ 1-a* +\1-b < J4—(a+b) <

2
s,/4(1—M)=2 /1—(“2[7)2
4 2
? b* c* a+b+c
+ >

- . . a
26. Daca a,b,c e R: , atunci , sa se arate ca + >
b+c c+a a+b 2

Demonstratie: Se foloseste inegalitatea Cauchy — Buniakovski — Schwarz:

{LJgicjz+£J;1aj2+[J;;bT}(Jb+cz+v%+a2+Ja+ij(a+b+cY¢>

2 2 2
@ b € |(2a+2b+2¢)>(at+b+c) | (a+b+c). De aici, se obtine relatia din
b+c c+a a+b

enunt.

a+b+c S a+b*+c’

a+b’+c® a+b+c

Demonstratie: Se aplicd inegalitatea Cauchy Buniakovski — Schwarz:

[(aay + @By + (o) |- (Va" 4b" 4" )2 (ava a +aa-Na +ava-a) <

(@ +D+ N a+b+c)>(a* +b* +2).
135 2n—l 1

28.Sdasearateca —-—-—- .
2467 2n 2n+1

Demonstratie: Metoda I:

27. Dacd a,b,c R, atunci , sa se arate ci

,neN".

Notam cu a, = 1 _gé.m_Zn—l . Stiind ca iz(z; , atunci,
246 2n K k-1
RIS G S el VS N S S €. i
T2 26T (2n) 271 4°-1 6 -1 7~ (2n)*-1
2 2 2 2
_ 17-3*.5%....-2n-1) _ 1  Asadar, 4. 1 S 1
Q-D@=1)-..-2n=1)-Q2+1)(4+1)..2n+1) 2n+1 2n+1 V2n+1
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Metoda II.

. n
sita’ =—-—-—- . I . Deoarece

253569 T G

ofolte, o el L3 2124 om a1 L
2 4 2n 3 5  2n+l 2n+l 2n+1 2n+1

Metoda III.

Folosim inegalitatea +/a-b < a—;b, Va,b e (0;0).

2n—1+2n+1 2n—1 \2n-1
1/ 2n-DRn+){(—————=2n|J2n-1= —_—
( X ) 2 | 2n <\/2n+l

1,1 .33 _2n—1<\/2n—1
2 3 445 2n \/2n+1.
135 2n-1 1 BB bl

Prin

246 m F F F T Bl et

2. Elemente de logici matematica
2.1 Enunt. Propozitie. Valoare de adevir
D.a)A; D) A;o F; d)A; o) F; HA; g) F;
2).a)A; b)A; ) A; d)F; e)A, HHF; g F; h) A.
3).a)A; b)F; ) A; d)A; e) A, HHF; g A.
4).2)A; D)A; ) A; A F; ) F; DA g A; Ay DA; DF; k) AJDA; m) Ain) A; o) F;
5). w(p)=F, v(@)=4, pvq)=A4, (prq)=F, (p—>q)=4, v(p<>q)=F.

6). v(p)=F, v(@)=4, v(ipvg)=4, v(prq)=F, (p—>q)=4, v(p<>q)=F.
7).a) A; b)F; ¢) A; d) A;

2. 2 Predicate. Cuantificatori
1). a) v(p(22))=4; v(p(187))=F; b) v(p(7))=4, v(p(23))=F, => ArF=F;
v(p(B0)) =4, v(p(60))=4, = A4—> A= A;
v(p(25))=4, v(p(48))=4, => AvA=4;
v(p45)=4, v(p(83))=F, > A«<>F=F.
2). f(x)=f(y)=4x+8=4y+8=4x=4y=x=y, Vx,y R Propozitia este adevarata.
3). f(x)=f(y)=>x"=)"=>x==y, Vx,yeR Propozitia este falsi. Se poate da si un
contraexemplu: (-2)* =2°5-2=2. 4). Fie
x22, y22=xy—2x—-2y+4=(x-2)(y—-2)=0.
5). p(x,») >q(x,y):
\/5=X+Ty, Vi, yeR, . =4y =(x+y) =dxy=x"+2xy+) = (x-y) ' =0=>x=y.

+
p(x,¥)«q(x,y): Fie x,yeR ,cu x=y=+/x- =¥:>x=x.
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2.3 Tipuri de rationament. Metoda inductiei matematice
1 n+2-n 1 (l 1

1). a) . Se pleacd de la termenul general = =—
n(n+2) 2n(n +2) 2

de la 1 lan se obtine: S = i Z ( j l(prl_L_ 1 j
S kk+2) = k k+2) 2 2 n+l n+2

- 1 Sk+3-k & 1(1 1) 1 11 1 1 1
b). §= = =Y | ———— =2 l+=+=— - ,
T hk(k+3) = 3k(k+3) = 3k k+3 3 2 3 n+l ) n+3

j . Dénd valori lui n
n n+2

& 2k+1 (k+1’ =k (1 1 1
C)- S= :1k (k+1) zkz (k+1) Z][kz (k+1)2j_1 (—n+1)2

oy K (L & k(k+D)
V- S= 2 ek 8;[%—1 2k+1j 8(1 2n+1j'e)'s ; 5
).

§— Zk (42434 +/) = Zk k(k2+1) 1 Z(k3+k) [n(n;l)) +%.n(n+l)é2n+1)

3

n(n 1):1-2

2).a) Etapa de verificare. Pentru n=1, S=1 iar —— =1, asadar propozitia P(n) se

verifica . Presupunem ca P(n) este adevarata pentru n fixat si sa demonstram si ca P(n+1)este
adevarata.

unde P(n+1) este 1+2+3+...+n+n+1:—(n+1)2(n+2)_
P(n+1): 1+2+3+...+n+n+1:@+n+1:n(nﬂ);z(n”) _ (”+1)§”+2)’Ceeace

n(n+l)
2

este adevarat. Asadar, P(n) este o propozitie adevératd pentru orice numar natural nenul n.

b) . Etapa de verificare. Pentru n=1, S=1 iar n° =17 =1, asadar propozitia P(n) se verifica .
Presupunem ca P(n) este adevaratd pentru n fixat si sa demonstram si ca P(n+1)este adevarata.
unde P(n+1) este 1+3+5+..+2n—1+2n+1=(n+1)".

P(n+1): 1+3+5+..+2n—1+2n+1=n>+2n+1=(n+1)>, ceea ce este adevirat. Asadar, P(n)

este o propozitie adevaratd pentru orice numar natural nenul n.
n(n+1)(2n+1) 1.2-3

c) . Etapa de verificare. Pentru n=1, S=1 iar o o

=1, asadar propozitia P(n)

se verifica .
Presupunem ca P(n) este adevaratd pentru n fixat si s demonstram si ca P(n+1)este adevarata.

unde P(n+1) este 1> +2° +3* +...+#n +(n+1)* = (n+l)(n+62)(2n+3)
P(n+1): P+22 43 4. +1* +(n+1) W+(n+l)2:

n(n+1)(2n+1)
6

_ (D@D +6(n+1)’ _ (n+D)(27° +n+6n+6) _ (n+1)(n+2)(2n+3)

6 6 6
adevarat. Asadar, P(n) este o propozitie adevaratd pentru orice numar natural nenul n.

, ceea ce este
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3. Progresii
3.1 Siruri de numere reale

2_1, neN*. 8).Cum a, =3n-5,rezultd a, =3-4-5=7,
n
a;,=3-5-5=10, a,,=3-10-5=25. 9). Cum
a,=n" -2n+1=(n-1y = a,, =(2014-1)* =2013".
10). Pentrun=1, aq, =2

Pentru n=2, a, =a,+10

7). Se observa ca a, =

Pentru n=3, a, =a, +10

Pentru n=n, a, =a, , +10. Adunand toate aceste relatii rezultd a, =2+10-(n—1) =
a,=10n-8.

3.2 Progresii aritmetice

1). a=a+r=-4+5=la,=a,+r=1+5=6;a,=a,+r=6+5=11;
2). 28—-14=14, ratiar= 14, atunci, a, =a,—r=14-14=0; g, =a, —-r=0-14=14;
3). Conform formulei termenului general al unei progresii aritmetice, a, =a, +(n—1)-r rezulta
a,=1+(10-1)-3=28.
4).55; 5). Conform formulei a, =a, +(n—1rrezultd a, =a, +11r=-3+11-0,5=2,5.
6).0; 7).18; 8). 25; 9).110; 10).43; 11).15; 12).3; 13).17; 14).6025; 15).2;
16). 128; 17).59; 18).r=5, a =2;

19).r=3, g =-2; 21). Se verifica conform formulei a, = % ca
x x+2 x
5-3" = W & 5.3 = 10-3 <> 5-3"=5.3" ceea ce este adevarat, deci termenii
sunt in progresie aritmetica.
. x—4+6x
22). Din x+3 :#3 2x+6=Tx—-4=>x=2. 23).4; 24).2; 25).2
26).3;  28). Pentru ca termenii sirului (x, )n dat prin formula termenului general x , = 4n-6
~ L . L . X, +X,,,
sa formeze o progresie aritmetica trebuie sa existe relatia x, = >
X1+ X 4n—10+4n—2 _ 8n—12 —4n—6—x,
Astfel, 2 2 2 . Asadar, sirul

(x” )" este o progresie aritmetica.
X244 -2x+x" ~1+
29). a) Din = 2F 5 Y 3y :>8x2+x—3=0:>x1,2:T\/9_7 :

b) Din Wﬁxwzx:z; ¢) Din

X' —6+4x+3

5 =3x=>x"-2x-3=0=>xe{-1;3}
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30). a,—a,=(m—n)-r Ay —ay =(26—-18)-r & 178-122=8r=r=7
ag—a,=(18=1)-r<122—a,=17-T=a, =3.

(a,+ay)-n (3+178)-26

31). Observam ca termenii sumei din ecuatia data sunt in progresie aritmetica de ratie 5 prin

wzzmojx:so_

=181-13=2353.

urmare, x+100=x+(n—-1)-5 = n=21. Din

32). a) Din faptul cd 5 — 1 =9 — 5 =4 rezulta ca ratia progresiei aritmetice este 4. Urmeazd sa
determinam numarul n de termeni ai progresiei : Astfel, din 101 =1+ (zz—1) -4 = n=26.

(1+101)-26

Atunci, 1 +5+9+ 13+ ...+ 101 = =1326;

b) Asemainator, se afla ratia r = 10 si numarul de termeni n = 12, atunci S= 672 .
33). Cum x = 1+ (n-1)3 cu n pozitiv, atunci

Ul =D 31 5102 420 = (Bn—1yn=> 3" —n—420=0 . Se obtine A =5041de unde
1471

n, = , solutia buna fiind n=12. 34). r=7 a, =g, +(n-1)-r=192=3+(n-1)-7,

n=28. Rezulta 3+ 10 + 17 +...+192=2730; 35).295; 37). S,,=1160 ;

(a, +a,y)-20
2

38). Din g, +a, +...+a,, +a,, = 590 rezulta =590= a, +a,, =59 . Utilizind

formula termenului general pentru a,,a,,a,rezultd a, +a, +19r =59si 2(a, +3r)—(a, +6r)=1.
Din ultima ecuatie rezultd g, =1si din prima ecuatie rezultd 19 =59-2=r=3.

Asadar, primul termen este 1 iar ratia este 3.
40). Cum suma de sub radical este suma unei progresii aritmetice, rezulta

A=JT+3+5+..199 = %:SOEN.

3.3 Progresii geometrice
1). b,=b-q" =1-3 =243, 2). Din formula b,,, =b,-¢,Vn>1 rezulta termenii 1, 5, 5%, 5%,
54,
3). Din formula b, = b, -q" ' rezulta b,=b-q*=2-3"=162 ;
4). Din formulab,,; =b,-¢,Vn>1 se obtine b, = b, -g = g =4 . Atunci, din
b, =b, -q" 'rezulta by, =b, -q* =3-4" =3-256 =768. 5). Din formula
b, =b,-q" "rezulti  bo=bs4*=6144.

6)Cum n o grr o B gne 384 _e 3845y
, b, b, 16

7). -8; 8).2; 9).2;10). 26; 11). %; 12).27; 13).162; 14). 1; 15). 1296; 16). 13122;

17). ¢=2, b,=64; 18). b =2, ¢=3; 19). b =2, g=3; 20).Din b,=b-¢""' =
b-q’—b-q=12si b -q’ —b -q=48= Din rezolvarea sistemului cu cele doua ecuatii rezulta
qg=3=b=2.
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21). Din formula [;—"’ =q"" = % =q* =25=¢=>5. Din formula termenului general si din
n 3

b +b,+b,+b, =780 = b(1+q+q" +q’)=780=>b,-156=780=>b, =5.
b,=b-q"=5-5"=3125.

23). Cum 7(0)=1,71)=4, f(5)=16= f(1)> = £(0)- f(5)ceeca ce inseamna ci numerele
respective sunt in progresie geometrica.

24). Din formula b, =b, ,-b,,, = 6" =4-(x+6) =36 =4x+24 = x =3.

n+l

o | W

Altfel, cu ajutorul definitiei progresiei geometrice, rezultd: 6=4-g =g :g ==, x+6=6-g=

x+6=9=>x=3. 25)Din (x-2)’=4-9=>x-2=6=>x=8.

26). a) Daca 27, x+5 si 75 sunt termenii consecutivi ai unei progresii geometrice atunci
conform formulei b, = /b, , - b, rezulta (x+ 5)? =27-75=x=40 ;

b) Din 2x = ‘/(x—l)(5x+3) cu conditiile 2x>0,x—1>0,5x+3>0rezulta x> —2x-3=0=
x=3.

27).4; 28). {—3;1}; 29). S:f(l)+f(2)+f(3)+...+f(2013):%+3i2+...+32—}m=

2013 2013
- G-
1 2 ’

% 30). S=/)+/(Q+f(2)+..+f(2°)=
37
211

204242424+ 2" +11 = 25 )+11 2249,
31). S=f(l)+f(4)+f(42)+...+f(4‘°)—

11
S0+ 4 4 40 1 112= 3G D224 1,

10 _ 1n_
32). bl+bz+bs+-~+bm=2~7+2-72+....+2.71°:2-7.77 11:7 3 2§
220_1 20 qn_l 310_1

39). ) S = 2—-1 =2"-1;1b) S5,=b-" qg—1 =S8 = 5 .30 >

51 20
34) SIO:%(Z“‘—I); 35). a) §=2"-1; b) 523 5 3 ¢) S:l—Gj . d) E

38).
10-1 10°-1  10"-1 1 10" -10

§=3+33+333+...+333..3= + +..+ —(10+102+ +10" - )—f(
— 3 3 3 9

n+l

—n)

nori

-1 =1093 de unde

39). Conform sumei termenilor unei progresii geometrice rezulta

3" =2187=3"" =3 = n=6
40)

2 2013 2013
S=70+11+111+...+111...1 :7[109 1+10 1+...+10 IJ::7(10~10 1—2013].

9 9 9 10-1

2013 de 1
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44). Unsir (b,),., este progresie geometricd daca se verifica relatia

b,=1lb, b, b)0, Vn=1.

Pentru a afla termenul general al sirul se calculeaza
S . =S =2"-1-(2"-1)=2-2"-2"=2"=p

e

Cum 2""'-2"" =42" =2" = (b,),., este progresie geometrica.
n+l

45).3) S=l+x+x+xX0+otx' =12 11;
e

b) 1) S=142x+3x" +4x° + ...+ nx""

(2) x-S=x+2x"+3x" +4x* +....+nx". Din (1) - (2) rezultd

X =

S(l—x):l+x+x2+x3+x4+....+x”'l—nx":>S(1—x):x _l—nx"b
—
s S N "™ —(n+Dx" +1
(x=D(I-x) (-x) (x=1)°
101 101, ~100
¢) Din b) pentru x =2 sin = 100 rezultd S:m0 2 10127 +1 =99.2'% 4

@-1’

n+l n
| n(l+) —(n+1)(1+1j +1
d) Conform cu b) pentru x = (1+—J =8= 1 " =n’;

” )

e)
1Y 1Y 1Y 11 1
S=[x+—] +(xz+—2j +....+(x"+—”j =X +x X X A2t S et —
X X X X X X
—1 -1
_ 2 x -1 +2n+L~ X" 2n-Dx? —(2n-)x" -1
x> -1 x’ L—l X (x* =1)
2
X

1 1 2 2 n n n k n k
S A P AP S —Z[xj+2{y):

C(x+) (x+) (x+y) “Slx+y S\ x+y
-y -2y . .
__x X+y N y x+y i.(x+y) —X +X.(x+y) -y
Xty X Xty o __Y y oo+ x o (x+y)
x+y x+y

g) (1) S=n+@m-1)-x+n-2)-x"+..+2-x""+x""

X =
n

2) xS=nx+n-1)-x+m-2)-x +...+2-x"" +x".
Din (2)-(1)rezults S(x—1)=—-n+x+x"+x .. +x"" +x" =

n __ n+l
SG—-l)=x- X _pmg-X 1 7
x—1 x—-1 x-1
46). a) S:9+99+999+...+999...99=10—1+102—1+103—1+...+10”—1=10-10 _l—n;
n de 9 10-1
b) S=1+124112+ 11124+ 11112 =14 (1T+ D+ A1+ D)4+ (111141 =
— e
n—1 de 1 nde 1

240



= 194994999+ ... +999..99 =l(10—1+102—1+1o3—1+...+10"—1)=
9 —— 9

nde9

_fjp ot

9 9

c) S:2(1+11+111+....+111....11=2[2+%+%+....+Mj:
ﬁ_/ 9

10" —10-9n  8l(n—1) 10" +72n-91
—n|+n-1= + =
81 81 81

nde 1 9
S =3(10—1+102 —1+..+10" 1) _2fp0 102
9 9 10-1
47). Daca (b,),., este o progresie geometrica atunci produsul primilor n termeni este egal cu
n(n-1) 2019 3029

P=[T0-d""=b"q > . By=P,ob™q* =b"q > =b"¢" =1
k=1
5049 s
Atunci, Pso =b150 -q 2 =b150 _q1225 =(b110 '6]245) =1.

n

—_1=1365:b1~(4"—1)=4095=32.5.111:>b1e{1;3;5;9;15}.
4-1
Pentru b, =1 se obtine 4" —1=4095=4" =4096 = 4" =4° = n=6.

Pentru celelalte valori ale Iui b, nu se obtine n natural.

49). Din (2-2/‘—5)2 =(4-2°+17)-(2'-7)= 4.2 -20-2"+25=4.2"-28-2" =17-2"' -119.

48). S=b -

In final, rimane 2 =16 = x=4.

50). Pentru a determina termenul general al sirului se calculeaza

S =S,  =n"+5n+1—-(n—1=5(n—-1)—1=2n+4. Asadar, a, =2n+4.
(a,),», este o progresie aritmetica daca a,,, —a, este egal cu o constanta.

a, —a, =2(n+1)+4—-2n—4=2care este o constanta.

n+l

51).a) a,,, —a, =3(n+1)+2—-3n—2 =3 care este o constanta, asadar, (a,),., este progresie

) ) b 241,,4 23n+5 )
aritmetica. l’;” = Y = ST =2’ =8 care este o constants, asadar, (b,),., este progresie
geometrica.

b) b by bych,=4" < 27.2% 277 =2 & 548+..+3n+2=38=
;
n termeni n termeni n termeni
5+3n+2)-n
% =38 =

3 +Tn-76=0=A=961=VA =31=n=4.
52). Fie cei patru termeni b, =a, b, =a-q, by,=a-q°, b, =a-q’ unde q este ratia progresiei
geometrice. Atunci, din datele problemei, cum

b+b, =320

2
:>a(1+q3):3-@|:a:

2¢° —3q¢" —3q+2 =0 cusolutiile g € {—1;%,2} = numerele sunt (a;—a;a;—a), (a;

a.aa
25478 b

(a;2a;4a;8a).
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4. Functii
4.1 Functii. Definitie. Proprietiti

1). a) f(-1)= (-1)2-3(-1)+4=14+3+4=8 ; b) f(2)=22-6+4=2; ¢) f(% )=% -%+4=# 1

9 f(ﬁ)z(*ﬁ)z —3\2+4=2-32+4=6-3\2.
2. 1m, = {£(~2): f(-1: /(O )] = {242 +3:5:3-3).

3). ((2)=12; f(0)-2; f(%)=—l L f(W2)=4-3\32 ; f(%)= 5-32

4 2 2
5-32

5 } ; 4. Deoarece f(10)=0 rezulta P=0 ; 5). -4;

6). a) Pentru a fi definita o functie rationala, obligatoriu trebuie ca numitorul sa fie diferit de
zero, iar in cazul nostru, x nu trebuie sa fie -5 altfel s-ar anula numitorul. Asadar, Df. =R\ {-
555

b) Analog, numitorul nu trebuie si se anuleze, de aceea se rezolva ecuatia x> +3x - 4=0 si se
gésesc valorile care nu trebuie sa facé parte din domeniul de definitie ; D, = R\ {-4 1} ;

1
Im, :{12;2;—4;4—3&;

La ¢) si d) functiile sunt polinomiale de aceea domeniul lor de definitie este R .
7).a) D, =R\ {4} ;b) D, =R\ {£2J2};0)R; d)R. 8).a) D, =R;b) D, =[4x);
¢) D, =R\{5}. 10). a) acR\{-1}; b)52; ¢) ae{-2;0}. 11).
=g A= {—2;—1;0;1;2} si a-4=5, a=9 si 2b=6 adica b=3. 12).
¥ =6x+8 (x-2)(x—-4)"7* x-4
Orr§_oDod) D xmd gy,
x =4 (x—=2)(x+2) x+2
13). Intersectia cu Ox: f(x) =0=2x+8=0=x=—4= 4(—4;0). Intersectia cu Oy:
x=0=y=f(0)=-2=B(0;-2); 15).a=3; 16). f(-1)=6;
04-08 = 84 = % 19). Pentru a > 4 se obtine ecuatia a® —4a+9 =0care
AB 45 5
nu admite solutii reale. Atunci, pentru
ad=2+a’ —4a+1=0=a’-2a+3=0= a,=1,a, =3.

gx)=

17). d(O, AB) =

22). Deoarece f(—x)=—f(x), rezultd ca suma este 0. 24). Evident. f(x) este functie para;
25). f este pard pe R\ {0} < f(—x) = f(x),Vx e R\ {0} .
2(_x)2013 _(_x) 3 _(2x2013 +x) B 2x2013 +x

(_x)3 _x3 x}

4.2 Functii monotone

1. x,<x,=4x, <4x, >4, +554x,+5= f(x) < f(x,) ;
3). a) Fie x,,x, €[2;+0). Din
f(xl)_f(xz):\/2x1_4_\l2x2_4 _ 2(x1_x2) 2

X, — X, X, - X, (5 —X,)(\2x, =4 +[2x, - 4) :\/2)(1—4 +\f2x2—4>

Cum f(—x)=

= f(x) rezulta ca f este para.

0=

f este strict crescatoare; b) Analog ca la a) ; 4). Fie 0(x,(x, . Atunci,

1.1 . .
= x’(x,) = —)— =1 este strict descrescitoare ; Analog si pentru x(x,(0 sau x(0(x,.
1 2
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Functia f este strict descrescitoare pe R\{0}. 5). a) Fie I(x,(x, = L>
x+1 x,+1

, f este strict

descrescatoare ;
b) x,(x, = x(x,) = x +2x, +Kx,) +2x, +4= f(x,){f(x,) = f este strict crescitoare ;
¢) Se arata ca f este strict crescatoare pe (—o0;2]si (2;+0] deoarece restrictiile fi(x) = 2x+1 si
H(x)= x+4 sunt functii de gradul intai ; Pentru a arata ca f este strict crescitoare pe intreg
domeniul de definitie mai trebuie verificata si relatia: x, <2(x, = f(x) < f(2Q)(f(x,).
Fie x, <2(x, = f(x,) < f(2) =5(6 f(x,) asadar, f este strict crescatoare pe R.
d) Restrictiile functiei f sunt fi(x)= x - 4 care este strict crescatoare pe (—o0;3]si f2 (x)=-2x +4
care este strict descrescatoare pe (3;-+o0) prin urmare, f nu este monotona pe R;

x-3 x,-3

6). Fie x,,x, cR\{-2}. Din L) =/(®) _2x+4 2x,+4
XX XX,
I )l Ol o) [ ) *)0 . Rezultd ca f este strict
(x, —x)(2x, +4)(2x, +4) 2x,+4)(2x, +4)

crescatoare pe fiecare din intervalele (—o0;—2) si (—2;%0). 8). a) iy =x—3 este strict

crescatoare. Atunci, f(1)<m-1+4=-2<m+4=>m=>-6; b) mﬁ%.

4.3 Compunerea functiilor

D). (feg)()=r(g(x)=2g"(x)—4g(x)+5= 2(x~3)" —4(x~3)+5=

2(x* —6x+9)—4x+12+5= 2x* —12x+18—4x+12+5= =2x> —16x+35.

(go /) =g(f(x)=/f(x)=-3=2x"—4x+2.

2). Cum g(2)=2+2=4=(fog)?2) = f(4)=11,iar cum

SO =-1=(g° f)(0)=g(-) =2 (-D+3=5.

3). Cum f(g(x))=4g(x)—2,(1)si f(g(x))=8x—10, (2), din (1)=(2) rezulta
4g(x)-2=8x-10= 4g(x)=8x—8[:4= g(x)=2x-2.

5. (fof)®)=3f(x)+m+2=3Bx+m+2)+m+2==9x+4m+8. (1)

Cum ( fof ) (x)=9x+8, (2), din egalarea celor doud expresii (1)=(2) rezulta m=0.

8).a) g(x)= %x+%; b) g(x)= %xz +§x—?. 12). a) Se demonstreaza prin inductie
ca
. 3—1
(fofofo.ofYx)=x+2n; b) (fofofo..of)x)=3"x+ 7
nde f nde f
13). Seia f(x)=ax+b= (fofofo..of)x)=a"x+a"'b+a"b+..+ab+b=8x-14=
—_

nde f
a=2,n=3,b=-2.
5.1. Functia de gradul intii
1). Im f :{—1;1;3;5;7;9}; 2). Imf 2{8;5;2;—1;—4}; 3).0; 4).0; 5).0; 6)0; 8).3775;
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9). 2°'+ 61; 10). Deoarece f(—x)+ f(x)=10,Vx €{-5,4,..,4,5}\{0}si f(0)=5 rezultd ca
suma este egalda cu 55. 11).a) Cum f(-3)=17, f(0)=2, f(3)=13rezulta
S+ f(0)+/(3)=32.
b) f(D+ 1 (2)+ f(3)+...+ f(20) =3(1+2+3+...420) +...+20-4 =710 ; 12). a) Cum
SO0 11 P N 1 TR U A0V S - J0 S Y S

2 2 2 2 2
iar f(i) _2.345-3. Asadar, f(—l)+ f(ﬁ—1)+f(3) ] Bears= 5. 13).

2 2 ’ 27 202 2

V2,

2 b
14). Din f()=2=a+b=2sidin f(-2)=-7=-2a+b=-7.Rezultia=3 sib=-1. Asadar,
S(x)=3x-1. 16). a=1,b=2; 17). A(2;0), B(0; - 6); 18). A(m;3)e G, < f(m)=3=5Sm-
2=3, adici m=1. 19). m=9; 20). Din f(m+4)=16=4(m+4)+8=16=
dm=-8=>m=-2.
21) me{-2;1}; 22).m=3; 23).f(a)=a, M(-1;-1); 24). a= 7-2 ; 25). Din conditia
fl@)=a=4a—6=a=3a=6=a=2.Punctul cdutat este A4(2;2).
28. Graficul unei functii de gradul intai f(x)=ax+b este paralel cu axa OX daca a =0. In cazul
nostru se ia 2m-4 =0 de unde rezultd m=2.
29). f(x)=ax+b.Din f(1)=asi f(2)=a+3 rezultd a=3 si b=a-3. Atunci,
f(x)=3x+a-3. Punand conditia ca A sd apartind graficului lui f, rezulta:
fa-3)=-4=a=2;

5.2 Ecuatii de gradul I
1). ) m=2; b) m=7; ¢) m=-3; d) m=2, m=-6; ¢) m=7; 2). a) x=5; b) x=2, x=4; c) x=-5; x=5;

5). Ecuatia data este echivalentd cu 8 —4x—6x+9=16-2x= Bx=-1=x= % S= {;} .

10).Se pun conditiile de existenta ale rapoartelor. xR — {—1;1} . Dupa aducerea la acelasi

numitor se obtine x* —4x+3+2—x" —x=0=>x=1. Dar ecuatia nu este definita in 1.
5.3 Monotonia si semnul functiei de gradul 1

1). m=2; 2). me(3;+0); 3) me(-2;+w0); 4) m & (—owo;3];
5).me [~ 2); 6). me(2;+0); 7). me(—w;%); 8). fcrescatoare, f(-3)< f(x)< f(3) ;

9). fdescrescatoare, f(4)< f(x)< f(-2); 10). Deoarece functia f este crescatoare

(Vx,(x, = f(x)f(x,)), multimea valorilor functiei sau imaginea functiei este

Im /= f([-27])= [/(=2): /(D] =[-819]. 11). a) Utilizand definitia, fie x,,x, € Rastfel
incat x,(x,. Rezulta, 4x,(4x, = 4x, —2(4x, —2 = f este strict crescatoare pe R; Se poate folosi
semnul functiei de gradul intai,

b) Analog, se observa ca pentru X1, X2 fixati, astfel incat x,(x, se obtine

—6x,) —6x, = —6x,+2)—6x,+2 . Rezultd ca f este strict descrescatoare pe R.

¢) Conform semnului functiei de gradul intdi, cum a>+3 este pozitiv, rezulti ci functia este strict
crescatoare ; 12). a) Daca m+2)0adica m)—2 = f este strict crescatoare;

Daca m(—2 = f este strict descrescatoare ;
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b) Daca 5—m)0adica m(5 = f este strict crescatoare; Daca m)5 = f este strict descrescatoare ;
¢) La fel ca la a) deoarece conteaza doar coeficientul lui x in studiul monotoniei functiei de
gradul intdi; 13). Pentru m=-8, rezulta f(x)=-3x+3, asadar, f(x) este o functie strict
descrescatoare pe intreg domeniul de definitie.

X —00 1 o0

f(x)=3xt3 | ++ +++ 0 ---------

Se observa din tabelul semnului lui fca £(x))0,Vx e (—o0;1)si f(x)<0,Vxe[l;0).

14). a) f(x)=ax+b este strict crescitoare <> a)0. In cazul nostru, f este strict crescatoare
= m—3)0=m)3.

b) f(x)=ax+beste strict descrescatoare <> a(0. In cazul nostru, f este strict descrescatoare
<= m—3(0= m(3.

¢) f(x)=ax+beste strict constantd <> a=0. in cazul nostru, f este strict constanti

< m-3=0=m=3. 15). Se pune conditia ca 3—9m)0 = -9m) -3 = m(% = m(% .

m+3

16). Din tabelul semnelor se observa ca <= me (—3; 2) . 17. Din tabelul semnelor se

observi ca f(x)>0,Vx e(—o0;—1)U[2;0) si f(x)(0,Vxe(-1;2).

18). a) S={(2-3)};b) S={(2:3)}; o) S={(2:4)}:d) Ts¢) S={(-1:2)}; 0

s={(3248)

19). a) x e(—0;2]; b) x€[6;+0); ¢) xe(—0;—8);d) x e[—i;Z} e) x e(—0;—2)U[0;3);
5.4 Sisteme de ecuatii

1). m=-3; 5) a=1, b=2; 6).a=2, b=5;13). Se vainlocuix cu-2siycu2. Seobtinea=1sib
=3.

-3
F—=m#—6.
m+2 =2

m—2 4
#*

14). Sistemul de ecuatii liniare are solutie unica daca

=>m -4#12.

15) . Sistemul de ecuatii liniare are solutie unica daca 5
m+

=m’ #16. =>m=+4. 16). S ={(1;2),(-2).(-1:2).(-L-2)}.
17). Din a doua ecuatie se obtine: 2x+4y+4=2x+ y+1= y=—1. Dupa Inlocuirea lui x in
prima ecuatie, se obtin x =-1; Asadar, S = {(1;—1)}. 18). S= {(2;1)} .

6. Functia de gradul I1
6.1 Functia de gradul al doilea. Definitie. Graficul functiei

1). 0; 2). 0; 3). 0; 4). 0; 5). 0; 7). f(2—J§)=(2—J§)2—4(2—J§)+1:4—4J§+3—8+4J§+1:o;
8). £(~1)= (-1 =3(~1)~10=—6, _f(-;j:(—lj —3.(—1j—1oz_33

2 2 4
f(—l)—i—f(—%):—6—§:—%; 9). Intrucét f(1) = 4 rezulta
(fo)V)=f(4)=7(f(1)-F(4)=f(4)- /(4 =0; 10). 2)0;b)

a)l7; b)22; c)%; DHI0-243.;  11). a) 10;b) %;c) 22-1242;
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12). Imaginea functiei f este Imf = {3 —3\/5, -1,1,13— 6\/§,5} deoarece
F(3)=(B3) =3-(3)+1=1, f(-))= (=1}’ =3-(-)+1=5
F)=-1, fN2)=3-32, f(23)=13-63.

2
13). a) Forma canonica a functiei de gradul al doilea este f(x)= a(x + ;J - 4A .
a a

Dupa identificarea coeficientilor a =1, b=—-6, ¢ =8 si calculul discriminantului ecuatiei de

gradul al doilea asociate functiei, A =5> —4ac =4 se determina i =-3; _A = —1rezultand

a 4a
forma canonica f'(x) =(x—3)2 —1;
b) Se identifica coeficientii a=—1, b=4, c=1, A=b>—4ac =20, i:—2; —A:53
2a 4a
f(x):—(x—2)2+5;
2

¢)a=2, b=-1, c=1 = A=b"—4ac=-7, i=—l; _AT = f(x)=2 x—l +z;

2a 4 4 8 4 8

3 23 1V 25
14) a) f(X)=[x—2j +7;b) f(x)zz(x_“j 3

15).2)2x" ~5x-3=0, a=2, b=-5, c=-3, A=b"—dac=(-5) —4-2-(-3)=25+24=49

X, :‘bi*/ZZSi‘/E:xl 125 :_—I:GmeX:{A@ 0); B(_—l 0)}
: 2a 4 4 2 2

x:0:>f(0):—3:>(;fm0y={c(0;—3)}
V(—i ,—Aj = V(é ,—ﬁj - varful parabolei;

2a  4da 4 8
b) a=1, b=-3, c=-10, A=h*—4ac=(-3)’ —4-1-(~10)=49 |

—b+JA 37 10 -4
Np= = = =S, xz=7=—2:>GmeX:{A(S;O),B(—2;0)}.

b A 349

x=0= f(0)=-10=Gf nOY ={C(0;-10)} V(—z—a,—zj—V[E,—Tj - varful
parabolei.

¢) NOy:x=0= £(0)=8= A(0;8).
NOx: y=0< f(x)=0= x’—6x+8=0=>x, =2, x, =4= B(2;0), C(4;0)

V(—i,—ﬁj =V (3,-1)- varful parabolei.

2a  4a

d) f(x)=2x"—5x+1; NOy: x=0= f(0)=1= A4(0;1)

+

mOx;y:O(:)f(x):O:}2x2—5x+1:0:>x12:#,
5= «/_0) C(5+«/_

V(_i ,_AJ = V(E,ﬂj - varful parabolei.

2a  4a 4 8
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16). a) A(0;9), B(3;0), V(3,0); b) A(0;3), B(1;0), C(3;0), V(2,-1);

¢) A(0;25), B(-5,0), V' (-5,0); d) 4(0;-12), B(-2;0), C(6;0), V' (2,-16);

e) A(0;-7), B(-7;0), C(1;0), ¥ (-3,-16); f) 4(0,0), B(4;0), V(2,-4)

g) f(x)=—x>+4x+22, A(0;22), B(2—+26;0), C(2++26;0), V'(2,26)

h) f(x)=2x" =4 , 40;-4), B(—/2;0), C(N2:0), V' (0,—4); i) A0:-1), B(-1-2:0),
C(-1+~/2;0), ¥ (-1,-2); j) A(=L0); B(3;0); C(0;—6); V' (1,-8);

17). f(x) =0 —x"+7x-10=0, a=-1,b=7,c=—10,A=b*—4ac=9

b+ -7+ - -7-
X, = b_JZ: 7_\/§:>x1: 7+3:2,x2:£:5.A$adar,celedouépunctede
: 2a 2-(-1) -2 -2
intersectie ale graficului functiei f cu axa Ox sunt A4(2;0), B(5;0) iar distanta dintre ele este
5-2=13;

16 , 8 -b m+3
= f(x)=—x"——x+1; 18). —=5=>
/() 9 3 ) 2a 2m

:5:>9m:3;m:l
3

19). a) a=1, rezultd Im f(x) :[—4A;+oo) =[-16;+x) ; V(——,——j = V(2,—16) ;
a

b) a=-1, rezultd Im f(x) = (—OO;—A] = (—oo;1]; V(—i,—éj =V (2,1);
4a 2a  4a

20). f(-4)=2 ; f(0)=8 ; f(2)=16, unde f(x):%x2+%x+8 ;21)5; 22)5; 23) me{l;3}.

1
24). m:—Z; 25)m=35; 26)m=1; 27). m=1; 28). m=-1;

29)a) f(x)=x>=23;b) f(x)=x"=5x;¢) f(x)=2x"-2x+1;d) f(x)=x"-3x—10; e)
f(x)=—x"=2x+3 ;) f(x)=x"+6x+9 ;

g) f(x)=x>—8x+16 ;h) f(x)=x"—6x+8 ; i) f(x)z—%x2+x—4;

30)a) Im f(x) =[L+0); V(3,1); b) Imf(X)=(—OO;—%]; VG,—%J; ¢)

Im f(x) =[-9;+0); ¥ (2,-9);d) Imf(X)=[—12—§;+00); V{—z, éj;e)

6" 12
a2 .
Im ()= 200 ) V(IO’ 20)’
f) Im f(x) = (—o0;—18]; V' (-1,-18); g) Imf(X)=[—%;+00); V[g,—%];h)
1 5 1Y) .
Irrlf(x)=[—a;+0<>); V(_g’_ﬁj”) Im f(x) =[-9;+); V(0,-9).

31). Minimul functiei de gradul al doilea este dat de valoarea lui —4A =1,
a

32). Maximul functiei de gradul al doilea este dat de valoarea Iui _A =10;
a

33). Din -2 5 2572 5,25

4a 4m 4
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2
34, A1 om +2m+1+8m+16:l:>m€{_8;_2}. 39)1; 40) ﬁ; 41),
4a 8 -8 8 4
me{-2;2};

42). me {1; 7} ; 43). Minimul unei functii de gradul al doilea se realizeaza in punctul

_b =1= m?—l% =1=>m=9. 44). Minimul functiei de gradul al doilea este egal cu

—A=4:>
4a
m* —8m—16 5 )
—T=4:>m —8m+16=0=> (m—-4)’ =0=>m=4. 45). me{-6;2};
6.2 Ecuatia de gradul al doilea

1). Pentru x=3 = 9-3m+6=0 = m=1.
2). Deoarece — 2 este solutie a ecuatiei date , se inlocuieste x cu -2 si rezulta:
442m* +2+10m+2=0= m’ +5m+4=0= me{-4-1}.

3). Pentru ca ecuatia sa aiba solutii egale (x1=x2) trebuie ca & = 0;
A =[2(m-1)*-4(m-1)=0 < 4(m*2m+1-m+1)=0 < m>-3m+2=0 = me{1;2}.

ecuatiei, A =b> —4ac, si fie egal cu 0. Prin urmare, din conditia A =Orezulta

(m=3) —4(m-4)=0= (m-5=0=>m=5.

5). Pentru ca graficul functiei sd fie tangent cu axa OX trebuie pusa conditia A =0de unde
rezultd m* —4m—12=0=> m, =-2, m, =6. 6). Punctele de intersectie se afla rezolvand

ecuatia f(x)=y, x’—6x+8=0=xe{2;4}. Asadar, punctele de intersectie sunt
A(2;-5), B(4,-5).

7) a) S:{—%,z};b) S={-1,4};0) S=2;d) S:{ﬁ,zﬁ}; e) S:{—l,%}; f) §={-3,3};

@) §={+L#3}h) S={+L,4242} ;i) S={-22};)) § ={i%;i«/€} ; k) S={-2,0;2}; 1)
§={+2;43};  8).a) Ecuatia data este echivalentd cux(x+6)=0=x=0 sau x+6=0.
Asadar, S={-6;0}. ¢) Dinx* =101600 = x> =10-40=> x> =400 => x,, =+ 20 .
§={-20;20}.

e) Dupi aplicarea formulelor de calcul prescurtat ecuatia dati devine x° +4x+4=0
< (x+2)’ =0=x=2. Asadar, S ={1}.

g) Din (x—2)(x+3) = (2x+1)(x—3) = x* —6x+3 =0cu solutiile X5 =3ix/€.

i) Se observi ca dacd notam pe x” cu parametrul real t se obtine o ecuatie de gradul a doilea in t
sianume #* —9r+20=0 cusolutiile 7, =4=x’ =4=x, =42si ,=5=>x"=5=x,, =+5.

Asadar, S = {—J§; -2;2; J§} L9). A=(m-1>)0,YmeR; 10). A=4 - 4(1- m?) = 4m>>0
VmeR;
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6.3 Monotonia si semnul functiei de gradul al doilea

1). Intrucat functia f este de gradul intai trebuie pusa conditia m® +m—6)0. Se asociaza ecuatia
de gradul al doilea si se rezolvd. m’ +m—6=0=>m, =-3, m, =2. Cum m’ +m—6este functie
de gradul al doilea in m rezultd 7 +m—6)0 <> m € (—o0;—3) U(2;+0) .2). Deoarece
discriminantul ecuatiei de gradul al doilea 7> —m+2=0este A=—7(0 rezulti ca

m* —m+2)0, Vm eR. Aceasta inseamni ca functia de gradul inti f este strict crescitoare pe
R .3). Deoarece discriminantul ecuatiei de gradul al doilea —m° +3m—4 =0este A=-7(0
rezultd cd —m” +3m—4(0, Vm < R. Aceasta inseamni ca functia de gradul intai f este strict
descrescitoare pe R.  4). me(—0;—5)U(5;40); 5) m’ —m+2=0, A=-8(0,

2m* —4m+3)0, VmeR.;

6). —m*+m-3=0, A=—11{0, —m*+m-3(0, VmeR. ;

7). Cum a=1)0iar —zi = —% rezulta conform teoriei ca f este descrescatoare pe (—oo; —%) si
a

crescatoare pe [—;ﬁooj. Din x> +3x-10=0= x, =-5, x, =2. Asadar,
F(%)20, Vxe(—0;=5]U[2+0)si f(x)X0, Vxe(-52).

8. a) Conform semnului functiei de gradul al doilea, f este strict descrescatoare pe (—oo;0]si
strict crescdtoare in rest ; b) Conform semnului functiei de gradul al doilea, f este strict

3. . _ R . -
descrescatoare pe (—oo;E] si strict crescdtoare in rest ; ¢) Conform semnului functiei de gradul

. . I, . . .
al doilea, f este strict descrescatoare pe (—00;—5] si strict crescatoare in rest ; d) Conform

semnului functiei de gradul al doilea, f este strict crescatoare pe (—oo;1]si strict descrescatoare in
rest

b 1 . .. .
9). a) Cum —— =—— = pentru m)0, f este strict descrescatoare pe (—oo;——]si strict
2a m m
1 . . .. .
crescitoare pe [——;+) ; Dacd m(0, atunci f este strict crescatoare pe (—oo;——]si strict
m m

1
descrescatoare pe[——;+).
m

m

b) Cum m?+1 este pozitiv, rezulti ca f este strict descrescitoare pe (—oo;— e
m +

]si strict
crescatoare in rest ;

¢) Daca m* —1)0 <> m e (—oo; 1) U (1;+00) = f este strict descrescitoare pe (—o; —*] si

2(m-1)

. . - . o 1 .o
strict crescdtoare in rest ; daca m € (—1;1) = f este strict crescatoare pe (—x; —ﬂ] si strict
m—

descrescitoare in rest.

13). Functia de gradul intdi 7'(x) = ax+b e crescitoare daci si numai daca a)0. In cazul nostru,
a=2m" —4m+3)0 deoarece discriminantul ecuatiei de gradul doi asociata functiei
f(m)=2m" —4m+3este negativ. A=16—24=-8(0. Rezulti ca f(x) este crescitoare.
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14). Pentru ca o ecuatie de gradul al doilea s aiba doua solutii reale se pune conditia
A>0=m’ —4m—12>20= me(—oo;—Z]u[6;oo).
15).a) x> ~7x+10=0, A=5H" —4ac:(—7)2 —4-1-10=49-40=9.

—brJA 79 743

= x, =25 x, =5=x€(—0;2]U[5; 4+
= ST, AL (003 2] [5;+90)

b) x, =—1 x, =5= x &(—o0;—1)U(5;+0).

¢) 4" +4x+1-x" —x <X’ +10=4x" +4x+1-x" —x—x"—10<0 = 2x° +3x-9<0

3+
Din 2x* +3x-9=0, cu x,, =% :xe(—3;%].

- -3)(2x+8
4 S350 :("sz)zo = x & (—00;—4) U[3;+0);
2x+8 (2x+8)
16). a) x € (—0;2]U[6;+0); b) x €[-1;5]; ¢) x € (—o0;—=3]U[—1;+x0);
2 2 _
17). Inecuatia data este echivalenta cuw -120=> X Z6x+8 >0
2x+1 2x+1
1
X | —® = 2 4 o0
X2-6X+8 |+++ ++++ 0-- - - 0++++++
2x+1 | - -0+ H A+ 4+
X —6x+8 | - - - - | +++0 ---- 0++++++
2x+1

. . . 1
Din tabelul semnelor se observa ca fractia este pozitiva pentru  x € (—2 , 2} o [4,00) .

18). a) xeR;b) xeJ; ) xe(—oo;—%ju(lﬁoo);d) xeR;e) xe{Z;%};f) xe(-4;2); g)

xe(=3-1]U[L;3) ; h) xe(0;6]; 1) x e (—o0;—3)U(2;40); j) x € (—0;—4) U(—2;2) U (4;+0);
k) x e (—o0;-2)U(l;+0); 1) x € (—0;—2) U (0;1) U (3;+0) ; m) x e (-2;)U(2;+»0) ;

19. Inecuatia data este echivalentd cu x> —5x+4<2x-2=

x*=7x+6<0=xe[1;6]. 20).Inecuatia data este echivalenta cu

2x2—9x—9(03xe(;,3).
21). a) x € (—0;2]U[6;4+0); b) x e[—1;5]; ¢) x € (—o0;—3]U[—1;+00);

6.4 Relatiile lui Viete

. 2). Se aplica relatiile lui Viete:

XXy, =

b
X +x, =—— X +x, =——
1 a X +x,=7 e a x+x, =1
= = .
X x,=-3

x]~x2= )C]‘)sz
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2 2 2
X% _ X +x :(x1+x2) —2x,x, :_Z

+
XN XXy XX

w

6). a) m=3; bym=4;¢) Cum x,+x, =4 si x°—x," =(x,—x,)-(x, +x,) =

x +x,=4
x,—x,=2 .Din { ' 77 =2x,=6=x =3. Daca 3 este soluie a ecuatiei atunci rezulta

X, —X, =
ca verifica ecuatia datd: 3° —4-3+m=0=m=3. 7).a)7;b)3; c)7;d)47;¢) 334; 1) -193;
g) 111554;h)-1; 8)a)-2;b) %; c) —%;d)— 14;¢) - 10; f) -46; g)46;h)0;

9). Cum x, +x, =6 si x°—x,” =(x, —x,)-(x, +x,) =

X +x,=6
x,—x,=2 .Din { ' 77 = 2x,=8=x,=4. Daca 4 este solutie a ecuatiei din enunt,
X=X, =

atunci rezultd ca verifica ecuatia dati: 4> —6-4+m=0=m=8.

10). Se aplica relatiile lui Viete:

X, +x, =——
1 2 —
a {x1+x2—5
b

X, -x,=3
xl xZ

“’.‘5 Q\n

X% X’ +x,’ _ (x, +x,)* —2x,x, _
x2 xl x1x2 x1x2
11). Din formula x> +x,” = (x, +x,)’ —3x,x, (x, +x,) si aplicand relatiile lui Viete de la
exercitiul 1) rezulta x’ +x," =7 -3-8-7=175.
12). Din relatiile lui Viete se obtine x, +x, =m, x, -x, =2 iardin

1 . 1 X +x,+2 m+2

=3= =3, &
x+1 x,+1 XX, + X+ X, m+

:3:>m+2:9+3m:>m:—%

6.5 Sisteme de ecuatii

D, &) S={(-50).(6-5)}: b) §={(-2V8B).(E243)): o) 5= % , } Q
-5

s={(V22)}. 2.0) s={(1:3).(3)}: b) S={(~41).(14)}: © S={(-5:2).(2-5)}: &)
S={(-12).(2-D)}: o) S={(L)}: H S={(-13).(3:-1)}; ® S={(33)}: by S={(3:3)}:1)

={(2v2:42),(V2:242)]  3).) S={(~1:8).8:-D} s b) S={(z;ﬂ,<i;2)};
0 8 ={(243:\B):(VB:2A3 )| d)S={( ;ij G: —%)}; &) 5={(1:3).(5:1) :
4 a) S={(2).(zD}: b) S={(2:2).(-2-D)}; o) S={(-L3).3&D}.
5.a) S={(2).(21)}: b) S={(-52).(2-1)}; © S={(-12).(2-D}: d)
S={(-22):(2-2)};
&) §={(-31);(1-3)}
6). a) S={(-13).(48)}; b) S={(2:0)}; o) S={(1:2).(3:2)}: d) S={(L1):(%:7)};
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e) S={(-33):(3 { % 412)};1')5:{[%;%),(1;2)};
k)S:{G;oj } { } 7).0) S={(-L1)};0) S={(-L2)};

11).2) S= {(—l;—6),(—§;_76]}; b) §={(-5:-2).(%5)}.

1. Calcul vectorial
1.1 Vectori sub forma algebrici. Vectori egali
3).aym=-2;n=6; b)ym=9;n=-1; ¢) m=2; n=-2;
1.2 Operatii cu vectori

1).a) 6i; b) =6i—97; ¢) 22i+3/; d) —16i—27j; 2). a) (;+;)(0;7); b)

NI'—‘

(20+3v)(-2:17);
0) (3[;—2;)(10; 6). 4). (-6;24); 5). (10;-12);
1.3 Modulul unui vector
1 u—v|=74; 2. 22:—35:(—5;—9),|25—3B\:mzm; 5. a:_?l;

1.4 Vectori coliniari. Vectori necoliniari

1). a) me{—4;4};b) m=0; 2).a) me{—3;5};b) me{_g,;%}.

3). Vectorii 04 si OB sunt coliniari < at2 :% =a=-8. 4).a= g; 5). a=5;
6). a=7; 7). Vectorii ;si v sunt ortogonali <:>(3—m)-4—(2+m)~4:0:>m=%. 8). az%;

2. Aplicatii ale vectorilor in geometrie

1). Din ipoteza rezulta AB+2CB=0= AB=-2CB=2BC = ;:i =2.

2). Cum M si P sunt mijloacele laturilor [AB], [AC]rezultd AM = %/TB, AP = %E , atunci,

AN = 1(AB+AC) (2AM+2AP) AM + AP.
2 2

3) m= % 4). a) AB+ AC =2-AM . Cum AM este mediani in triunghiul dreptunghic, rezulta

ca AM:B—2C=9,iar \EMTC']:\zm‘:l&
b) Din @:—ﬁé:@+ﬁé:6,§iAM:9,rezulté |W+@+FCHW‘=9
5). Cum AC2=ABZ+BCZ:>AC:5:>|@+FC’\:\R|=5

6). Vectorii E,C—D sunt coliniari; 7). E,Rcoliniari implica m :%,

8). Fie £ e[4B]astfel incat AE = %E i F e[ AC]astfel incat AF zgﬁ .
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AE CP 1

Cum —= =—=—=—= EP|| AF . (1) Din
AB CB 3
BP= 2PC:>£_z L: 2 E 2 BP AF _2 = EP||AF . (2).
PC 1  BP+PC 2+1 BC 3 BC AC 3

Din (1) si (2) rezultd ca ABCD este paralelogram. Conform cu regula paralelogramului, rezulta

AP = AE + AF. Pe de alta parte, AB+2AC=3- AE+2 2 AF = 3(AE+AF)

Asadar, din ultimele doua relatii rezulta ca AB+2AC = 3AP.

9). a) Fie D mijlocul arcului BC. Atunci, OB+0C =OD. (1)  (regula paralelogramului).
m(BC)=120° = m(BOC) deoarece m(A)=60". Cum m(BAO)=30° = m(BAD) deoarece
m(BD) = 60" rezulta ci punctele A, O, D sunt coliniare, prin urmare, OA=-0D. 2)

Din (1) i (2) rezultd ca OB+0C =-0A= OA+OB+0C =0.
b) Fie M mijlocul laturii [BC] — AB+ AC =2A4AM (*). Cum in triunghiul echilateral, O =G,

centrul de greutate, atunci, A0 = %W = 2AM =340. (**)

Din (¥) si (**) rezults AB+ AC=340.

11). a) BD 1 AC<=BD 1 AC < BD-AC=0.

12). OM (—5 ?j, 13). M(—4;7); 14). a) Se calculeaza mai intii coordonatele vectorilor
AB(1+2,5-3)= AB(3;2), BC(-1-1,—4—5)=BC(~2;-9). Rezulti,

2-AB-BC =(6;4)~(~2-9) = (813).

Lungimea vectorului 2- AB —%(8;13) este egald cu /8 +13% =233 .

— — — OA+OB+0C —— -2 4
b) AC(;—7), AB-AC=31+2-(-7)=3-14=—11. ¢) Osz:OG(?,E);

d) Se afld mai intii coordonatele mijlocului M, M (0;5) si apoi coordonatele vectorului mediana

AM, W(z;—g).
e) Fie D e Ox = D(x;0). Atunci, AB||CD < AB, CD sunt vectori coliniari.

Cum AB(3;2), CD(x+1;4) rezulta il :% = x=5= D(5,0.)
X+

f) D(x;0), R‘(l; -7), FD(x —1,-5) . Atunci, AC 1 BD < A—C,B_D sunt ortogonali, adica
AC-BD=0=1-(x—1)+(=7)-(=5) =0 = x = —34.Rezultdi D(-34;0).
15). a) Se determina mai 1ntai coordonatele vectorilor: E?(4; 3), BC (3;-6), R(% =-3).

Atunci, |Z9‘= 4 +32 =5, |BCl=9+36 = /45 =35, |/Tc\=\/49+9=ﬁ.

b) ABeAC =4-7+3-(-3)=109. c)cosA=ﬂ=i.
558
16). a) AB+BC=AC(7;-3); b) \ﬁ\:zﬁ; ¢) ABBC=0; d) a=-5; e) W(%,-%);
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f) %(4;%]). 17). Daca ABCD este paralelogram rezulta ca vectorii R’,E au acelasi

mijloc adica 0(2;6,1;3j O(42)=a=4,b=-3; 18) Fie D(a;b)Vectorii

a=1,b=-1;

AC, BD au acelasi mijloc, rezulta (a;—l : b;3j :(_4;6 : _2+4j =

19). PM+MN+NP=PN+NP=0; b) AB+BC=AC, c¢) AC—AB=BC;
d)m-f—ﬁv-f-@:AB+AC+BA+BC+CA+CB=6.

2 2 2
20).a) AO+CO=0; b) AB+CD=0; <¢) AO+OD=AD; d) AB+AD=2A40=AC.

21).a) AO+0OD+DC =AD+DC = AC; b) AF+FE+ED=AD; ¢) AF +OB+ AB = AB;

d) AB+BC+EF = AB+0= AB.

22).a) AD—BC=0; b) AO-OC=0; ¢) AB—CB=AC; d) AD—BD=AD+DB=AB.

23). AC+BD= AD+BC <> AC—AD=BC—-BD < AC+DA=DC < DC = DC,

24). ﬁ—ﬁé:ﬁ; si ﬁ)—P_C":C_D; Cum ﬂz@, rezultd ceea ce trebuia demonstrat.

25). a) Mijlocul unui vector AB determinat de punctele A(x,;v,), B(x,;y,) are coordonatele

M(M,y”erBj In cazul nostru: M(ﬂ,mj M(2;5); b) M( 62 0+4J M(—4;2);
2 2 2 2 2 2

26). a) Coordonatele vectorului AB unde A(x,5v,), B(xz;y), suntdate de formula

E(xg —X,,¥5—¥,). Incazul nostru, E(1—3;6—4) =ﬂ§(—2;2);

b) AB(-2+6;4—0)= AB(4;4);

28). a) Modulul unui vector AB unde A(x,;v,), B(xy;y,), este egal cu

‘E\z\/(xg—xA)2+(yB—yA)2 In cazul nostru,

- (T 68 T2

[BA = (5-17 +(8-6)* = V1654 =20 =245;

[CA| =G5 + (487 =\a+16=242; 30). 1, =30+ 1, =5i+7)s r,, =4i+4];

31). Fie M, N respectiv, P mijloacele segmentelor [4B], [BC], [CA]. Atunci,

i r, errB _ 2i+4j+2(—3)i+j _ —i;Sj N a(_%;g); a:%: 3iJ;3j 35(%;%) :
rp=lt _gi3f =y (4:3). 32 Cum 0G = 24 OBHOC

2 3 , rezulta
G2 +32 4,446+ 2) G(1;4). 33). Vectorii corespunzitori virfurilor triunghiului ABC
sunt
a =3i+2]; ;1; =2i+ 6}; =—6i+j; Atunci, = —rA +r3 e _ %(—_l:-i- 9})
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34). Fie 7, = mi+nj. Cum Z:%: 3(5i+47)=3i+6j+4i -2 +mi+nj=

151+12j (7+m)1+(4+n)]:>m 8,n=_8. 35). r —51—2] 36). r =

AIN-L

= v, tr,+7.

37). 1, =0= =0= (m+7+m=3)-i+(mj+2+2n+m+5)-j=0=

m:—2,n:—§;

38). ABCD e paralelogram daci si numai daca diagonalele [ AC]si [ BD]au acelasi mijloc, adica
r,+r.=r,+r,, (*). Fie D(m;n) atunci, din (*) rezultd m=-9,n=2=>r, =—9i+2 .

— r42-r, 160 16 - = - = _—
40). Cum r; :ﬁ:T: G[ 3 Oj 42). ry+r. =1y 41, =2r,.

3.3 Formule trigonometrice

3).0; 5).a) sin35°-cos55" +sin 55" -cos35° =sin(35° +55°) =sin90° =1;

NG

b) sin72°-c0s27° —sin 27" -cos 72° =sin(72° —27°) =sin45° = = ;

2
¢) cos28”-cos32” —sin 28 -cos 32" = cos(28° +32°) = cos 60° = %
d) cos43”-cos13° +sin43" -sin13° = cos(43° —13") = cos30° = g
6). sinx:&, tgx:Z«/E, ctgxzﬂ; 7). cosx:@, tgx:zﬂ, ctgx—£ s1nA—£,

3 4 5 21 4
1gd=41539). cosA:Jj,s 2A—£ 10). sm(lso"—x):sinx:Zf;ll). cosa:zf, sinbzg,
s1n(a+b):4+6\/_ in(a —b)—4 6\/_ os(a+b):8\/673 (—b)—8\/_+3 sin2a:ﬁ,

25 25 25
sin2b = 4, cos2a—23, cos2b:l;
25 2 25

13). cosC =sinB :g; 14). Se afla mai intai cos2a =+/1-sin’ 2a = /1—% = f% zg

= \/g; 15). Cum

L_, 4.2

sin3a:SSina—4sin3a:3-l—4~—— =—.
3 27 27 27

16). 1g65° =1g(90" —25°) = c1g25°. Cum 1g45° =1si 1g25° - c1g25" =1g25" - ——=1., atunci

1g25
produsul este egal cu 1. 17). Se aplica faptul ca 7g(90° —x) = ctgx, Vx e (O;gj si tgx-ctgx=1.

18).a) 1+sinx; b) 1—cosx; ¢) 1;
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23). Se foloseste faptul 4+ B = —Cla care se aplica tangenta: tg(4+ B) =tg(x—C). Cum
1gA +1gB

tg(r—C)=-1gC=
&( ) € 1-1gA-tgB

=—1gC = 1gA+1gB =—1gC +1gA-1gB-1gC , rezultand formula

din enunt.

24). Se pleaca de la faptul ca

A+B c 1
tg S )= cth === cetd.

A+B+C 7 A+B =& C (A+Bj (7: Cj
= =1 =1

= ===
2 2 2 2 2

25). Se aplici inegalitatea x” +y” +2z> > xy+ yz+zx, pentru x = tgg, y= tgg, z= tg% .

26). Metoda 1: tg(3a—a) = _ig3a-iga =fg2a- (1 +1g3a- tga) =tgl3a—tga=cctd.
1+1g3a-tga
Metoda 2: Se pleaca de la a+2a=3a si se trece la tangenta. fg(a+2a)=1rg3a.
tga+tg(b+c)

27). tg(a+b+c)= .
)- tgla ) 1—-tga-tg(b+c)

4.2 Teorema sinusurilor. Teorema cosinusului

1). Din .a = .c .6 :EzsinA:i;Z).Din
sind sinC sind 1 20
4
a b 8 6 . 1
= === =sinB=—;
sin4d sinB 2 sinB 2

3
4). Intr-un triunghi dreptunghic, raza cercului circumscris triunghiului este jumatate din
ipotenuza; Cum BC =10 rezultd R = 5;
it

5). sinA:%:cosAzﬁ; 6). sinB=2:>cosB=—;
3 3 10 0

2 2 2
bc—a 9+36-49 —l<0 = m(A4))90°;  8). Se afla mai intdi coordonatele
2bc 2-3-6 9

mijlocului ui [BC]. M(3;2); Rezulti AM =\3—1) +(2—6)" =J4+16 =25 ;

a+c’-b 8l1+64-144 1

7). cos A=

9). cosB= —;
2ac 2-9-8 144
. 1 4C 1 .. o . .
10. Din sin B = 3 = BC = 3 = BC=3AC. Se aplica teorema lui Pitagora in triunghiul ABC
rezultand ACz% siBCz%; 11). cos(B+C)=cos(r— A)=—cos A =
cosA=—(cosBcosC—sinBsinC):—§+%.
2 2 2
12). AM2:2(b +: )=a :2(36+j4) 36:41:AM:«/E;
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4.3 Aria triunghiului

AB-AC 16-12
2 2
R=12;27. BC=2\7, A=6\3;4). AB=43, AC=4;5). AM=+53;6). A=163;7). A=43;

8). 4=153;9). 4=84;10). 4=10; 11). h:%;IZ). A=108; 13). a) A:le;b) A=24;14).
a) A=30; b) A= 12; ¢) A=186; 15). Din formulele S:b'c'zsmA=“'C'zsmB=“'b'25mC ,

1). Se afla mai intai cu teorema lui Pitagora AB=16= A4 ,. =

96; 2).

cum sin 4 =2sin g cos g , sinB=2sin gcos g ,etc., rezulta formulele din enunt.

. . . . a . . a-b-sinC
16). Din Teorema sinusurilor, obtinem b =— care se inlocuieste in relatia S = ——
sin A
asinB .
a-— -sinC 2 .
A sin 4 a“ sinB-sinC
obtindndu-se S = = -
2 2sin A

17). Cum b=2rsin B, ¢=2rsinC, acestea se inlocuiesc in formula S = Z—l;c , rezultand
formula din enunt. ~ 18). Metoda 1: Se aplica teorema cosinusului:

a’ =b*+c* —2bccos A, b* =a* +c* —2accos B, ¢ =a* +b* —2abcosC . Prin adunarea celor
trei relatii rezultd @’ + b +c” = 2bccos A+2accos B+2abcosC =

=2bcsin A-ctgA+2acsin B-ctgB +2absin C-ctgC = 4S5 -ctgA+4S -ctgB+4S - ctgC .

Metoda 2:

cos A cos B cosC
Cum 2SctgA = bc sin_ - 5 2SctgB = ac sinB - 5 2SctgC = ab sinC - =
g4 = be Sind S g SinB. g g SinC. Snc.
2 2 2 2 2 2 2 2 2
2SctgA+2Scth+2Scth=bc'b TC Za | e 2 FC b +ab-2 b e
2bc 2ac 2ab
4S(ctgA+ctgB+ctgC)=a’ +b* +¢”.
19). S:AB~r+BC-r+AC~r:r :
2 2 2
ind |2 =Dp=o)
—b)(p— _ —b)(p—
20). Cam 194 = 2 b _N@=D@p=9) _pp-alp=bp=a) .
cos— \/p(p—a) \/P(P—a) p(p—a)
2 bc

inlocuire in relatia data se obtine ca S=S.

Partea a III-a
TESTE RECAPITULATIVE, CLASA a IX-a

Testul 1. 1) b, =768 ; 2) —m’+m—3(0,YmeR deoarece discriminantul asociat ecuatiei de

gradul doi, A=-11{0; 3) a,,=44; 4) —%; 5) 4\95; 6) sinA4=1
Testul 2. 1) a,=2,5; 2) —\/3T+5 ;3) bo=6144; 4) me{3,5}; 5) R=8; 6)30;
Testul 3. 1) S, :w:%% ; 2)2:14; 3)5; 4) m=-9 5)5;
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6) cosa=+1-sin*a = / \/7 ——. Asadar, sin2a= 2% ¥_¥

Testul4. 1). 2;2). A= {3 } 3) Im £ =[£(): f(~D]=[212]. ;

m+2

4). 3(x, +x,)—2x, - x, =3- —2(m-1)=4-m; 5). 3+1; 6) cosA:%,

Testul 5. 2) AQ2:2); 3) A(LD)si B(%;%).; a5, =26 1006 5) HB0,-5);
6) 2=l 3, g
m+ 2

Testul 6. 1). by=b-q" =5-37 =10935. 2). Cum f(6)=0 rezultd ca produsul este zero. 3).
o =, +(50—-1)-r=3+49-7=346. 4). Solutiile ecuatiei f(x)=0 sunt x, =—2,x, =5 rezultd

zJ'

punctele de intersectie cu axa OX sunt 4(-2;0), B(5;0). 5).0; 6). —
A 25+24 49

Testul 7. 1). a=9.; 2). _E:_ g :—g. 3). m—6<0:>m(6.me(—oo,6); 4).
a, =3;

5). BC=43; 6). Cum triunghiul ABC este dreptunghic in A rezultd 4,,. = AB-2AC =30;
Testul 8. 1). me{l;Z}. 2). b, =6; 3).25; 4).m=0; 5). 0; 6). tg a:%

Testul 9. 1).m=-4; 2).63; 3).5; 4)x=1siy=2; 5). § ; 6). P=12.

Testul 10.  1).0; 2).-3; 3).V(3,-4); 4)0; 5).E=1; 6).(1;-2).

Testul 11. 1). % ;0 2). 11, 3).x=5; 4).2,-4; 5)a; 6)R=7.

Testul 12. 1). xe[;;Z}mZ:{l;Z}; 2).3512; 3). VE-T) 4. @ */_ . 6). (-21;-
5).

Testul 13. 1). 49; 2). A(3;—4) ;3).7; 4). xe(-=;0)U(L0); 5).(9;1); 6). S=93;

Testul 14. 1).0; 2). x,:%,xzz—3; 3). a:—g ;4). n=-1;5).11; 6).0;

Testul 15. 1).128; 2). 26; 3). x=3; 4).p=-1; 5).1; 6). sinCz% ;
Testul 16 1).63; 2).5si-1;3). x’=x—2=0; 4). 0; 5). Se demonstreazi ; 6). 12\/§;
Testul 17.  1). xe(—Z;ij ; 2). xe(=1;0) ; 3). Produsul este -1 ; 4).20% ; 5). 0:

Testul 18 2).-2; 3).m=-1; 4m=2; 3). 023\/5 ;6

2. Probleme propuse pentru concursuri

1). Se ridica la puterea a doua relatia data, 7+2/5—x -v/2+x =9 . Rezultd v/5—x-v2+x =1.
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2). (a+1)’+(b+2)’ =0=>a=-1,b=-2. Atunci, (-1)*"” —(=1)*" =0

(32016_1)+(92016_1)+(272016_1) (320]6_1)+(32016 _1)(32016 +1)+(32016_1)((32016)2+320]6+1)
3). r= 32006 = 32006 _ | =(5p)

=143"+1+(3")’ +3"° +1eN (3p)
S-au folosit formulele a” —b* =(a—b)(a+b), (Ip), @ —b’ =(a—b)a" +ab+b"), (1p).
4). Se aduc rapoartele la acelasi numitor rezultand:
a’b+b+a’ +1+ab>+b*+a+1 _ab(a+b)+a+b+2+(a+b)’—2ab 103
(a+1)(b+1) N ab+a+b+1 17

5. JAeQo A=k, keQ
A=99999.9333.34—2 =999 99— 6666..66+1—> = (1p)
—_— e — —_— — 9

nde 9 n—1 de 3 2n de 9 n de 6

=9(10""" +10*"7 +...+10+1)—6(10"" +10"> +...+10+1)+1—§ =

2n n_ . 2n ¢ n__ _ . n__1)\2
:9.10 1_6_10 1+2_§:910 6-10"-9+6+9-5 (3-10 1).

9 9 9 9 9 - 32
2
Asadar, Az(%j . 6). x=-2;
7). A=|x—\/ﬁ|+|x— +|\/108—2x|=0,‘v’xe(—oo;2\/§]u[4\/§;oo).

8). 2013:2015 = (2014 —1)+(2014+1) =2014> —1, 2012:2014 = (2013 —1)+(2013+1) =2013> —1;

2014
Expresia data devine (J1+20142 —1-+/1+20132 —1) =(2014-2013)"" =1
9). a=@R2+1)" +|2J_ 3| —2J_+3 Z-1-22+3=2-42,
b=J6+4J§:J(2+ﬁ)2=2+J§. ma(a,b):a;bzz. m(a,b)=~a-b=2.

1 "

10). A=(1-+2)"+ RN { —2\/5} [6-22)6+24) ] =1.
11). 143+5+..42017=1009?%

ultima cifrd a lui 10092 -2018 este 3. Rezultd cd numarul dat sub radical nu este patrat perfect
12) x, +x, + X3 +..... + x,=1+2+3+..+2016=1008.2017

). 19-83 =4-3, {33 +419-8V3 =\/4+23 =3 +1;
(\/—_ ) 1 1 4+2J_ 2+3
TWBol 4-25 4 2

\/§+1+ 2+2\/_ :a+b\/§<:> Rezultaa=2; b :%;
14. Ecuatia data este echivalenta cu |a| +|3 - a| —|a + 2| =
—a,a< _
Explicitarea modulelor, |a|= a az 0, [3-a|= 3-a,as<3 ,|a+2]= a+2, az-2
—a,a(0 —3+a,a)3 —a—2,a{-2

Pentru ae(—2;0) ecuatia devine —a+3—a—a—2:3:>a:_?ze(—2;0).
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15). 3-242 =(2 -1y’ :u/(\/i—l P=2-1; 7-5\2+\2-1=6-42=2-2)' =
x=5-4V2+22-2—2) =\5-4V2 + 42 4.

Rezultd ca x=1 ceea ce inseamna ci x este natural.
16). Se pleaci de la ultimul radical: 20132015 =(2014—1)(2014+1)=2014> -1,

N1+20132015 =+/1+2014° —1 = 2014 ; Analog si pentru ceilalti radicali:
V1420122014 =+1+2013° =1 =2013, +/1+2011:2013 =~+/1+2012° =1 =2012 ,rezultd

A=+1+2010-2012 =«1+2011* =1 =2011.  17) E(x)=2; 18). a) Se ridica la puterea a

2 2 2
doua. % > (“Ty) A%+ %) 2 203 + 23+ )

22X +y) 2+ 2+ © (x—y) 20, Vr,yeR.

Ix2+6xy+9y +81 [(x+3y) +9° x+3y+9

b) \ )
=\ 2
2
\/ al 4xy+4y +16 \/ (x=2y)"+4 > 22)} 4 . Atunci, membrul stdng este mai mare sau
R 2x +y+13 . . . .

egal decat — Pentru a avea egalitatea din enuntul problemei, trebuie sa avem

. s e . x+3y=9
egalitate si in inegalitatile de mai sus. = =>y=I x=6.

x-2y=4

19). Prin ridicarea la patrat a inegalititii date se obtine (4n+1)*Y4(4n+1)-n+4n= 10 (A)
Se dau valorui lui n:

n=1 r J’>1+— n=2 \/: [)n— ..................

n=2014, \/1+ ! \/2015>1
2014\ 2014 8057

Prin inmultirea relatiilor de mai sus rezulta

\/_££ ........ 2015 ) (1 j (1 +%j ..... (1 +Lj = ceea ce trebuia demonstrat.
NCENES J2014 9 8057

. 11 s
L rezultdicd —+—2= si din

a b a+

20). Din inegalitatea

a b
(a+b) (a+by 1
4 ab (a+b)’

1Y, 1 111 4 4 2 Y
I+— || 1+= |=l+—+—+—21+——+ =|1+——
a b a b ab a+b (a+b) a+b

21). Se aplica inegalitatea /x-y < T,Vx,y eR; \/(4a+1)-1((4a +21)+1 = 4a2+2 . Analog

Atunci,

pentru celelalte relatii. Prin insumarea relatiilor de mai sus rezulta,

J4a+1+\/4b+2+\/4c+3+J4d+4<4(a+b+c+d)+2+3+4+5—4'1+14=§=9;

2 2 2
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22). Se utilizeaza formula x + 1 >2,VxeR,";

X
2 2 2
atarl gL B g Loy 0t sor s,
a a b b c c

Din inmultirea inegalitatilor, rezulta

(@ +a+1)(B* +9b+1)(c* +59¢+1) > 3a-11b-61c = 2013abc .

b) (a—b)*-c+(b—c)*-a+(c—a)’ -b+9abc=

(a® =2ab+b*)-c+(b* —2bc+c*)-a+(c* —2ac+a”)-b+9abc =
=da’c—2abc+b’c+b’a—2abc+c’a+c*b—2abc+a’b+9abc =

(a+b+c)
3

=(a+b+c)ab+bc+ac) < , Va,b,c e(0;0).

23). Dupa prima secunda, meteoritul parcurge distanta di = 10km,
dupa a doua secunda, parcurge distanta d2=10 +2 km, dupa a treia secunda, d3=10 +2-2 km, si
asa mai departe, dupa a n-a secunda, meteoritul parcurge o distantd d,=10 +(n-1)-2 km. Suma
tuturor acestor distante reprezentand termenii unei progresii aritmetice de ratie 2 este egald cu
206550.

—1)-n

Din 206550 = n-10 + 2(1+243+..+ n-1) rezultd 206550 =107+ % - " T

206550 =10n+n"—n=0.

—9++/81+4-206550 —9++/826281 —~9+909
2 - 2 o2
Se obtine n =7’ 30°’ adica timpul pentru ca meteoritul sa ajunga pe Pamant.
24). Din 2(a,+4) +(a, -4’ =0=a,=-4, a,=4
a,—a,=(6-2)r=r=2. a,—a,=4r=a,=12. a=a,-r=-6;

7 +91—206550=0=>n,, =

Sio = (@ + ) 10 =30.
2
25).a) a,, —a, =8n+8-8n+4=4=ct. Atunci, (a,)  este progresie aritmetica.
. . . 4+8n—4)-
Asadar, membrul stng este suma unei progresii aritmetice, # :

W =2016" = 4n* =27-1008> = n=1008.

b
__ ~8n—4 n+l _ A8 __ . . .
b) b, =2""= 5 2° =g . Atunci, (bn )”21 este progresie geometrica.

n

S_24.(28)2016_1 16

b :24. S:24+28-2—4+28~3—4+ +2842016—4 — (216128_1)

b 1 255 '
2 5

26)0) Dogt O ey g g =V L

b_5 x*+1)’

4
Din b, =b-¢* = (X’ +1)’ =b X’ +1 = b =x"+1.
b) Zbk—] by = Zbl 47 b-q" :Zblz ¢ :Z(xz +1) =
k=2 k=2 k=2 k=2

i _ (2D (7 41

2
X

27). Inlocuim in relatia datd pe x cu —x si se obtine relatia 3f(-x)-f(x)= 2x* — 6x>,

=X+ + 7 +D (D
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care impreunad cu relatia din enunt formeaza un sistem de ecuatii. De aici se obtine ca
f(-x)=f(x)=x*- 3x2

28). f(\3)= J_@a 3+b=+3+2 . Rezultd, a=1sib=2, si f(x)=x+2.

FO+ Q) +...+ f(m)=375<=375= (2+1)+2n:> n(n+5)=750=>n=25.

29). Cum compunerea lui f de mai multe ori este functie de gradul I rezultad f(x)=ax+b.
Atunci, (fo F)x)=d’x+ab+b, (fofof)x)=a'x+a’b+ab+b
Prin inductie rezultd fo fo....o f=a”"'x+a™°b+...+ab+b=x+4022
201 1termeni
Rezultd a=1 si b=2. f(x)=x+2
30). Facem transformarea x — —x de unde rezultd f(—x)+ f(x)=4x+6. Rezolvand
sistemul cu cele doud relatii se obtine f(x)=4x+2. Prin urmare f este crescatoare pe R.
b) (fof)X)=/(f(x)+2=4(4x+2)+2=4"x+4-2+2
——
2de f
(fofof)(x)=4(fof)(x)+2 :4-(42x+4~2+2)+2 =#x+4>244.2+42.
| ——
3de f
Prin inductie se aratd ca (f o fo....o f)(x) =4"x+(4"" +...+4+1)-2.
—_—

nde f

Asadar, (fofo ..... Of)(x) — 425 4
—_

2015 de f

31).8) f(=1)+ f(=2)+ .t f(—10)=4350 = 1> +2° +..+10> +6-

4295 _1
3

2

1011 om=4350 =

m=1.

b) X —6x+m=(x-3+m-9>0=m=>9; (1)

mx* +2mx+m+2>0& A<0, m)0. Din m2—16mé0:me[0;16],(2). Din (1) si (2)
rezulta

me[9;16].
-1 -1 -1 -1
32). g(f () =2 afyrb= T o g Xy X g o,
x+3 x+3 x+3 x+3
=g(x)=Tx+2;
72013 _

(gogo..og)@)=7""x+2- (7" +7"" +  +T1)=T"x+—— ;
- 3
2013 de g
g(1)=9; Notim x+2 =t, rezultd x=t-2, atunci, i(t) = —4t+4+4t—8+9=1>+5.
Se face schimbarea de variabila t = x, rezultind, A(x)=x>+5.
_ ., 2011

)C

33). Notam f(x) =asi /(1) =
X

Facem transformarea x — l =b+201la= iz +2011x*+2012.
X X

Din rezolvarea sistemului rezulta a= f(x)=x>+1.

f(1) + f(2) + ...+ f2011)= 1> + 2> +...+ 2011 +2011-1= %612'402%2011
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, n-(n+1)-2n+1)
6
2011 2 2011 2 2011k+1_ k—l 2011 1 1
b)zf(k)—zz -1 =k 1)((k+1)) Z(k L
k=2 k=2 =2 k=
RN U U U 1 1 13 11

==+t - + - .
1 3 2 435 2009 2011 2010 2012 2 2011 2012
34). x—>l rezulti f:R*—>Rf(1+l)+3f(1+x):iz+3x2+2(—+3x).

X X X X

S-a utilizat formula 1 +2% +...4+7n

f(x+D)=a, f(1+l) =brezults f(x+1)=x"+2x.
X
Din x+1 =t, t real, ob';inem f(t)=t* -1 adica f(x)= x> -1, pentru orice X numir real nenul.
2011 2011 2011 _ _ 2011
Atunci, 3 L=y S 0D :zl(_l L j
= k) Sk-1 S2k-D)k+D) Z2\k-1 k+1

2011 1 2011 1 1 1
Dénd valori lui k de la 2 1a 2011 se obfine: Z - —( —————j.
Sfu =ie-1 2

35). Se scriu relatiile lui Viete: x, +x, =2, x,-x, =4.

2 2 2 .
XX =0 +x,) —2x-x,=4-8=—4

11 x*+x” 4 1 1 1
St I T T T 2 ’
X x, xx, 16 4 X" +x, -4

X +x) =0 +x)( —xx, +x,°)=—-16;

Cum x°+2°=(x +2)(x" —2x+2%)si x,,x, verificd ecuatia f(x)=0 , rezulti x;’ =8, x,’ =—8
Atunci, 5™ +5,0 =(x2) +(x}) = (97 +(-8)7 =-2-87 = 2™,

Ecuatia data este echivalenta cu ‘Zx - 1‘ - ‘x + 3‘ + ‘x - 2‘ =

Singurele solutii bune sunt 0 si 3. S ={0;3} . Explicitare tabel.
36).a) (fof)(0)=4x—12; (fofof)(x)=8x—28; 8x—28:0:>x:%,

A<0= —3m’ —6m+9£0:>me(—oo,—3]u[l,oo)

b) Cazul . f(x)SO@{ :>me(—oo,—3]

m+2(0 = m(-2
Pentrum = -2, =3x—3<0=x<1. Rezultd, me(-o;-3]U{-2}.
Cazul II nu conduce la nicio solutie:

A>0=-3m’—6m+9>0= me[—3;1]

m+2(0 = m(-2

f(x)<0& FA)<0=m<—2 >med
ls—i:me(2;3]
2a
2 X +x,==2 2 2
c)Pentrum=-1 =x" +2x-2=0 = =x +x, =8
XX, =2

(x,z +1)2 +(x22 +1)2 - (x12 +1+x, +1)2 —2(x12 +1)-(x]2 +1) 74
(x,2+1)(x22+1) - X2t x 4 x +1 13
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%+%:l
37). Se scriu relatiile Iui Viete: ¢ Din
a+1
Xjox, =———
. , 1 a+l (1 .Y
XX =0 +x) —20x, =—5+2-——=| —+1| +1,
a a a

4 4 2 272 2 2 1 ’ 1 ’ 1 ’ 1 ¥ 4
)t =+ 20t = =4 42| =41 +1-2 =41 | = | =41 | +1=(x +x, +1) +1.
a a a a
a+b=11
=
a-b=30
£ =11t+30=0=1=5,1,=6. (a.b)€{(56).(6:5)} = (x.») €{(1:5).(51).(23).(3:2)}.

39). Se foloseste formula fundamentala a trigonometriei: sin” x+cos*’x=1, VxeR.

Rezults, sinzx:%, xe(O;Z):sinx:f; = cosx =+/1—sin’ x :\/36;
22

sin2x:2sinx-cosx:T.

38). Notam x+ y=asi x-y=b, atunci, sistemul dat devine: {

2
T Y A
40). | sin=—cosx | =sin’=-2sin=-cosx+cos’ x.
8 8 8
2
T \ 7 T -
cos = —sinx | =cos §—2cos§-smx+sm X.

Atunci, relatia din ipoteza devine: 1-2 [smg -COS X +SIn x - cos gj +1=2.

(7 T r r
=sin| —+x |=0. S —+x=a=>x=—. S=<{—".
(8 ] 8 8 {8}

41). sin(B+C) =sin(180— 4) = sin 4 =sin 30" :% sau
sin(B + C) =sin(180—30) = sin 150 = sin 30’ :% .
42). Din cos2A4+cos2C =2cos2B =, de aici rezultd 1—2sin> 4+1—2sin’ C =2(1—2sin’ B)

2 2 2
sin® A+sin®C=2sin?B= |- +(i =2 b |-4R2 = d+ =20 = cetd.
2R 2R 2R

43). AB:\/(sing—sinx)2 +(cos%—cosx)2 =2 .

(sin %)2 - 2sin% -sin x + (sin x)* + (cos %)2 - 2cos§~cosx +(cosx)* =2 .

o 1-2(cosx-cosZ 4 sinx-sin L) 4122, = -2-cos(x— ) =0 x— %= F = x = % ¢ (0:17).
7 7 7 72 14

44). Se foloseste teorema cosinusului.
(b*+c*—a*)-tgd=2bc-cosA-tgd, ; (a’+c’—b*)-1gB=2ac-cosB-1gB,
B>+ —a*)-tgd=(a’ +c* —b*)-1gB < 2bc-cos A-1gA =2ac-cos B-1gB => bsin A= asin B
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a

b . . -
—— = —— (teorema sinusurilor). Adevarat.
sind sin

45). Se foloseste teorema cosinusului si teorema sinusului:
2aR -sin(B—C) =2aR(sin B-cos C —sin C-cos B =)
b a+b ¢ 1t -b 1
oaR(L CHE e @AEN L o oo p)op e
2R 2ab 2R 2ac 2

46).a) Din x=2—-msi y=m+3rezultd m=y—-3deunde x=2-y+3= multimea
punctelor din plan e reprezentata de dreapta x+y=5. b) Coordonatele punctului M sunt
MQ—mym+3).

Din triunghiul AMB dreptunghic rezultda AM*> +BM* = AB*>. (¥)

AM? =(m—3)* +(-m—1)> =2m" —4m+10; BM’ =(m~+1)> +(1—-m)* =2m* +2,

AB® =(3+1)’ +(4—2)* =20. Din (*) rezultd m* —m—-2=0=>me{-1;2}. Rezultd M(3;2) sau
M(0;5). c) W@ —-m,m+3), E(4, 2), Vectorii oM si AB sunt ortogonali, atunci
2-m)-4+(m+3)-2=0, Rezultd m=7.

47). OM-BC == -(%—@):%(002—032),
0A4+0C OA+OB.(@—O_A)=%(OBZ—OAZ).

ON-CA=

(0A-0C) =%(OA2 -0C’), OP-AB=
Prin adunarea celor trei relatii se obtine concluzia.

48). m-ﬁ+ﬁ~@+§~ﬁz(TS+5W)~BT§+(FS+STV)~&+(§+S?)-E:

=AS-BC+BS-CA+CS-AB+(SM -BC+SN-CA+ SP- AB) =

s-a folosit faptul ca daca doi vectori sunt ortog:gnali atunci , produsul lor scalar este 0.

:TS-E?+(@+TS)~CT4+(CT4+E)-@: :B‘-(B—C+CTA+E)+§~@+@-E:

=0
— 450+ BACA - CA-BA - 0.
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